
Fizyka, II rok FS, FiTKE, IS
Równania różniczkowe i całkowe, Zestaw 2a

1. Proszę zdefiniować pojęcie formy kwadratowej, a następnie podać macierz
�

formy kwadratowej�������	�
����������
i określić rząd formy

(a)
����� � ��� � �
� � ����� ���� � ���� � ������ � � � � ��� � � � �

(b)
�������	������
��� ����� �� ��� ���!���#"%$�������

2. Proszę określić rząd równania różniczkowego

(a) &('*)) +�,�,	+�-.- )) " &/'0)) +�,�, )) " &/'0)) +�-.- )) � +�, � +�- �21
(b) 3.465 � + ,7- � 5
8/' � + ,7- " � + �- "9$ + - � + �21
(c)

�;: + , " � +�<.+ ,7- ">== - : + , " � +�< � "%�@?0�A1
(d) + , + �,�- � : + ,7, � + -B< � " � � � ? � �21

3. Proszę określić typ równania różniczkowego (liniowe/nieliniowe/quasi–liniowe oraz jed-

norodne/niejednorodne)

(a) +�,	+ �,�- ��� � +�+�-.- " + �A1
(b)

� � ? + ,7,7- �C�	D , ? � + ,�- " � + ��1
(c) E +�,7- " +�,7, �AF � +�- �C� �0"%?G��1
(d) + - + ,7, "H� � +�+ ,7- �CI �����
?�� + ���A1
(e)

� 5�8(' ��� � ?J� +�,�, "%� 3.465 ? +�,7- � �@? +�, ��1
(f) + ,�- + ,�, " E + -.- "9$	� + - � �@? + ��1
(g) +�+ , � + � � � � � ?0� F

, + � + �����
(h) + �, � +�+�, � + �21

4. Określ typ równania różniczkowego (eliptyczne/hiperboliczne/paraboliczne)

(a) + ,�, ��� + ,�- � + -.- � + , � + - ��� + "H� � ?0��1
(b)

� +�,7, �C� +�,7- � +�-.- �C� +�, �C� +�- " + �21
(c) + ,�, �C� + ,�- � + -.- � + , � + - � E + "H��? � ��1
(d) +�,�, � +�-K- � +�L!L " �MON +�PQP ��1
(e)

� + ,7, � + -.- �21
, podaj obszary w których zachowuje sie typ równania

(f)
� +�,7, "H? � +�-.- ��1

, podaj obszary w których zachowuje się typ równania

5. Znajdź rozwiązanie ogólne następujących równań różniczkowych rzędu pierwszego

(a)
: � � � E ��? � < =7R= , ��� ? � =7R= - �C� ? �KS =7R= L �21

,

(b)
� =7R= , � ? =7R= - � S � ? =7R= L �21

(c)
� =7R= , � ? =7R= - � � ?

(d)

�� =�R= , � � � =�R= - � +
(e)

=7R= , " RUT ,� - N =7R= - � F
(f)

� =7R= , � ? =7R= - � + � ?
6. Proszę rozwiązać podane niżej zagadnienia Cauchy’ego

(a)
� =7R= , � ? =7R= - � L � =7R= L �21

, + � F �
?�� S �V�W? � S6�
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(b)
:�F�� � � < =7R= , � �@?�=7R= - �21

, + ��1@�
?X���W? �
7. Zdefiniuj pojęcie zagadnienia Sturma–Liouville’a, a następnie rozwiąż zagadnienieY[ZZ � + �������]\ + �����_^

Czy wartości własne
\

są zdegenerowane, czy nie?

8. Określ typ podanych równań różniczkowych, a następnie sprowadź je do postaci kanonicznej

(a) ` � +` � � " � ` � +` � ` ? " E
` � +` ? � � ` +` ? �21X�

(b) ` � +` � � " � 3.465 �
` � +` � ` ? "a� E � 5�8(' � ���

` � +` ? � "%? ` +` ? ��1
(c) � � ` �` � � ��� �@? ` � +` � ` ? � ? � ` � +` ? � �21

Wskazówka: Podane równanie jest równaniem parabolicznym. Równania tego typu

sprowadza się do postaci kanonicznej dokonując transformacji
���b��?X�Hc ��dX�����
?X�_��e����b��?X�
�

,
gdzie

dX���b��?X�
jest krzywą charakterystyczną, natomiast

e������
?X�
jest dowolną funkcją zmien-

nych
�b��?

niezależną od
dX���b�
?X�

. Równania paraboliczne mają tylko jedną rodzinę krzywych

charakterystycznych – z tego wynika dowolność przy ustalaniu drugiej współrzędnej nowego
układu.

(d) ` � +` � � �f� ` � +` � ` ? �Cg ` � +` ? � � ` +` � ��� ` +` ? ��1
Wskazówka: Podane równanie jest równaniem eliptycznym. Równania tego typu mają dwie

różne rodziny zespolonych krzywych charakterystycznych (podane to zostało na ćwiczeni-
ach). Równania takie sprowadza się do postaci kanonicznej dokonując transformacji

�����
?X�hc��dX���b��?J�.�
e������
?X�
�
, gdzie krzywe charakterystyczne mają postać: i �j�kdX���b��?X� � Y e������
?X�

,i �l�WdX���b��?J��" Y e������
?X�
.

9. Dane jest jednorodne równanie różniczkowe o pochodnych cząstkowych` � +` � � � ` � +` � ` ? � ` � +` ? � ��1
lub zapisane krócej przy użyciu operatora różniczkowego cząstkowego m �

m � + �A1@�onUpJq 8(rsm � � ` �` � � � ` �` � ` ? � ` �` ? � ^
Wykaż, że gdy rozwiązaniami powyższego równania są funkcje +bt ���b��?J� , gdzie

Y � F � � � E ��^K^�^ , to

rozwiązaniem jest też funkcja postaci

+ ���b��?J���2u t +�t ^
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10. Podane równanie różniczkowe ` � +` � � �C� ` � +` � ` ? " E
` � +` ? � ��1

sprowadź do jego postaci kanonicznej, a następnie wyznacz rozwiązanie spełniające warunki

początkowe

+ ���b�v1U�w� E � � �` + �����
?X�` ? ))) -.x�y � 1X^
11. Dane jest hiperboliczne równanie różniczkowe` � +`�z � " F{ �

` � +` � � �21
(1)

będące jednowymiarowym równaniem falowym, opisującym propagację fali płaskiej.

(a) Sprowadź równanie (1) do jego postaci kanonicznej` � +` d ` e �A1
(b) Stosując metodę charakterystyk wyznacz rozwiązanie ogólne równania (1) i podaj jego in-

terpretację

(c) Wyznacz rozwiązanie równania (1) spełniające następujące niejednorodne warunki
początkowe

+ ������16�w� \������.�` +`�z ))) P�x�y � |������
(d) Wyjaśnij dlaczego rozwiązania równania (1) nazywane są falami płaskimi.

12. Stosując metodę obrazów (inaczej: metodę odbicia) wyznacz rozwiązanie jednowymiarowego

równania falowego ` � +` � � " F} �
` � +`�z � �A1X�o��~W1X� z ~a1

spełniające podane warunki początkowe

+ ���b�v1U�w� \b�����_�` +`�z )))
z �A1 � |������

(2)

oraz warunek brzegowy

+ ��1X� z �V�21X^
(Jest to model nieskończonej struny zamocowanej z jednej strony).

13. Stosując metodę separacji (rozdzielenia) zmiennych wyznacz rozwiązanie jednowymiarowego

równania falowego ` � +` � � " F} �
` � +`�z � ��1
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w obszarze
���%� 1X� mV� , czyli w obszarze ograniczonym płaszczyznami równoległymi

���21
i
��� m .

Rozwiązanie powinno spełniać niejednorodne warunki początkowe postaci

+ ���b�v1U�w� |������.�` +`�z ))) P�x�y � �������
oraz warunki brzegowe

(a)

+ ��1X� z �V� + � m � z ���21
(b)

+ ��1@� z �w� 1@�` +` � ))) ,�x;� � 1
(3)

14. Stosując metodę separacji zmiennych wyznacz rozwiązanie jednowymiarowego równania

falowego ` � +` � � " F} �
` � +`�z � ��1

w jednowymiarowym obszarze
���%� 1X� mV� , przy jednorodnych warunkach brzegowych

+ ��1@� z ��� + � m � z ���21
oraz warunkach początkowych

+ ���b�v1U�w� {�� 5�8('��m �b�` +`�z ))) P�x�y � 1
(4)

15. Stosując metodę separacji zmiennych wyznacz w obszarze � ��� 1G�C�H� { �v1G�a?��A� ��1G� S � } �
rozwiązanie trójwymiarowego równania falowego dla

z�� 1` � +` � � � ` � +` ? � � ` � +` S � " F� �
` � +`�z � �21

spełniające następujące warunki początkowe

+ ���b�
?�� S �v1U�o� + y � }K� �b� z ^` +`�z ))) P�x;y � 1
oraz brzegowe

+ ��1@�
?�� S � z �V� + � { ��?�� S � z �V��1@�o1G��?��A� �o1G� S � } � z�� 1@�
+ ������1X� S � z �V� + �����v� � S � z ���21X�o1G�C��� { �w1G� S � } � z�� 1@�
+ �����
?���1@� z �V� + �����
?�� } � z ���A1@�w1��C��� { �w1G��?��A� � z�� 1@^���@�	�  ¢¡ £7�¤7¡/¥

(1a) forma rzędu trzeciego; (1b) forma rzędu drugiego;

(2a) rząd pierwszy; (2b) rząd pierwszy; (2c) rząd pierwszy; (2d) rząd drugi
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(3a) nieliniowe; (3b) liniowe jednorodne; (3c) liniowe niejednorodne, (3d) quasi–liniowe; (3e) lin-

iowe; (3f) nieliniowe; (3g) quasi–liniowe; (3h) nieliniowe;
(4a) hiperboliczne; (4b) eliptyczne; (4c) paraboliczne; (4d) hiperboliczne;

(4e)
���A1

– paraboliczne,
� � 1

– eliptyczne,
���W1

– hiperboliczne;

(4f)
� � 1@�
?�¦�21

– eliptyczne,
���C1@�
?�¦�21

– hiperboliczne, na prostych
�§�A1

i
?0��1

– paraboliczne;

(5a) + �2¨ : L- �
? � -.©, N < ; (5b) + �2¨ : -, � -.L!ª �L < ;
(5c)

¨ : -, � � ?«" +�< �A1
; (5d)

¨ : � � "H?�� E �0" &('«¬ + ¬ < ;
(5e)

¨ : �0" + �
? � � + � "%� +�< ��1
lub np.

¨ : �*" + ��? � � + ��"H� � < ��1
; (5f)

¨ : -, ��? � �R < �A1
(6a) + ���b��?�� S ��� -, � L N, ; (6b) + ���b�
?X��� - N� ª;, N
(7) Funkcje własne są postaci

D T t® , . Dla ustalonego
\
, z każdą taką funkcją związana jest tylko jedna

wartość własna równa
\
. Jest to wieć przypadek bez degeneracji.

(8a) Podane równanie jest równaniem hiperbolicznym. Dla równań typu hiperbolicznego określa się
dwie postacie kanoniczne. Pierwsza z nich to postać` � +` d ` e �CI � +�¯ � +�° � + �
dJ��eJ����1X^
Do takiej postaci podane równanie można sprowadzić wykonując transformację

�����
?X�±c²��dJ�
eX�
, gdziedX�����
?X�

,
e����b��?X�

, są krzywymi charakterystycznymi.

Druga postać kanoniczna to ` � +` e � " ` �` d � " I � + ¯ � + ° � + �
dJ�
eX���21X^
(8b) Równanie hiperboliczne
(8c) Równanie paraboliczne

(8d) ` � +` d � � ` � +` e � � ` +` e ��1@�³d«� � �*"%?��³e0�A�
(10) + ���b�
?X��� �´ ��?«" E ��� � � �´ ��? � ��� �
(11b) Rozwiązanie ogólne ma postać+ ���b� z �h�Aµ0���*" { z � � ¨0��� � { z �
(11c) Rozwiązanie szczególne

+ ���b� z �h� F� \b���*" { z � � F� \���� � { z � � F� {G¶ ,7ªb·!P, T ·!P |���d� Z dJ^
Jest to superpozycja dwóch fal, które propagują w przeciwnych kierunkach. Pierwsza z nich propaguje

w lewo, druga w prawo.
(12) Rozwiązanie jest postaci

+ ���b� z ��� F� \b��� � } z ��" F� \b� } z "H��� � ¶ M P�ªb,M P T , |���d� Z dJ^
Rozwiązywane równanie stanowi model drgającej struny zamocowanej z lewej strony. W tym przy-

padku początkowe wychylenie
\������

dzieli się na dwie części (dwie fale), z których jedna porusza się z
prędkością } w prawo, a druga z tą samą prędkością propaguje w lewo i dotarłszy do punktu

�a�¸1
,

gdzie drgająca struna jest zamocowana, odbija się i zaczyna poruszać się w prawo. Po odbiciu zmienia

się znak amplitudy fali.
(14) Rozwiązanie spełniające jedynie warunki brzegowe (bez rozpatrywania warunków początkowych)

jest postaci

+ ���b� z �h�2u7¹ 5�8(' �»º ¹ ��� : } ¹ 3.465½¼ ¹ z � Z ¹ 5�8('�¼ ¹ z < ^
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Rozwiązanie spełniające zarówno warunki brzegowe jak i początkowe ma postać

+ ���b� z ��� { � 5�8('�¾;�m ��¿ 3.465�¾ } �m
z ¿

(15) Rozwiązanie równania spełniające jedynie warunki brzegowe ma postać

+ ���b��?�� S � z �V�wuÀ Á ÂÃÁ ¹VÄ ÀBÅGÂ µ ¹ 5�8(' ��Æ À ��� 5
8/' �»Ç Â ?X� 5�8/' ��È ¹ S � : ¨ À_Â ¹ 3.465 �»\ À_Â ¹ � z � ��É À_Â ¹ 5
8/' ��\ À_Â ¹ � z � < ^
Takie rozwiązanie należy następnie dopasować do podanych warunków początkowych, które na tym

etapie nie zostały jeszcze uwzględnione (powyższe rozwiązanie spełnia jedynie warunki brzegowe).

Rozwiązanie spełniające warunki początkowe ma postać

+ ���b��?�� S � z �o� uÀ Á ÂÃÁ ¹ Ä À ÅGÂ µ ¹ ¨ À_Â ¹ 5�8(' ��Æ À ��� 5
8/' �»Ç Â ?J� 5
8/' ��È ¹ S � 3.4U5 ��\ À_Â ¹ � z �� uÀ Á ÂÃÁ ¹ m À_Â ¹ 5
8/' ��Æ À ��� 5�8(' ��Ç Â ?X� 5�8(' ��È ¹ S � 3.465 ��\ À_Â ¹ � z �_�
przy czym, wyznaczone z pierwszego warunku początkowego współczynniki m À.Â ¹ są równem À_Â ¹ � $ � +�y� � F� � º�" F �.� �BÊ " F �K� � � " F �

Ë6Ì_ÍOÎ	Ï7Ð Î	Ñ½ÒvÓbÎ.Ô	ÐÕÑ@Ö
×UØ�Ù�Ï_ÍOÎ7ÚÜÛ!Ù_Ý#Þàß�Ó;×Uá âQã�Ú�ÒKä7Ì!åÕØ�Ð â»åçæ.Ô6å Ô äBÎ	åçæBá½á ÒBß¢èvÚÜ×	äBÎ	Ñ6Ô�×	ä Û7å�é!êUåçé_ë_ì½éví6åçé_ë
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