Mechanika kwantowa, FTiMS PG, semestr05
Zestaw 4

1. Wyprowadz posta¢ operatoréw nastepujacych wielkosci fizycznych

(a) energii kinetycznej N czastek poruszajacych sie w kierunku osi z,
(b) energii kinetycznej N czastek poruszajacych sie w dowolnym kierunku,
(c) sredniego odchylenia kwadratowego wielkosci fizycznej A,
(d) sktadowych f,z,jiy,f,z momentu pedu L = (sz,f/y,sz) pojedynczej czastki. Wykaz przy tym, ze
zachodza zwiazki
[Li,L;] = esjnln,
[Li, L] = 0, LP=Li+Ly+L;, iec{z,yz}
2. Niech ukiad kwantowy opisany jest funkcjg falowa (z). Traktujac potozenie z i ped p, jako zmienne
losowe

(a) uzasadnij, ze warto$¢ srednia potozenia jest rowna
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(b) wykaz, ze warto$¢ srednia pedu jest réwna
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W tym przypadku nalezy przedstawi¢ funkcje falowa v(z) jako pakiet falowy o profilu a(k).

3. Stosujac notacje Diraca udowodnij, ze stany (wektory) wiasne danego operatora () odpowiadajace
réznym warto$ciom wlasnym sa ortogonalne.

4. Niech dany jest niezalezny od czasu operator (). Udownodnij, ze $rednia (Q) spelnia nastepujacy
zwiazek

d i, o~ A
a(Q) = E<[H’ Q-

5. Obserwabla @ reprezentowana przez operator () komutujacy z operatorem energii — hamiltonianem H
— nazywana jest stala ruchu.
Wykaz, ze dla kazdej statej ruchu @ spetniony jest warunek %(Q) =0.
Ktére z wielkosci fizycznych: potozenie r, ped p, moment pedu L, energia kinetyczna 7' sg statymi ruchu.
Odpowiedz uzasadnij rachunkiem.

6. TWIERDZENIE WIRIALNE. Niech z, p, T, V(z) sa odpowiednio polozeniem, pedem, energia kinetycznag
oraz energia potencjalng uktadu fizycznego.

(a) Udowodnij, ze zachodzi nastepujaca relacja

9 tap) = 2(1) - (VD).
(b) Udowodnij, ze dla stanéw stacjonarnych (zdefiniuj pojecie stanu stacjonarnego) powyzsza relacja
sprowadza sie do réwnania
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stanowiacego tres¢ tzw. twierdzenia wirialnego.



(c) Pokaz, ze dla potencjatéw postaci V(z) = az®, gdzie a, s = const. € R, warto$¢ oczekiwana energii
kinetycznej uktadu kwantowego jest réwna

(1) = s (V(a).

7. TWIERDZENIE EHRENFESTA. Udowodnij, ze prawdziwa jest posta¢ kwantowo-mechanicznych réwnan

ruchu
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dla wartosci oczekiwanych potozenia z i pedu p, czastki poruszajacej sie w polu sity o potencjale V' (z).
Réwnania te stanowia tre$¢ tzw. twierdzenie Ehrenfesta.

8. Wyprowadz ogdlna zasade Heisenberga dla dwdch wielkosci fizycznych reprezentowanych przez oper-

atory A i B, przy czym zaléz, ze [A, B] = ihC.

. Korzystajac z ogdlnej zasady Heisenberga pokaz, ze dwie wielkosci sg jednoczes$nie mierzalne z dowolng

doktadnoscia, jezeli ich operatory komutuja. Czy dwie wielkosci moga by¢ jednoczesnie mierzalne, gdy
ich komutator nie zeruje sig?
Podaj warunki, przy ktérych mozna jednoczesnie mierzy¢

(a) energie i sktadowe pedu czastki. Podaj przyktad uktadu posiadajacego te wiasnosc,

(b) wszystkie sktadowe momentu pedu,

(c) kwadrat momentu pedu i sktadowe momentu pedu

10. Wykaz, ze wspoétrzedne i pedy czastki w nieskoniczonym pudle potencjatu w dowolnym stanie wtasnym

11.

speliaja zasade Heisenberga.

Dwa stany czastki swobodnej poruszajacej sie wzdhuz osi z opisuja funkcje e*** oraz e~*** bedace
rozwigzaniami réwnania wtasnego operatora energii, gdzie k = 2mE/h>.
Oblicz sredni ped czastki i okresl na tej podstawie kierunek ruchu czastki w obu stanach.



