
Ruch chaotyczny wahadła. 

 

Drgania wymuszone wahadła: 

a) Ruch punktu zaczepienia: 

siła bezwładności działająca na masę w nieinercjalnym 

układzie odniesienia związanym z punktem zaczepienia. 

b) Periodyczna siła wymuszająca 
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Całkowita siła działająca na : m
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Równanie ruchu: 
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Ruch poziomy: 

    tAx Dωcos0 =  

      00 =y

ϕωϕωϕγϕ coscossin2
02

2

ta
dt
d

dt
d

D=++  

Ruch pionowy: 
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Ruch obrotowy: 

tAx Dωsin0 = ;  tAy Dωcos0 =  

( )ϕωϕωϕγϕ
−=++ ta

dt
d

dt
d

Dsinsin2
02

2

 

lAa 2ω=  
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Dla siły wymuszającej tF Dωcos0 : 
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- więcej niż dwie zmienne dynamiczne 

- nieliniowe sprzężenie zmiennych 

⇓ 

W zależności od parametrów oscylacje okresowe z 

częstością siły wymuszającej, występowanie drgań 

harmonicznych i subharmonicznych, ruch chaotyczny. 



Przestrzeń fazowa: 

Możliwe stany układu. Każdy punkt odpowiada 

jednemu stanowi.  

 

 

 

Trajektoria: rozwiązanie równania ruchu. Krzywa w 

przestrzeni fazowej sparametryzowana zmienną 

czasową. 

 

Trajektorie fazowe: 

- trajektorie nie przecinają się, 

- dla układu zachowawczego pole powierzchni nie 

zmieni się. 

 

 



 

Np. wahadło swobodne w przybliżeniu liniowym: 
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Wahadło tłumione w przybliżeniu liniowym: 
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Portret fazowy nieliniowego wahadła bez tłumienia: 

 

Portret fazowy nieliniowego wahadła tłumionego: 

 

- dla układu dyssypatywnego pole powierzchni 

fazowej maleje. 

- trajektorie dążą do atraktora 

 



Atraktor: obszar w przestrzeni fazowej 

(ograniczony), do którego asymptotycznie, dla długich 

czasów, przyciągane są wszystkie dostatecznie bliskie 

trajektorie (z tzw. obszaru przyciągania). 

Dziwny: wrażliwy na warunki początkowe. 

 

a) - położenie równowagi, b) – orbita okresowa, 

c) – orbita quasiokresowa, d) – atraktor chaotyczny. 

 

 

 

Kryterium ilościowe – wykładnik Lapunowa. 

 

 



Wykładnik Lapunowa: 

 

( )0R  - stan początkowy układu, 

( )tR  - trajektoria układu. 

Chaos pojawia się, gdy istnieje nieprzeliczalny zbiór 

trajektorii sąsiadujących dla 0=t , które oddalają się 

wykładniczo dla dużych czasów: 
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Przekrój Poincarego: 

 

 

 

 

 

Kryteria chaotyczności ruchu (wg Schustera): 

- czasowa zależność sygnału (wychylenia) od czasu 

„wygląda” chaotycznie, 

- w widmie mocy występuje szerokopasmowy szum, 

- raptowny zanik korelacji między kolejnymi sygnałami, 

- w odwzorowaniu Poincarego punkty wypełniają 

przestrzeń. 



 

 

 



Przykład: wahadło z drgającym punktem 

zaczepienia: 

 

W zależności od warunków początkowych, h oraz ω 

ruch periodyczny, regularny lub chaotyczny. 

 

Na płaszczyźnie fazowej zaznaczamy kąt i prędkość 

kątową w momentach, gdy punkt zawieszenia wahadła 

zajmuje najniższe położenie (przekrój Poincaré). 

 

 



 

 

Położenia punktów, choć rozrzucone nieregularnie, 

są określone przez równanie różniczkowe i warunki 

początkowe – chaos deterministyczny. 



Układ chaotyczny jest wrażliwy na stan początkowy. 

W układzie chaotycznym nieregularność wynika z 

dynamiki układu, a nie, jak w zachowującym się 

podobnie układzie stochostycznym na przykład z 

nieprzewidywalnego wpływu otoczenia. 

Zachowanie układu chaotycznego, choć nieregularne, 

jest określone przez równania różniczkowe i warunki 

początkowe – chaos deterministyczny. 


