Rozniczkowe prawo Gaussa 1
CO z niego wynika...

Niech tadunek bedzie A
roztozony w objetosci V z T = / o
ciagta gestoscia p(x,y,z). 2
Wytworzone przez ten fadunek  sf... }Ay . 4—--_—-3;;

pole elektryczne bedzie AL ey e
roOwniez zmieniaC Si¢ W

przestrzeni w sposéb ciagly. | _{.” =

Obliczmy strumiefi tego pola /

przez powierzchni¢ bardzo
matego prostopadtoscianu. Strumien przez Scianki
prostopadle do osi x wynosi

Ad =E'-AS'+E''-AS'"'=(E' —E'' )AyAz
Poniewaz roznica natgzen E', - E', jest z zatozenia bardzo
mata, mozemy ja zapisac jako
(E',—E"")=E (x+Ax,y, z)-E (x,y,2)
o oOF oF
—E X)NEx(x,y,z)+WAx—Ex(x,y,z)=WAx
Wobec tego mamy
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Podobnie liczymy strumien przez Scianki prostopadie do
pozostatych osi

OE OE .
AP = LAV AP = AV
Y 0y © 0z



Catkowity strumien wyniesie

noo OE. OE, OF.
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Wyrazenie w nawiasie jest z definicji dywergencja pola

wektorowego E. Zapisujac to z uzyciem operatora nabla:

AV

AP=V EAV
Mozemy to przeczytac: dywergencja pola elektrycznego w
danym punkcie jest rOwna strumieniowi pola elektrycznego

na jednostke objetosci. Porownajmy to z prawem Gaussa
A¢:AQ:pAV
€ €o

Poréwnujac dwa ostatnie rOwnania otrzymujemy

rozniczkowe prawo Gaussa

VeE=E
€o

OtrzymaliSmy lokalny zwiazek mig¢dzy natezeniem pola
elektrycznego a gestoscia tadunku w danym punkcie.

Widzimy, ze gdy w pewnym obszarze nie ma tadunkéw
dywergencja nat¢zenia pola zanika. Takie pola nazywa si¢
czesto bezZrodtowym .

W miejsce nat¢zenia pola mozemy wstawi¢ gradient
potencjatu
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VE=V(-Vo)==(—F+_——S+_—F)=-V'o
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OtrzymaliSmy w ten sposob

rownanie Poissone'a

Jest to rOwnanie rozniczkowe umozliwiajace znalezienie
potencjatu w przestrzeni, w ktorej znamy rozktad tadunku.
Do jego rozwigzania potrzebne sa zwykle rowniez warunki

brzegowe.

Jezeli w danym obszarze nie ma tadunkow otrzymujemy
rOwnanie nazywane

rownaniem Laplace'a

Vip(r)=0

Do jego rozwigzania potrzebujemy jedynie warunkow
brzegowych.

Obydwa rownania nalezg do najbardziej fundamentalnych
w elektrodynamice teoretycznej, wystepuja rOwniez w
mechanice oSrodkow ciaglych, teorii grawitacji, zjawiskach
transportu 1 wielu innych dziedzinach nauki 1 techniki.



ZapisaliSmy prawo Gaussa w postaci roOzniczkowe;.
Mozemy podobnie zapisac fakt, ze praca przesunigcia
tadunku wykonana na drodze zamknigtej jest rOwna zeru:
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$ Fdl=q$ Edl=0=§ Edl =0 d
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Policzmy na przyktad wartos¢ catki %
po zamknietym konturze Ol a Ve
skierowanym zgodnie z 0si3 z, Ex
lezacym w ptaszczyznie xy: e
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0E, OE,
(6x__6y)
Zdefiniujmy teraz sktadowq zetowq rotacji:
(nnELf:hmAIl:aEy—aEx
As—o0 AS  Ox 0y
podobnie definiujemy pozostate sktadowe

Al =

AyAx

OE. OE,

(rotE), = 3y TP
" O0E, OE,
(rot E),= 7. ox

Zerowanie si¢ wszystkich sktadowych rotacji mozemy
zapisac teraz tak:

rot E=0
lub z symbolicznie uzyciem operatora nabla

VXE=0
Pole, ktérego rotacja zanika nazywa si¢ bezwirowym.
Mozemy probowac sobie wyobrazic, ze niemozliwe jest
wytworzenie pola elektrycznego o zamknigtych liniach sit.



Warto zwroci¢ uwage, ze wyprowadzajac rownania
rozniczkowe pola przeszliSmy do opisu jego wiasnosci
lokalnych.

Do naszych rownowaznych stwierdzen dotyczacych
zachowawczoSci pola elektrycznego dodamy jeszcze
jedno:

Sita kulombowska jest sitq zachowawcza, czyli praca
wykonana przy przesunieciu tadunku miedzy dwoma
punktami nie zalezZy od drogi przesuniecia.

Praca wykonana w polu sit elektrycznych przy
przesunieciu tadunku po drodze zamknietej jest rowna
zeru.

Pole elektryczne jest polem potencjalnym, to znaczy
istnieje taka skalarna funkcja potoZenia ¢, zwana
potencjatem, Ze
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E(r)==Vo(r)

Pole elektryczne jest bezwirowe, to znaczy jego rotacja
zanika w calej przestrzeni

VXE=0




Policzmy

Jezeli z trzech wielkoSci: potencjatu, nat¢zenia pola i
gestosci fadunku znamy jedno, to mozemy obliczy¢
pozostale.

-- Na przyktad wychodzac z potencjatu:

p=>E=—Ve=>p=¢,VE

Potencjal rownomiernie natadowanej kuli opisany jest
zaleznoscia
30 r’
(I- 2 )
81me, R 3R
Obliczy¢ wartos$¢ natezenia pola E na powierzchni kuli.
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Do przemyslenia w dtugie i ciemne
wieczory:

Cztery z przedstawionych pol maja w przedstawionym
obszarze zanikajaca dywergencje, a trzy znikajaca rotacje.
Sprobuj si¢ zastanowic, ktore z nich moga miec te cechy.

(W.M. Purcell, str. 96)



