Rozdziat 7

Fale elektromagnetyczne

7.1 Prad przesuniecia. II ré6wnanie Maxwella

Poznane dotad prawa elektrostatyki, magnetostatyki oraz indukcji elektro-
magnetycznej mozna sformutowaé¢ w czterech podstawowych réwnaniach
(zapisanych w postaci catkowej lub rézniczkowej), przedstawiajacych:

I) prawo indukcji Faraday’a,

IT) prawo Ampere’a,

IIT) prawo Gaussa dla pola elektrycznego,
IV) prawo Gaussa dla pola magnetycznego.

W 1864 r. J.C. Maxwell zauwazyl, ze prawo Ampere’a, sformulowane w
magnetostatyce nie moze by¢ poprawne w przypadku, gdy natezenie pra-
du w przewodniku, wytwarzajacym pole magnetyczne, zmienia sie w czasie.
Udowodnit on, ze prawo Ampeére’a musi byé¢ wéwczas uzupelnione przez
dodatkowy wyraz. Otrzymany w ten sposob uktad réwnan nazywamy obec-
nie réwnaniami Maxwella. Na podstawie tych réwnan Maxwell przewidziat
teoretycznie istnienie fal elektromagnetycznych i obliczyt ich predkosé. Oka-
zalo sie, ze predkosé fal elektromagnetycznych w prézni jest réwna predkoéci
swiatla, co Swiadczylo, ze Swiatlo jest fala elektromagnetyczna. Istnienie fal
elektromagnetycznych wykazal doswiadczalnie H. Hertz dopiero w 1888 r.,
po uplywie ponad 20 lat od sformutowania réwnan Maxwella.
Przypomnijmy, ze prawo Ampére’a, podane poprzednio, ma postac:

jé H-di=1, (7.1)
C

gdzie C' jest dowolng krzywa, otaczajaca przewodnik (przewodniki) z pra-
dem a I — sumarycznym natezeniem pradu, przeptywajacym przez dowolna
powierzchnie S, rozpigta na konturze C' (rys. 7.1).
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Rysunek 7.1:
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Rysunek 7.2:

W celu wykazania, ze prawo Ampere’a w dotychczasowej postaci nie
jest stuszne w przypadku zmiennego natezenia pradu I rozwazymy przy-
padek tadowania kondensatora w obwodzie pokazanym na rysunku 7.2. Po
zamknieciu przetacznika K w obwodzie poplynie stopniowo zanikajacy prad
I az do natladowania kondensatora do napiecia £. Jezeli zastosujemy prawo
Ampere’a do obliczenia pola magnetycznego H, wytworzonego przez prze-
plyw pradu I, to liczac natezenie pradu, przeptywajacego przez powierzchnie
Sop 1 S rozpiete na tym samym konturze C, otrzymamy odpowiednio:

f H-dl=1 (7.2)
C
(przez powierzchnie¢ Sy plynie prad o natezeniu I),
f H-dl=0 (7.3)
C

(przez powierzchnie S nie plynie prad) a wiec sprzeczne wyniki. Maxwell
rozwiazal ten paradoks przyjmujac, ze zmienne w czasie pole elektryczne (w
rozpatrywanym przypadku zmienne pole o indukcji D wewnatrz kondensa-
tora) powoduje wytworzenie wirowego pola magnetycznego o natezeniu H,
analogicznie jak przepltyw pradu.

Znajdziemy teraz zwiazek miedzy szybkoscia zmian indukcji pola elek-
trycznego D wewnatrz kondensatora a natezeniem pradu I, plynacego w
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obwodzie. Stosujac twierdzenie Gaussa do powierzchni S, = S + Sy, otrzy-
mujemy:

q:q)D:j{D-dszj[D-ds (7.4)
Se S

(¢ — tadunek na okladce kondensatora, ®p — strumien indukcji D przez
powierzchnie S;). Rézniczkujac to wyrazenie wzgledem czasu i przyjmujac,
ze ksztalt powierzchni S, nie zmienia sie¢, dostajemy:

dg d®p d
dt dt t%g S, (7.5)
oD
I=[| =—.dS. .
/Sat S (7.6)

Otrzymany wzoér ma postaé¢ analogiczng do wzoru, okreslajacego zwigzek
miedzy natezeniem I i gestoscig j pradu przewodzenia:

I:/Sj-dS. (7.7)

7 tego wzgledu mozna formalnie przyjacé, ze w obszarze zmiennego pola elek-
trycznego wystepuje tzw. pred przesuniecia o gestosci g, réwnej szybkosci
zmian wektora indukcji elektrycznej D:

oD

Jp= ot | (7.8)

Calka z gestosci pradu przesunigcia po powierzchni S daje natomiast catko-
wite natezenie I, pradu przesuniecia, ,,plynacego” przez t¢ powierzchnie:

Ipz/jp-ds, (7.9)
S
oD d®p
= [ 22 . a5= 2] 1
s Ot dt (7.10)

Za Maxwellem przyjmujemy, ze prad przewodzenia i prad przesuniecia o
rownym natezeniu wytwarzajg takie same pole magnetyczne. Z poréwnania
wzoréw (7.6) i (7.10) wida¢, ze w rozwazanym przypadku I, = I. Mozna
wiec, uwzgledniajac prad przesuniecia stwierdzié, ze obwdd pradu zmiennego
jest zawsze obwodem ,zamknigtym”. W rozpatrywanym przyktadzie nateze-
nie pradu przesuniecia miedzy okladkami kondensatora jest rowne natezeniu
pradu przewodzenia w pozostalej czesci obwodu. Zjawisko wytwarzania wi-
rowego pola magnetycznego H przez zmienne w czasie pole elektryczne D
ilustruje rysunek 7.3. Jest ono analogiczne do zjawiska indukcji elektroma-
gnetycznej. Nalezy zauwazy¢, ze kierunek linii sit pola magnetycznego H jest
zgodny z kierunkiem obrotu sruby prawoskretnej, ktora porusza sie zgodnie
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%
D

dD/dt = 0 dD/dt < 0

Rysunek 7.3:

z kierunkiem wektora indukcji pola elektrycznego D, jezeli dD/dt > 0 i
przeciwny do kierunku obrotu prawoskretnej sruby, jezeli dD/dt < 0.

7, powyzszych rozwazan wynika, ze w ogélnym przypadku po prawej
stronie prawa Ampere’a powinna wystepowaé¢ suma pradu przewodzenia [
i pradu przesuniecia I, przeptywajacego przez powierzchnie S rozpieta na
konturze C:

%H~dl=]+lp. (7.11)
C

W szczegdlnosei, we wzorze (7.3) po prawej stronie powinno wystepowaé na-
tezenie pradu przesuniecia I, co wyjasnia wspomniany paradoks. Uwzgled-
niajac wzor (7.10) otrzymujemy wéwczas tzw. II réwnanie Maxwella (w po-
staci catkowej):

4o
fH.dlZIJr—D, (7.12)
C dt
lub:
d
]{H-dl:IJr—/D‘dS. (7.13)
c dt Js

Ma ono postaé¢ podobng do prawa indukcji elektromagnetycznej Faraday’a,
nazywanego I rownaniem Maxwella. W celu przedstawienia ostatniego row-
nania w postaci rézniczkowej mozna zauwazy¢, ze po prawej stronie prawa
Ampere’a powinna w ogdélnym przypadku wystepowaé¢ suma gestosci pradu
przewodzenia i pradu przesuniecia:

V xH=j+j, (7.14)

skad wynika réwnanie:

. 0D
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Jest to II rownanie Maxwella w postaci rézniczkowej. Omawiane zjawisko
powstawania wirowego pola magnetycznego przy zmianach w czasie pola
elektrycznego jest trudne do bezposredniego stwierdzenia doswiadczalnego.
Efekt taki wystepuje wyraznie tylko w przypadku szybko zmiennego pola
elektrycznego a jego najlepszym potwierdzeniem jest istnienie fal elektro-
magnetycznych.

7.2 Uklad ro6wnan Maxwella

Mozemy obecnie podaé¢ pelny ukltad rownan Maxwella. Ze wzgledu na dalsze
rozwazania wygodnie bedzie przytoczy¢ te rownania w postaci rozniczkowe;j.
Jak wspomniano w poprzednim podrozdziale, uktad réwnan Maxwella skla-
da sie z czterech réwnan:

0B
E=-"" I
V x 5 )

(prawo indukcji elektromagnetycznej Faraday’a),

oD
H =17+ — 11
V x J+8t (IT)

(prawo Ampere’a uzupelnione o gesto$é pradu przesuniecia),

m

(prawo Gaussa dla wektora D),

(V)

(prawo Gaussa dla wektora B). Brak pelnej symetrii miedzy réwnaniami
(I) i (II) oraz réwnaniami (III) i (IV) wynika z faktu, ze w przyrodzie nie
istnieja ,tadunki magnetyczne” (monopole magnetyczne) i zwiazane z nimi
»prady magnetyczne”.

W przypadku pdl elektromagnetycznych w osrodkach materialnych do
powyzszego ukladu réwnan nalezy jeszcze doltaczyé zaleznosci, charaktery-
zujace elektryczne i magnetyczne wtasnosci tych osrodkdéw. W najprostszym
przypadku zaleznosci te maja postac:

D =¢e5)E, (7.16)
B = puoH, (7.17)
j=0FE (7.18)

(prawo Ohma w postaci mikroskopowej). Wlasnosci osrodka materialnego
okreslaja wéwczas trzy stalte: stala dielektryczna e, wzgledna przenikalno$é
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LG

Rysunek 7.4:

magnetyczna p oraz przewodnictwo wlasciwe o. Ich wartosci oraz zaleznosé
od zewnetrznych warunkéw, np. temperatury, sa zwigzane, jak pokazano
wczesniej, z atomowa budowa danego osrodka. Teoria opisujaca wlasnosci
elektryczne i magnetyczne osrodkéw materialnych, zostala zapoczatkowana
pod koniec XIX wieku przez H.A. Lorentza i rozwinieta nastepnie przez in-
nych uczonych. Teoria Maxwella-Lorentza (z jej p6Zniejszymi uzupelnienia-
mi) obejmuje caloksztalt zjawisk, bedacych przedmiotem elektrodynamiki
klasycznej.

Jak juz wspomniano, z rownan Maxwella wynika m.in. istnienie fal elek-
tromagnetycznych. Jakosciowo mozna wyjasni¢ powstawanie fali elektroma-
gnetycznej jak nastepuje (rys. 7.4). Jezeli w pewnym obszarze przestrzeni
istnieje zmienne w czasie pole elektryczne E(r,t), powoduje ono zgodnie z
IT réwnaniem Maxwella, powstanie w tym obszarze wirowego pola magne-
tycznego B(r,t), na og6l réwniez zmiennego w czasie. Zmienne pole magne-
tyczne B(r,t) wytwarza z kolei zmienne pole elektryczne E(r,t), zgodnie z
I réwnaniem Maxwella, itd. W ten sposéb w przestrzeni rozchodzi sie fala
elektromagnetyczna.

7.3 Ptaska fala elektromagnetyczna. Predkosé fal
elektromagnetycznych

Pokazemy obecnie, ze w szczegdlnym przypadku ptaskiej, harmonicznej fa-
li elektromagnetycznej w prézni rownania Maxwella sa istotnie spelnione
i umozliwiaja obliczenie predkosci rozchodzenia sie fali. Przyjmujac, ze w
rozpatrywanym obszarze przestrzeni nie ma tadunkéw elektrycznych oraz
zwiazanych z ich ruchem pradéw (0 = 01 7 = 0) i uwzgledniajac zaleznosci
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Rysunek 7.5:

(7.16) i (7.17), mozna przepisa¢ réwnania Maxwella w postaci:

0B
E=—-—— 1
V x TR (7.19)
oFE
V x B = EOMOE, (720)
V.E=o, (7.21)
V.B=0 (7.22)

Zatozymy, ze fala elektromagnetyczna rozchodzi si¢ w kierunku osi z ukta-
du wspoétrzednych z predkoscia v, przy czym wektory E, B i v sa do siebie
wzajemnie prostopadle i tworza uklad prawoskretny (rys. 7.5). Przyjmujemy
wiec, ze fala elektromagnetyczna jest falag poprzeczng oraz, ze wektory F i
B sa odpowiednio réwnolegle do osi x i y uktadu wspétrzednych. Zgodnie
z okresleniem fali ptaskiej miejsca geometryczne punktéw, w ktérych nate-
zenie pola elektrycznego i indukcja pola magnetycznego maja stala wartoéé
i kierunek, sa plaszczyznami prostopadiymi do osi z. Przyjmiemy jeszcze,
ze mamy do czynienia, jak sugeruje rysunek, z prosta falg harmoniczna, dla
ktorej wielkosci £, i B, zmieniajg si¢ sinusoidalnie ze zmiang wspoétrzednej
z 1 czasu t. Ostatnie zalozenie nie jest konieczne; mozna wykazaé, ze dowolne
funkcje typu £, = vf(t—z/v) i By = f(t —z/v) réwniez spelniaja réwnania
Maxwella.

7 powyzszych zatozen wynika, ze ptaska harmoniczna fale elektromagne-
tyczng powinny opisywaé wzory:

E(r,t) =xE;(z,t), (7.23)

B(r,t) = yBy(z,t), (7.24)
gdzie:

E.(z,t) = Epsin|w (t — z/v)], (7.25)

By(z,t) = Bpsin[w (t — z/v)] (7.26)
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(Eo i By — amplitudy natezenia pola elektrycznego i indukeji pola magne-
tycznego, w — czestotliwosé katowa fali elektromagnetycznej). Sprawdzimy
teraz, ze podane funkcje stanowia istotnie rozwiazanie rownan Maxwella.
Rozpoczniemy od III-go i IV-go réwnania. Obliczajac dywergencje pél E i
B otrzymujemy:

OE,

E = = 2
\Y% B 0, (7.27)
0B
.B =Y _ 2
\Y% By 0 (7.28)

(inne sktadowe pél E i B sa réwne zeru a sktadowe E, i B, nie zaleza od
x iy). I i IV réwnanie Maxwella sa wiec rzeczywisdcie spelnione. Nalezy
zauwazy¢, ze nie mialoby to miejsca w przypadku, gdyby pole E lub B miato
rézna od zera sktadowa E,(z,t) lub B,(z,t). Rownania III i IV stanowia wiec
warunki poprzecznosdci fali elektromagnetycznej, E L vi B L v .

Rozpatrzymy teraz I-sze i Il-gie réwnanie Maxwella. Obliczajac rotacje
pol E i B dostajemy:

i § 2
oF oF oFE
VXE= 8% 6% % :ya;_ 8y$:yazx’ (7.29)
E, 0 0
T Yy =z
0B 0B 0B
o) 0 0 P =~ >
0 B, 0

(E; i By sa niezalezne od z i y). Wstawiajac teraz wyrazenia (7.29) - (7.30)
oraz (7.23) - (7.24) do I-go i II-go réwnania Maxwella otrzymujemy naste-
pujace rownania:

0E, 0B,

9 - o (7:31)
OB, OE,

9z M0y (7.52)

Trzeba zauwazy¢, ze w przypadku, gdyby wektory E i B nie byly prosto-
padte, I i IT réwnanie Maxwella nie bytoby spelnione. Jezeli np. B mialoby
nieznikajaca skladowa By(z,t), I réwnanie nie mogloby zostaé¢ spelnione (po

jego lewej stronie wystepuje wektor @88%5, majacy kierunek osi y a po pra-

wej stronie wystepowal by wektor %(@Bw + yB,), majacy inny kierunek).
Gdyby natomiast zmieni¢ kierunek wektora E lub wektora B na przeciwny,
to we wzorze (7.25) lub we wzorze (7.26) pojawil by si¢ znak ,—” zamiast
»+7. Jak bedzie widaé¢ z dalszych rachunkéw, wyrazenia (7.25) lub (7.26),
ze zmienionym znakiem w jednym z nich, nie stanowityby rozwiazan I-go i
II-go réwnania Maxwella. Réwnania te wyrazaja wiec fakt, ze wektory E i
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B sa wzajemnie prostopadtle oraz, ze wektory E, B i v tworza prawoskretny
uktad.

Obliczajac wystepujace w réwnaniach (7.31) i (7.32) pochodne otrzymu-
jemy:

oE, wE,

= —Tocos w (t — z/v)], (7.33)
u = B cos (i 2/0)], (7.34)
aaE; — wEgcos|w (t — 2/v)], (7.35)
aaliy = wBycos [w(t — z/v)], (7.36)

co po podstawieniu do réwnan (7.31) i (7.32) daje:

_WTEO cos [w (t — 2/v)] = —wBg cos [w (t — 2/v)] (7.37)

_WTBO cos [w (t — z/v)] = —eouowEo cos [w (t — z/v)] (7.38)
czyli:

% _ B, (7.39)

2 ool (7.40)

Pierwsze z tych réwnan okresla zwigzek miedzy amplitudami Ey i By. Eli-
minujac z otrzymanych réwnan obie amplitudy przez przemnozenie réwnan
otrzymujemy:

1
ﬁ = EQM0, (7.41)

skad wynika wzor okreslajacy predkosé v fali elektromagnetycznej w prozni:

1
v = . (7.42)
NEI)
Obliczajac te predkosé otrzymujemy:
Ak 47 -9 -10° Nm?/C?2 m
= ~ =3-10° — 7.43
Y Lo \/ 47 - 1077 N/A? s (7.43)

(skorzystali$émy tutaj z oznaczenia k = 1/4meq, por. podrozdzial 1.2). Jest to
predkos¢ réwna predkodci rozchodzenia si¢ $wiatla w prézni, v = c. Rezultat
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ten doprowadzit Maxwella do wniosku, ze $wiatto jest fala elektromagne-
tyczna. Piszac w poprzednich wzorach ¢ zamiast v otrzymujemy zalezno$ci:

o= chi] )

1
Veoro |

W przypadku rozchodzenia sie fali elektromagnetycznej w oérodku ma-
terialnym o stalej dielektrycznej € i wzglednej przenikalnosci magnetycznej
u jej predkosdé, jak wynika z podobnego rachunku, wynosi:

CcC =

(7.45)

1
= —. 7.46
Y V/EEQ O ( )

Biorac pod uwage, ze dla o$rodkéw nieferromagnetycznych p =~ 1, zwiazek
miedzy predkoscig fali elektromagnetycznej w prézni i w osSrodku material-
nym mozna w przyblizeniu zapisa¢ jako:

c

v R e (7.47)
Poniewaz stala dielektryczna ¢ > 1, predkos¢ rozchodzenia sie fali elektro-
magnetycznej w oérodku materialnym jest mniejsza niz w prozni, v < c.
Jak okazuje sie, stala dielektryczna odrodka, znajdujacego sie w zmiennym
polu elektrycznym, zalezy od czestotliwosci zmian tego pola. We wszyst-
kich oérodkach materialnych wystepuje w zwiazku z tym zjawisko zaleznosci
predkosci fal elektromagnetycznych od ich czestotliwodci, zwane dyspersja
fal elektromagnetycznych.

Interesujace jest przedyskutowanie wzoru (7.45) z punktu widzenia wy-
boru uktadu jednostek elektromagnetycznych. Jezeli zalozymy, ze zostata
zmieniona jednostka natezenia pradu i co za tym idzie — jednostka tadunku
elektrycznego, to biorac pod uwage, ze sita oddziatywania dwéch przewodni-
kéw z pradem oraz dwoch tadunkéw nie moze zalezeé od przyjetego uktadu
jednostek, musza by¢ spelnione zaleznosci (wielkosci wyrazone w ,nowych”
jednostkach oznaczono primami):

~pol?l gl

F, = , 4
2rr 2rr (7 8)
B Q2 - Q/Q
Fe = dmegr?  Amehr?’ (7.49)
Poniewaz
I/ /
rL_« (7.50)

I Q
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AEp, At

Rysunek 7.6:

wartos¢ iloczynu
EQHG = Eoflo = const, (7.51)

niezaleznie od wybranego ukladu jednostek. Zgodnie ze wzorem (7.45) ilo-
czyn stalych eg 1 pg jest prosto zwiazany z predkoscia fali elektromagnetycz-
nej w prézni:

1
EQMO = 07 (7.52)

Pole elektromagnetyczne posiada, jak wykazano wczesniej (podrozdzial
6.3), okreslona energie. Dlatego rozchodzenie si¢ fal elektromagnetycznych
zwiazane jest z przenoszeniem energii pola, podobnie jak rozchodzeniu sig
fal sprezystych w ciele stalym towarzyszy przenoszenie energii mechaniczne;j.
Dla ptaskiej fali elektromagnetycznej predkos¢ przepltywu energii przez dang
powierzchnie mozna opisaé¢ tzw. wektorem Poyntinga S. Kierunek wektora
Poyntinga jest zgodny z kierunkiem wektora v predkosci fali a jego wartosé
liczbowa jest rowna mocy fali, przenoszonej przez jednostkows powierzchnie,
prostopadla do wektora v (rys. 7.6). Zatem:

AE,
= 7.53
ASpAt |’ ( )
W
Sl=— 7.54
81= . (754)
gdzie AE, — energia fali, przechodzaca w czasie At przez powierzchnie

ASy. 7 definicji gestosci objeto$ciowej w energii pola elektromagnetycznego
wynika, ze:

S = w. (7.55)

Poniewaz gestos¢ energii w mozna wyrazié¢ jako:

1
w = §(€€0E2 + ppoH?), (7.56)
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to, biorac pod uwage, ze dla fali elektromagnetycznej zachodzi zwiazek
E

B=— 7.57
: (757)
(por. wzér (7.39)), otrzymujemy:
1 1 1 EFH
= ZeegE? = —eegE - vB = —eeE - H=—"= ,
We 2550 2550 v 2550 VLo 5y (7.58)
1 1 B EH
= —upoH? = Zppy - — - H=—"-—. 7.59
Wm = S /Ho gm0 5 (7.59)

W przypadku fali elektromagnetycznej gestoéé¢ energii pola elektrycznego

i pola magnetycznego jest wiec jednakowa, a jej caltkowita gestosé energii
Wynosi:

w=—.
v

(7.60)

Wektor Poyntinga S rozpatrywanej fali elektromagnetycznej mozna wigc
wyrazié wzorem:

S =FEHv, (7.61)
albo, biorac pod uwage kierunki wektoréw E, H i v, wzorem:

S—BxH] 7.6)
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