Rozdziat 4

Magnetostatyka

4.1 Pole magnetyczne. Sita Lorentza. Wektor in-
dukcji magnetycznej

Przez magnetostatyke rozumiemy te cze$¢ nauki o magnetyzmie, ktéra do-
tyczy stalych, niezaleznych od czasu pdl magnetycznych. W tym rozdziale
bedziemy rozpatrywaé wylacznie pola magnetyczne w prézni. Zrédlem pola
magnetycznego sa m.in. trwale magnesy oraz przewodniki z pradem. Kazdy
magnes posiada dwa bieguny; bieguny jednoimienne magneséw odpycha-
ja sie, a bieguny réznoimienne — przyciagaja sie. Magnes trwaly mozna
uwazaé za odpowiednik dipola elektrycznego. W szczegdlnosci na magnes
umieszczony w polu magnetycznym dziata zwykle okreslony moment sity.
Magnes zawieszony swobodnie ustawia si¢ w plaszczyznie poludnika geo-
graficznego, zjawisko to ttumaczy sie istnieniem pola magnetycznego Ziemi.
Biegun magnesu zwrécony na pélnoc nazywamy péinocnym (V) a zwrécony
na potudnie — potudniowym (.5).

W 1785 r. Ch. Coulomb wykazal do$wiadczalnie, ze sila oddziatywania
biegunéw dlugich magneséw jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu od-
legtodci miedzy nimi, podobnie jak w przypadku oddziatlywania tadunkdw
elektrycznych. Wykorzystujac te analogie mozna zdefiniowaé pojecie ,tadun-
ku magnetycznego” i natezenia pola magnetycznego w identyczny sposob,
jak w elektrostatyce. Analogia miedzy zjawiskami magnetycznymi i elek-
trycznymi jest jednak niepelna — biegunéw magnesu nie mozna rozdzielic.
Nalezy zauwazy¢, ze teoretycznie mozliwe jest istnienie czastek posiadaja-
cych tadunek magnetyczny okreslonego znaku (,,p6tnocny” lub ,potudnio-
wy”), zwanych monopolami magnetycznymi. Zagadnienie to analizowal teo-
retycznie fizyk angielski P.A.M. Dirac w 1931 r., wyprowadzajac m.in. wzor
okredlajacy tadunek magnetyczny monopoli. Tym niemniej, jak dotad nie ma
zadnego do$wiadczalnego dowodu na istnienie monopoli magnetycznych.

Przy definiowaniu wektora pola magnetycznego bardziej naturalne wy-
daje sie wykorzystanie zjawiska oddzialtywania pola magnetycznego na poru-
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Rysunek 4.1:

szajace sie tadunki elektryczne. Zjawisko to zostalo odkryte pod koniec XIX
w. Sita F' dzialajaca na czastke w polu magnetycznym trwatego magnesu
jest prostopadta do wektora v predkosci czastki i zalezy od jego kierunku
wzgledem biegunéw magnesu (rys. 4.1). Mozna znaleZé taki kierunek wekto-
ra predkodci czastki (na rysunku od jednego bieguna magnesu do drugiego),
ze na poruszajacy sie tadunek nie dziala zadna sita. Kierunek ten uwaza-
ny za kierunek pola magnetycznego, przy czym sita dzialajaca na czastke
jest do niego prostopadta. Warto$¢ sity przy ustalonym kierunku predkosci
czastki jest wprost proporcjonalna do jej ladunku ¢ (przy zmianie znaku
tadunku sila zmienia kierunek na przeciwny), do predkosci czastki v oraz do
sinusa kata a miedzy kierunkiem pola magnetycznego a kierunkiem wektora
predkosci. Site dzialajaca na poruszajacy si¢ ladunek mozna wiec wyrazié
wzorem:

F = quBsina (4.1)

albo w wektorowej postaci:

|F=q(vxB)| (4.2)

Powyzsze wzory stanowia w istocie definicje wektora indukcji magnetycznej

B. Ostatnie réwnanie pozwala okreéli¢ zwrot wektora B. Zgodnie z doswiad-

czeniem, jest on skierowany od bieguna N do bieguna S magnesu. Jednostka

indukeji magnetycznej nazywamy tesla (T):
N N  V-s

{B]:T:C-%:A-m m?

(4.3)
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Rysunek 4.2:

Rysunek 4.3:

Jezeli natadowana czastka porusza sie w obszarze, gdzie istnieje zaréwno
pole elektryczne jak i pole magnetyczne, to dziata na nig wypadkowa sila:

F =q¢(E+v x B), (4.4)

zwana silg Lorentza.

Po okresleniu wektora indukcji magnetycznej mozna wprowadzi¢ inne
wielkosci, charakteryzujace pole magnetyczne. Przez linie sit pola magne-
tycznego rozumiemy linie, ktére w kazdym punkcie przestrzeni maja kieru-
nek styczny do wektora indukeji magnetycznej i zgodny z nim zwrot (rys.
4.2). Przebieg linii sil pola magnesu sztabkowego pokazuje schematycznie
rysunek 4.3. Wida¢ analogie z przebiegiem linii sit dipola elektrycznego.
Strumien indukeji pola magnetycznego przez niewielka powierzchnie (rys.
4.4) okresla wzor:

Adp =B-AS. (4.5)
Jednostka strumienia indukcji magnetycznej jest weber (Wb):
N-m

[@B]ZszT-m2=T=v-s. (4.6)
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Rysunek 4.4:

Rysunek 4.5:

Strumien indukeji pola magnetycznego przez dowolna powierzchnie S (rys.
4.5) jest réwny:

<I>B:/SB~dS . (4.7)

Linie sit statego pola magnetycznego sa zawsze liniami zamknietymi. W
przypadku pola wytworzonego przez trwale magnesy wynika to z faktu, ze
w przyrodzie nie wystepuja monopole magnetyczne. Jak bedzie pdzniej wi-
doczne, réwniez linie sil pola magnetycznego, wywolanego przez przeplyw
pradu stalego, zawsze zamykajg sie. Zatem strumien indukcji pola magne-
tycznego przez dowolna zamknieta powierzchnie jest réwny zeru:

]{B.dszo. (4.8)
S

Jest to odpowiednik prawa Gaussa dla pola elektrycznego. Korzystajac z
twierdzenia Gaussa ostatni wzér mozna zapisa¢ w postaci rézniczkowe;j:

[V-B=0]. (4.9)

Dywergencja statego pola magnetycznego jest wiec w kazdym punkcie prze-
strzeni réwna zeru.
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4.2 Ruch natadowanych czastek w polu magne-
tycznym

Zjawiska ruchu natadowanych czastek w polu magnetycznym wykorzystuje
sie¢ w wielu przyrzadach i urzadzeniach jak oscyloskop, mikroskop elektro-
nowy, spektrometr masowy i akceleratory czastek. Ponizej oméwimy zasade
dziatania niektérych z tych urzadzen.

Rozpatrzymy najpierw ruch czastki o tadunku ¢ w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B. Zbadamy jedynie szczegdlny przypadek, gdy
czastka porusza si¢ prostopadle do linii sit pola (rys. 4.6). Sila F' dzialajaca
na czastke jest wéwczas skierowana prostopadle do wektora predkosci czastki
v i1 do wektora B i ma liczbowa wartosc¢:

F = quB. (4.10)

Poniewaz sita dzialajaca na czastke w polu magnetycznym jest zawsze pro-

stopadta do predkosci a wiec i do toru czastki, sita ta nie wykonuje zadnej

pracy. Zatem energia kinetyczna i bezwzgledna warto$é¢ predkosci czastki w

polu magnetycznym pozostaja state. Sita F pelni wiec role sity dosrodkowe;j

a jej warto$¢ bezwzgledna nie zmienia sie. Wynika stad, ze w rozpatrywanym

przypadku czastka bedzie poruszac sie po okregu o okreslonym promieniu 7.
Sita dosrodkowa ma wartosé liczbows;:

=" (4.11)

gdzie m jest masa czastki. Poréwnujac obie sity, F' = Fj, otrzymujemy wzor:

quB = , (4.12)

Rysunek 4.6:
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z ktérego mozna obliczy¢ promien krzywizny toru czastki:

muv
=—. 4.1
r=1 (4.13)

Okres T obiegu czastki po okregu okresla wzor:

2
T="2"" (4.14)
v

z ktoérego, po uwzglednieniu poprzedniego wzoru, otrzymuje sie:

_ 2mm

T="5 (4.15)

Jak widaé, okres obiegu czastki w polu magnetycznym nie zalezy od promie-
nia orbity ani od predkosci. Ostatnie stwierdzenie jest stuszne dla predkosci
czastki znacznie mniejszej od predkosci swiatta. W przeciwnym przypadku,
przy predkosci czastki porownywalnej z predkoscia $wiatla, relatywistyczny
wzrost masy czastki powoduje wydluzenie okresu jej obiegu ze wzrostem
predkosci.

Spektrometry (spektrografy) masowe sa przyrzadami shuzacymi do roz-
dzielania wiazek czastek (zwykle jonéw) wedlug wartosci stosunku masy do

Tq, m

—>
v

klisza fot.

Rysunek 4.7:
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tadunku. Sa one stosowane m.in. do precyzyjnego pomiaru mas jonéow i do
analizy sktadu chemicznego réznych substancji. Schemat spektrometru ma-
sowego Bainbridge’a pokazuje rysunek 4.7.

Wiazka jonéw, przechodzaca przez kolimatory K i Ko wpada w obszar,
w ktérym jest wytworzone pole elektryczne o natezeniu E oraz prostopa-
dle do niego pole magnetyczne o indukeji B’. Po przejéciu przez kolimator
K5 wigzka jonow wpada w obszar pola magnetycznego o indukcji B. Skrzy-
zowane pola E i B’ w pierwszym obszarze stuza jako selektor predkodci
jonow. Poniewaz sity oddzialywania pola elektrycznego i magnetycznego w
tym obszarze wynosza odpowiednio:

F = qE, (4.16)

F' = qB, (4.17)
przez kolimator K3 przejda tylko jony, dla ktérych F = F’, czyli:

qF = quB/, (4.18)

tj. jony o predkosci:

E

- (4.19)

[

W drugim obszarze jony poruszaja sie po tukach okregdéw o promieniu krzy-

wizny proporcjonalnym do wartosci m/q (por. wzér (4.13)). W przypadku,
gdy wiazka jonéw skltada sie z kilku ich rodzajéw o réznych wartosciach sto-
sunku m/q, na kliszy fotograficznej powstanie szereg réwnoleglych prazkéw,
odpowiadajacych poszczegdlnym jonom (tzw. ,widmo mas”).

Rysunek 4.8:
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Akceleratory czastek natladowanych sa stosowane w fizyce jadrowej do
nadawania tym czastkom wysokich energii kinetycznych, rzedu milionéw lub
miliardéw elektronowoltéw. Tak duze energie sa niezbedne do wywotania
szeregu reakcji jadrowych. Przykladem takiego akceleratora jest cyklotron,
zbudowany po raz pierwszy przez E. Lawrence’a w 1930 r (rys. 4.8).

Zasadnicza czes¢ cyklotronu stanowia dwa duanty o ksztalcie polowek
niskiej, cienkoSciennej puszki, umieszczone miedzy biegunami silnego elek-
tromagnesu, ktéry wytwarza pole magnetyczne o indukcji B. Do duantéw
przylozone jest zmienne napiecie, wytwarzajace w szczelinie miedzy nimi
zmienne pole elektryczne. Dodatni jon, znajdujacy sie poczatkowo w punkcie
C' jest przyspieszany przez pole elektryczne a nastepnie zakredla wewnatrz
duantu pélokrag o promieniu r danym wzorem (4.13). W wyniku powta-
rzania tego procesu jon uzyskuje znaczna energie kinetyczna (w przypadku
protonéw — rzedu MeV). Warunkiem przyspieszania jonéw jest réwnosé
okresu Tp zmian pola elektrycznego i okresu 7' obiegu jonu, okreslonego
wzorem (4.15). Warto$¢ maksymalnej energii czastek, uzyskiwanej w cyklo-
tronie, ogranicza gltéwnie efekt wzrostu masy czastek z ich predkoécia, co
narusza warunek synchronizmu obiegu, Ty = T. Akceleratory w ktérych
wyeliminowano ten efekt przez odpowiednia zmiang okresu napiecia zasila-
jacego i indukcji pola magnetycznego podczas przyspieszania czastek nosza
nazwe synchrofazotronéw.

Oddzialywanie pola magnetycznego na naladowane, poruszajace sie cza-
stki wykorzystuje sie w wielu doswiadczeniach z zakresu fizyki ciala statego,
fizyki atomowej i fizyki jadrowej. Oméwimy ponizej tzw. zjawisko Halla,
obserwowane we wszystkich przewodnikach i pétprzewodnikach. W 1879 r.
fizyk amerykanski E. Hall stwierdzil, ze przy przeptywie pradu o natezeniu
I przez prostopadloscienna plytke, umieszczona w polu magnetycznym o
indukcji B, prostopadtym do kierunku przeptywu pradu, miedzy punktami
A i B plytki powstaje réznica potencjaléw Uy = p4 — pp (rys. 4.9).

Zjawisko Halla mozna wyjasni¢ nastepujaco. Na nosnik tadunku ¢, po-
ruszajacy sie w polu magnetycznym, dziata sita:

F' = qu4B, (4.20)

gdzie vg — predko$é¢ dryfu noénika. Pod dziataniem tej sity nosniki tadun-
ku sa odpychane w kierunku lewej $cianki ptytki, niezaleznie od ich znaku
(na rysunku przyjeto, ze nosnikami tadunku sa elektrony). W poblizu le-
wej $cianki powstaje wiec nadmiar tadunkéw ¢, a w poblizu prawej $cianki
niedomiar tych tadunkéw. Wskutek tego w plytce wytwarza sie poprzeczne
pole elektryczne o natezeniu FE, skierowane z prawa na lewo, gdy tadunki
q sa ujemne (jak na rysunku), a z lewa na prawo, gdy sa one dodatnie. Si-
ta F', jaka na tadunek q dziala poprzeczne pole elektryczne, jest skierowana
przeciwnie do sity F’ oddzialywania pola magnetycznego. Po pewnym czasie
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Rysunek 4.9:
obie sity zréwnowaza si¢ wzajemnie:
F=F. (4.21)
Poniewaz sita dzialajaca na tadunek w polu elektrycznym:
F = qE, (4.22)
uwzgledniajac wzor (4.20) otrzymujemy:
qE = qu4B, (4.23)
E =vy4B. (4.24)

Gdy rozpatrywana plytka jest dostatecznie dluga, poprzeczne pole elek-
tryczne wewnatrz niej mozna uwazaé¢ za jednorodne. Bezwzgledna wartosé
roznicy potencjalow miedzy punktami A i B wynosi wtedy:

Uy = Ea = v4Ba, (4.25)

gdzie a — szerokosé plytki (por. rys. 4.9). Natezenie I pradu, plynacego w
plytce, wyraza si¢ wzorem:

I =jS = gqngvgab, (4.26)
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gdzie ng — koncentracja noénikéow tadunku, S = ab — powierzchnia prze-
kroju poprzecznego plytki (b — grubosé plytki, mierzona w kierunku pro-
stopadlym do plaszczyzny rysunku). Zgodnie z tym wzorem:

1
= —. 4.27
V4a = (4.27)
Podstawiajac to wyrazenie do wzoru (4.25) otrzymujemy:
1 IB
Ugpg=— —. 4.28
H= e (4.28)

7 ostatniego wzoru wynika, ze napiecie Halla Uy jest wprost proporcjonalne
do natezenia pradu I oraz indukcji pola magnetycznego B a odwrotnie pro-
prcjonalne do grubosci ptytki b, co potwierdzaja doswiadczenia. Wielko$é:

1

Ry=— (4.29)
qango

nazywa sie stalg Halla i moze by¢ wyznaczona na podstawie pomiaru na-
piecia Halla. Wz6r (4.28) mozna wiec zapisaé jako:

Ung = RH% . (4.30)

Nalezy zwrécié uwage, ze znak napiecia Halla zalezy, dla ustalonego kie-
runku przeptywu pradu i kierunku pola magnetycznego, od znaku ¢ nosni-
kéw pradu. Przyjmuje sie, ze gdy ¢ 2 0, to Rg 2 0 oraz Ug 2 0. Dwa
ostatnie réwnania spelniaja te konwencje znakéw. Na podstawie zjawiska
Halla mozna wiec okresli¢ znak tadunku nosnikéw pradu oraz, zgodnie z
przedostatnim réwnaniem, ich koncentracje:

_ 1
qRy

Poniewaz przewodnictwo elektryczne wiekszosci metali jest zwiazane z
obecnoscig w nich swobodnych elektronéw, stata Ry powinna byé¢ dla nich
ujemna (¢ = —e). Tak tez jest w istocie, przy czym w przypadku metali alka-
licznych (Li, Na, K,...) koncentracja elektronéw przewodzenia jest réwna w
przyblizeniu gestosci atoméw w danym metalu (kazdy atom metalu oddaje
jeden swobodny elektron). Jednakze istnieja metale (np. Zn, Ca, Pb, Fe) dla
ktérych stata Ry ma warto$é¢ dodatnia. W wymienionych metalach nognika-
mi pradu sa tzw. dziury, posiadajace tadunek dodatni. W pétprzewodnikach,
w ogblnym przypadku, prad elektryczny przenoszg zaréwno elektrony jak i
dziury. Na podstawie znaku statej Halla mozna stwierdzi¢, ktéra z tych skta-
dowych pradu ma dominujace znaczenie. Jezeli przewodnictwo elektryczne
ciala stalego jest zwiazane z ruchem nosnikéw tadunku okreslonego rodzaju,
to mierzac jego przewodnictwo elektryczne i statg Halla mozna wyznaczy¢
koncentracje ng i ruchliwo$é p noénikéw, a stad ich éredni czas relaksacji i
srednia droga swobodna (por. podrozdzial 3.4).

no (4.31)
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4.3 Sita dzialajgca na przewodnik z pradem w po-
lu magnetycznym

Jak stwierdzono poprzednio, na elektryczny tadunek, poruszajacy sie w polu
magnetycznym, dziala sita. Poniewaz przeplyw pradu przez przewodnik po-
lega na ruchu w nim tadunkéw, na przewodnik z pradem umieszczony w polu
magnetycznym powinna réwniez dziataé sita. Zjawisko to odkryli istotnie H.
Oersted i A.M. Ampere. Jest ono wykorzystywane w wielu urzadzeniach
technicznych, m.in. w silnikach elektrycznych i elektrycznych przyrzadach
pomiarowych.

Obliczymy teraz wielkos¢ sity, dziatajacej na odcinek przewodnika o dtu-
gosci Al, przez ktéry ptynie prad o natezeniu I, umieszczony w polu magne-
tycznym o indukcji B (rys. 4.10). Oznaczajac przez Aq sumaryczny tadu-
nek no$nikéw w wyodrebnionej czesci przewodnika, przez vy — ich predkosé
dryfu a przez Al — odcinek przewodnika skierowany zgodnie z kierunkiem
przeplywu pradu, site AF dzialajaca na ten odcinek mozna wyrazi¢ wzo-
rem:

AF = Aq(vg x B). (4.32)
Ale, z definicji natezenia pradu:

Aq = IAt, (4.33)
gdzie At jest czasem przejécia przez nosniki tadunku odlegtoéci Al. Zatem:

AF = [At(vg x B) =1 [(vqAt) x B]. (4.34)

Biorac pod uwage, ze vgAt = Al, otrzymujemy stad wzor:

|AF = I(ALx B)|. (4.35)

Rysunek 4.10:



114 Magnetostatyka

Rysunek 4.11:

Rysunek 4.12:

W przypadku przewodnika w ksztalcie dowolnej krzywej C' (rys. 4.11), w
celu obliczenia dzialajacej na niego wypadkowej sily F' nalezy wykonaé cal-
kowanie po dlugosci przewodnika:

F:—I/Bxdl (4.36)
C

(dla nadania wzorowi ,ladniejszego” wygladu zamieniono kolejno$é czynni-
kéw w iloczynie wektorowym).

Zmajdziemy obecnie wartos¢ momentu sity M, obracajacego prostokatna
ramke o bokach a i b, przez ktéra ptynie prad I, umieszczona w polu o in-
dukeji B (rys. 4.12). Jak widaé¢ z rysunku, wypadkowy moment sity dazy do
ustawienia ramki w kierunku prostopadtym do linii sil pola magnetycznego.
Moment sity M mozna wyrazi¢ wzorem:

M_;xF—i—(—;)x(—F)_axF. (4.37)
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Poniewaz sita F', dzialajaca na bok b ramki, jest réwna:

F=1(bx B), (4.38)
wiec

M=ax[I(bxB)]=Ilax(bxB)]=1I[(axb)x B]. (4.39)

Wprowadzajac wektor S o bezwzglednej wartosci réwnej polu powierzchni
ramki (rys. 4.12):

S=axb, (4.40)
ostatni wzor mozna zapisaé jako:
M =1I(SxB)=(IS) x B. (4.41)

Ma on postaé¢ podobng do wzoru okreslajacego moment sity, dzialajacy na
dipol elektryczny w elektrycznym polu (por. podrozdziat 1.11). Mozna uwa-
za¢ wiec, ze ramka z pradem posiada magnetyczny moment dipolowy:

12

0 wymiarze
[Pm] = A - m?. (4.43)

Wzér (4.41) mozna teraz napisaé jako:

M =p,, x B|, (4.44)

w pelnej analogii ze wzorem okre$lajacym moment sity dziatajacy na dipol
elektryczny. W podobny sposéb, jak w przypadku dipola elektrycznego moz-
na wykazac, ze energia potencjalna magnetycznego dipola, znajdujacego sie
w polu magnetycznym, wynosi:

E,=—p,, - B|. (4.45)

a9

Rysunek 4.13:
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Mozna udowodnié, ze wzor (4.42), definiujacy moment magnetyczny obwodu
z pradem, jest stuszny dla plaskiego obwodu o dowolnym ksztalcie (rys.
4.13) a nie tylko dla prostokatnej ramki. Nalezy zauwazy¢, ze zwrot wektora
momentu magnetycznego p,, okresla reguta Sruby prawoskretne;j.

4.4 Prawo Biota-Savarta-Laplace’a

Na przewodnik z pradem, umieszczony w polu magnetycznym, dziata okre-
Slona sita. Zgodnie z 111 zasada dynamiki Newtona, identyczna co do wartosci
sita powinna dzialaé¢ ze strony przewodnika na magnes wytwarzajacy pole.
Przewodnik, przez ktory plynie prad, jest wiec Zzrédltem pola magnetyczne-
go. Magnetyczne dziatanie pradu odkryt w 1820 r. H. Oersted. Stwierdzil
on, ze iglta magnetyczna, umieszczona w poblizu przewodnika, wychyla sie
gdy przez przewodnik plynie prad. Bylo to pierwsze doswiadczenie, wyka-
zujace zwiazek miedzy zjawiskami elektrycznymi i magnetycznymi, ktore
zapoczatkowalo badania zjawisk elektromagnetycznych. W przypadku pola
magnetycznego prostoliniowego przewodnika linie sit pola magnetycznego sa,
jak tatwo stwierdzi¢ doswiadczalnie, koncentrycznymi okregami a ich zwrot
okresla regula Sruby prawoskretnej (rys. 4.14).

Uczeni francuscy, J. Biot i F. Savart probowali znalezé ogdlny wzér, za
pomoca ktérego mozna obliczy¢ indukcje pola magnetycznego, pochodzaca
od przewodnika z pradem o dowolnym ksztalcie. Stwierdzili oni, ze indukcja
pola magnetycznego jest wprost proporcjonalna do natezenia pradu ptyna-
cego w przewodniku i podali takie wzory dla kilku przypadkéw, m.in. dla
przewodnika prostoliniowego i dla przewodnika w ksztalcie zwoju. Jednak
ogblne rozwigzanie tego zagadnienia podal dopiero inny francuski uczony,
P. Laplace. Laplace przyjal, ze indukcja B w danym punkcie, wytworzona

&

Rysunek 4.14:
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przez przewodnik z pradem, stanowi sume wektorowsg indukcji AB;, pocho-
dzacych od matych odcinkéw Al; tego przewodnika. Tym samym Laplace
zakladal, ze przy nakladaniu sie pél magnetycznych obowigzuje zasada su-
perpozycji pol, analogicznie jak w przypadku pdl elektrycznych.

Otrzymany przez Laplace’a wzér nazywamy obecnie prawem Biota-Sava-
rta-Laplace’a. Przytoczymy obecnie proste rozumowanie, pozwalajace otrzy-
mac to prawo, oparte na pojeciu ,tadunku magnetycznego”. Zgodnie z omé-
wionymi w podrozdziale 1.2 do$wiadczeniami Coulomba, wzory okreslajace
indukcje pola magnetycznego pojedynczego tadunku punktowego g, i site,
dziatajaca na ten tadunek w polu magnetycznym, powinny mie¢ analogiczna
postaé jak w elektrostatyce:

MOQm?
= 4.46
4mr2 (4.46)
F=q,B. (4.47)

Wystepujacy w pierwszym wzorze wspolczynnik g nazywa sie przenikalno-
scig magnetyczng prézni i stanowi odpowiednik przenikalnosci elektrycznej
prézni g w elektrostatyce. Na podstawie podanych wzoréw mozna stwier-
dzié, ze jego wymiarem jest:

N T-m V-s

[MO]:E_T:A-ID' (4.48)

Jak bedzie pokazane dalej w tym podrozdziale, wartos¢ liczbowa przenikal-
nosci magnetycznej prézni wynosi:

T.
fig = 4 - 10—7Tm. (4.49)

Zalozymy teraz, ze odcinek Al przewodnika z pradem o natezeniu [
znajduje si¢ w polu magnetycznym o indukcji B’ (rys. 4.15). Zgodnie z
wzorem (4.35), podanym w poprzednim podrozdziale, sita AF’ dzialajaca
na ten odcinek wynosi:

AF' =I(Al x B)). (4.50)

Mozna przyjaé, ze pole magnetyczne B’ zostalo wytworzone przez punkto-
wy tadunek magnetyczny g, ktérego polozenie wzgledem odcinka okresla
wektor /. Zatem:

~/
HogmT
B = 4.51
471'7“’2 ’ ( 5 )
oraz:
~/ =/
r_ pogm® | pol (AL X 7)
AF =] [Al X ] = (4.52)
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e
9m AF AB

Rysunek 4.15:

Zgodnie z I1I zasada dynamiki Newtona, na tadunek magnetyczny q,, bedzie
dziata¢ sita AF o identycznej wartosci liczbowej i przeciwnym kierunku,
AF = —AF’. Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ wartoéé indukcji AB
pola magnetycznego przewodnika w punkcie P, w ktérym znajduje sie ta-
dunek magnetyczny. Wprowadzajac jeszcze wektor » = —r’, skierowany od
odcinka przewodnika do punktu P, otrzymujemy wzor:

ol [AL x (—7)]

AF = — 4.
Qm 4777"2 ( 53)
ktory na podstawie zaleznosci:
AF
AB=—— (4.54)
dm
daje prawo Biota-Savarta-Laplace’a:
/Lof(Al X ’/I’\)
AB="———"|. 4.55
47 ( )

Jak z niego wynika, wektor indukcji AB jest prostopadly do wektoréw Al
ir ima wartosé liczbowa:

pol Alsin o
4rr2 7

gdzie « jest katem miedzy wektorami Al i r (rysunek 4.15). Indukcje B
pola magnetycznego, wytworzong przez caly przewodnik o ksztalcie krzy-
wej C oblicza sie, sumujac wektory indukcji, pochodzace od poszczegdlnych
elementéw przewodnika:

,LL()I rxdl

AB = (4.56)
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|
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H‘

at}
A

Rysunek 4.16:

W podanym wzorze zamieniono kolejno$¢ czynnikéw w iloczynie wektoro-
wym.

Obliczymy teraz, korzystajac z prawa Biota-Savarta-Laplace’a, indukcje
pola magnetycznego w odleglosci r od nieskonczenie dlugiego, prostoliniowe-
go przewodnika, przez ktoéry plynie prad o natezeniu I (rys. 4.16). Indukcja
pola magnetycznego A B z poszczegdlnych elementéw przewodnika Al ma
w punkcie P ten sam kierunek i zwrot, wobec czego sumuje sie algebraicznie.
Wartosé indukcji AB wynosi:

ol Alsin o
4mr2 7

AB = (4.58)

wobec czego wartos¢ indukcji B pola magnetycznego calego przewodnika
wyraza sie calka:

wol /+°° sin
B=— dl. 4.59
AT J_oo 172 ( )

Mozna jg tatwo obliczy¢, wprowadzajac za nowa zmienng catkowanie kat c.
Zgodnie z rysunkiem 4.16 zachodza zaleznosci:

= (4.60)
sin «
[ = —rctga. (4.61)
Obliczajac rézniczke ostatniego wyrazenia otrzymujemy:
dl = —>—da. (4.62)

sin” «
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I}

Rysunek 4.17:

Zatem:
400 o T ain2 1 /7
/ Sln—Oédl:/ Msina 7‘2 da:f/ sin ado
_ 72 0o 12 sin® av r Jo
1 T2
T (_ —— 4.63
r( cosoz)‘o . ( )

Zgodnie ze wzorem (4.59) indukcja pola magnetycznego prostoliniowego
przewodu wyraza sie wzorem:

_ Mol
2mr |

B (4.64)

Jezeli umie$cimy réwnolegle do siebie dwa prostoliniowe przewodniki z
pradem, wystapia miedzy nimi silty przyciggania lub odpychania, odpowied-
nio w przypadku przeptywu pradéw w zgodnych lub przeciwnych kierunkach
(rys. 4.17). Kazdy z przewodnikéw wytwarza pole magnetyczne, ktére od-
dzialywuje na drugi przewodnik. Obliczymy site F', z jaka jeden przewodnik
dziata na odcinek [ drugiego przewodnika, jezeli odleglo$é¢ przewodnikdéw wy-
nosi r a natezenia pradow sa réwne [ i Iy. Pierwszy przewodnik wytwarza
pole magnetyczne o indukcji:

pol
By = . 4.65
! 27r ( )
Na odcinek [ drugiego przewodnika dziata sita:
F = LBy, (4.66)
czyli, uwzgledniajac poprzedni wzor:
pol11sl
F= . 4.67
27r ( )
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Rysunek 4.18:

Obliczymy wartos¢ tej sity, jezeli 1 = Ib =1A, r=1=1m:

A7 107" N 1A 1A -1
F= 2 29107 (4.68)
T 1m

W uktadzie jednostek MKSA wzajemne oddzialywanie przewodnikow z
pradem wykorzystuje sie do zdefiniowania jednostki natezenia pradu — am-
pera. Uproszczong definicje mozna sformutowaé nastepujaco: amper jest na-
tezeniem pradu, ktéry ptynac w dwoéch réwnoleglych nieskonczenie dtugich
przewodach, umieszczonych w prézni w odleglosci 1 m, wywotuje miedzy
tymi przewodami site 2- 1077 N na metr dlugoéci przewodnika.

W podrozdziale 4.3 wykazano, ze moment sily, dzialajacy na ptaski ob-
wod z pradem w polu magnetycznym okresla wzér podobny do wzoru przed-
stawiajacego moment sity, obracajacy dipol elektryczny. Obwod z pradem
ma wiec okreslony moment magnetyczny, bedacy odpowiednikiem momentu
elektrycznego dipola. Korzystajac z prawa Biota-Savarta-Laplace’a mozna
wykazaé, ze pole magnetyczne w duzych odlegtoéciach od ptaskiego obwodu
z pradem wyraza sie wzorem, analogicznym do wzoru dla pola elektrycznego
dipola. Mozna wiec istotnie pole obwodu z pradem uwazaé za pole dipola
magnetycznego. Przebieg linii sil kotowego przewodnika, w ptaszczyznie pro-
stopadtej do niego, pokazuje schematycznie rysunek 4.18.

4.5 Prawo Ampere’a

Obliczenie indukcji pola magnetycznego przewodnika z pradem na podstawie
prawa Biota-Savarta-Laplace’a wymaga catkowania po elementach dlugo-
sci przewodnika. W przypadku, gdy pole magnetyczne przewodnika cechuje
wysoki stopien symetrii, indukcje pola mozna niekiedy obliczy¢ w inny spo-
s6b, korzystajac z tzw. prawa Ampere’a. Jezeli uwazaé prawo Biota-Savarta-
Laplace’a za odpowiednik prawa Coulomba w elektrostatyce, to odpowied-
nikiem prawa Ampere’a jest w elektrostatyce prawo Gaussa.



122 Magnetostatyka

Rysunek 4.19:

Zatézmy teraz, ze pole magnetyczne jest wytwarzane przez nieskoncze-
nie dlugi prostoliniowy przewodnik, przez ktéry plynie prad o natezeniu I.
Bedziemy obliczaé¢ cyrkulacje wektora indukcji magnetycznej B po dowolnej
krzywej C, obejmujacej ten przewodnik:

f B-dl. (4.69)
C

Bedziemy zaktadaé ze kierunek obiegu krzywej C odpowiada kierunkowi
obrotu sruby prawoskretnej, ktéra przesuwa sie zgodnie z kierunkiem prze-
ptywu pradu w przewodniku.

Wykazemy najpierw, ze cyrkulacja (4.69) po dowolnej krzywej C' jest
rowna cyrkulacji po krzywej C”’, bedacej rzutem krzywej C' na plaszczyzne
prostopadla do przewodnika (rys. 4.19). Element dlugo$ci Al krzywej C
mozna przedstawié jako sume geometryczng jego sktadowej Al’, lezacej w
plaszczyznie prostopadlej do przewodnika, oraz skladowej Al”, réwnoleglej
do przewodnika:

Al = Al + Al". (4.70)

Wektor indukcji AB (nie pokazany na rysunku) lezy w plaszczyZnie pro-
stopadlej do przewodnika. Wobec tego:

B-Al=B (Al + Al")=B-Al'. (4.71)

Poniewaz odlegtosci punktéw A i D od przewodnika sa jednakowe, indukcja
pola magnetycznego B ma w obu punktach te samg wartos¢ i kierunek. Wy-
nika stad réwnosé cyrkulacji indukeji pola magnetycznego po obu krzywych:

f B.dl=4 B-al'. (4.72)
C C’
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Rysunek 4.20:

Mozemy wiec dalej bez ograniczenia ogdlnosci wynikow zaktadaé, ze krzywa,
po ktérej obliczamy cyrkulacje indukcji magnetycznej, lezy w plaszczyznie
prostopadlej do przewodnika.

Z rysunku 4.20 widaé, ze catka po matym odcinku krzywej C, polozonej
w plaszczyznie prostopadtej do przewodnika, wyraza sie wzorem:

B-Al=B-Al, = BAl,, (4.73)

gdzie Al jest sktadowa elementu dtugoséci Al, prostopadia w punkcie A do
promienia r. Poniewaz warto$¢ indukcji pola magnetycznego w tym punkcie

Wynosi:
pol
B = Py (4.74)
wiec:
B-Al= ‘;LJ Al (4.75)
0 r

Ostatni czynnik w powyzszym wzorze jest rowny katowi Ac«, okreslajacego
dlugosé elementu Al (por. rys. 4.20):

A
A = 2L (4.76)
T
Otrzymujemy zatem wzor:
1
B Al =" Aq (4.77)

2 '
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Wynika z niego, ze cyrkulacja wektora indukcji B po krzywej C wyraza si¢
wzorem:

fﬂdl Kol / da “OI (4.78)
C

czyli:

]{ B-dl = pol|. (4.79)
C

Jest to, napisane dla przypadku pojedynczego przewodnika, prawo Ampeé-
re’a. Mozna udowodnié¢, ze w przypadku, gdy zamknieta krzywa C nie obej-
muje przewodnika z pradem, to cyrkulacja wektora indukcji B po tej krzywej
jest réwna zeru:

f B.-dl—o. (4.80)
C

Korzystajac z zasady superpozycji pol magnetycznych, prawo Ampere’a
mozna uogolni¢ na przypadek pola magnetycznego, wytworzonego przez do-
wolna liczbe prostoliniowych przewodnikéw z pradem. We wzorze (4.79) I
oznacza wtedy algebraiczna sume natezen pradoéw wszystkich przewodnikéw,
ktére otacza krzywa C:

I=>"1. (4.81)

Jezeli prad o natezeniu I; ptynie w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu
sruby prawoskretnej, obracajacej sie zgodnie z kierunkiem obiegu krzywej
C, natezenie pradu I; uwazamy za dodatnie, w przeciwnym przypadku —
za ujemne. Mozna udowodnié, ze powyzsze sformutowanie prawa Ampere’a
pozostaje stuszne w przypadku gdy pole magnetyczne jest wytwarzane przez
uklad przewodnikéw o dowolnym ksztalcie (niekoniecznie prostoliniowych).

Zastosujemy teraz prawo Ampere’a w celu obliczenia indukcji pola ma-
gnetycznego dlugiego solenoidu (rys. 4.21). Zalozymy, ze dlugos$¢ solenoidu
wynosi [, liczba jego zwojow N a natezenie plynacego w nim pradu I. Wia-
domo z doswiadczenia, ze wewnatrz solenoidu, z dala od jego koncéw, pole
magnetyczne jest jednorodne i ma kierunek réwnolegly do osi solenoidu.
Prawo Ampeére’a przyjmuje teraz postac:

f B-dl = uoN'I, (4.82)
C

gdzie N’ jest liczbg zwojéw solenoidu obejmowanych przez krzywa C. Cyr-
kulacja pola magnetycznego po krzywej C' jest réwna:

f B-dl = Bl, (4.83)
C
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Rysunek 4.21:

gdzie I’ jest szeroko$cig konturu C. Poréwnujac dwa ostatnie wzory otrzy-
mujemy:

poI N’

B = T (4.84)
Jezeli solenoid jest nawiniety ze stata gestoscia, to:

N N

o0 4.

U 1’ (4.8)
skad wynika wzoér:

IN
p="H = | (4.86)

Przeksztalcimy obecnie prawo Ampere’a do rézniczkowej postaci. Za-
lozymy, ze wewnatrz przewodnika, przez ktéry plynie prad znajduje sie
niezamknigta powierzchnia S, ktérej brzeg stanowi krzywa C' (rys. 4.22).
Calkowite natezenie pradu I, przepltywajacego przez powierzchnie .S, wyra-
za sie caltka powierzchniowa z gestosci pradu j:

= /S j-ds. (4.87)

Nalezy zauwazy¢, ze wektor AS, prostopadty do niewielkiego elementu po-
wierzchni AS| ma kierunek zgodny z kierunkiem ruchu éruby prawoskretnej,
obracajacej sie w kierunku obiegu krzywej C'. Korzystajac z ostatniego wzo-
ru, prawo Ampere’a mozna obecnie zapisaé jako:

jfB.dzzuo/j.ds. (4.88)
C S
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Rysunek 4.22:

Na podstawie twierdzenia Stokesa (por. podrozdzial 1.10) cyrkulacje wekto-
ra indukcji pola magnetycznego mozna wyrazié¢ przez catke powierzchniows
z rotacji tego wektora:

%Bdl:/(VxB)-dS. (4.89)
C S
7 ostatnich dwoch wzoréw otrzymujemy wiec:
/(VxB)~dS:M0/j‘dS. (4.90)
S S

Poniewaz powyzszy wzér jest stuszny dla dowolnej powierzchni S, otrzymu-
jemy stad wzor:

|V x B = joj

, (4.91)

przedstawiajacy prawo Ampere’a w rézniczkowej postaci. Prawo to, tacznie
z prawem Gaussa,

V.B=0 (4.92)

(podrozdzial 4.1), stanowi kompletny uklad réwnan magnetostatyki.



