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Wstep

Przedmiotem wyktadu jest elektrodynamika klasyczna. Zajmuje sie ona
tadunkami elektrycznymi, pradami elektrycznymi oraz ich oddzialywaniem
za posrednictwem pol elektrycznych i magnetycznych. Elektrodynamika kla-
syczna wyjadnia ogromna liczbe do$wiadczen z zakresu elektrycznosci i ma-
gnetyzmu i stanowi podstawe zastosowan zjawisk elektromagnetycznych w
takich dziedzinach jak elektrotechnika, elektronika czy radiotechnika. Pra-
wa klasycznej elektrodynamiki zostaly sformutowane w ostatecznej postaci
w XIX w., w wyniku prac wielu uczonych, jak m.in. A. Ampere, M. Faraday,
J. C. Maxwell.

Zakres stosowalnosci elektrodynamiki klasycznej jest mimo wszystko og-
raniczony. Przede wszystkim nie uwzglednia ona efektéw kwantowych. Wia-
domo np., ze promieniowanie elektromagnetyczne ma nieciagta strukture —
sktada sie z kwantéw energii zwanych fotonami. Energia pojedynczego fo-
tonu wyraza sie wzorem Ey = hv (h — stala Plancka, v — czestotliwos¢
promieniowania). To skwantowanie energii promieniowania opisuje elektro-
dynamika kwantowa. Elektrodynamika i mechanika klasyczna nie sa tez w
stanie wyjasni¢ wielu elektrycznych i magnetycznych wlasnosci substancji
materialnych. Jest to zrozumiale, poniewaz poprawny opis wiasnosci ato-
moéw i czasteczek daje dopiero mechanika kwantowa. W obecnym wyktadzie
zagadnienia te beda wigc z koniecznosci omawiane w uproszczony sposob.

Elektrodynamika klasyczna jest teorig zgodna ze szczegdlna teorig wzgle-
dnosci — jest teorig relatywistyczna. Historycznie rzecz biorac, transforma-
cje Lorentza wyprowadzono po raz pierwszy na podstawie analizy réwnan
elektrodynamiki Maxwella.

W nauce o elektromagnetyZzmie uzywa sie obecnie kilku réznych ukta-
dow jednostek. Problem wyboru okreslonego ukladu jednostek jest bardzo
istotny, poniewaz zalezy od niego postaé réwnan elektromagnetyzmu. W
obecnym wyktadzie bedzie stosowany tzw. zracjonalizowany uktad MKSA,
bedacy ,,podzbiorem” uktadu SI, oparty na czterech wielkosciach podsta-
wowych (tabela 1). Okreslenie trzech pierwszych jednostek podstawowych
powinno by¢ znane z mechaniki, definicje jednostki natezenia pradu — am-
pera podamy nieco pdzniej.

’ Wielko$¢ podst. ‘ Jedn. podst. ‘ Ozn. j. p. ‘

dhugosé metr m
masa kilogram kg
czas sekunda S

natez. pradu el. | amper A

Tabela 1:






Rozdziat 1

Elektrostatyka

1.1 LEadunek elektryczny. Przewodniki i izolatory.
Prawo zachowania ladunku

Elektrostatyka jest czescia elektrodynamiki, rozpatrujaca zjawiska zwiazane
z oddzialywaniem ladunkéw elektrycznych w stanie spoczynku. W tym roz-
dziale bedziemy rozpatrywaé¢ oddziatywanie tadunkéw elektrycznych w préz-
ni (oddziatywanie tadunkéw w powietrzu i innych gazach jest niemal iden-
tyczne). Od dawna bylo wiadomo, ze przez potarcie niektoérych cial mozna
je naelektryzowa¢ — ,wytworzy¢” na nich tadunek elektryczny. Jezeli dwie
pateczki szklane potarte jedwabiem zblizymy do siebie, beda sie one odpy-
chaé. Tak samo beda sie odpycha¢ dwie pateczki ebonitowe potarte futrem.
Natomiast potarte pateczki — szklana i ebonitowa beda sie przyciagaé. Fak-
ty te tlumaczymy, zakladajac, ze przez potarcie gromadza si¢ na paleczkach
tadunki elektryczne, ktére oddzialywuja na siebie okreslonymi sitami. Z réz-
nych kierunkéw dziatania sit wynika, ze tadunki szkta i ebonitu réznig sie od
siebie. Uméwiono si¢ nazywac tadunki, ktére gromadza si¢ na potartym szkle
dodatnimi a gromadzace si¢ na potartym ebonicie — ujemnymi. Mozna wigc
stwierdzié¢, ze tadunki jednoimienne (jednego znaku) odpychaja si¢ a fadun-
ki réznoimienne (réznych znakéw) przyciagaja sie. Zjawisko elektryzowania
przez potarcie obserwuje sie dla wielu ciat. Poréwnujac tadunek danego ciata
z tadunkiem nagromadzonym na szkle lub ebonicie mozna ustali¢ jego znak.

Przez pocieranie welng preta metalowego, trzymanego w reku, nie moz-
na go naelektryzowa¢. Mozna natomiast naelektryzowac¢ w ten sposéb pret
metalowy, zamocowany na szklanej lub ebonitowej podstawce. Dla wyjasnie-
nia tego zjawiska przyjmujemy, ze metale, ciato ludzkie i ziemia sg dobrymi
przewodnikami tadunku elektrycznego — tadunki moga sie w nich prze-
mieszczaé. Natomiast szklo, ebonit i wiekszo$¢ innych tworzyw sztucznych
sg zlymi przewodnikami tadunku elektrycznego, zwanymi izolatorami lub
dielektrykami.

Zjawisko elektryzowania przez potarcie ttumaczymy zakladajac, ze cia-
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4 Elektrostatyka

to nienaelektryzowane zawiera rowne ilosci tadunku dodatniego i ujemnego.
Podczas pocierania dwéch cial czesé tadunku przechodzi z jednego ciata do
drugiego i oba ciala elektryzuja sie. Cialo mozna naelektryzowaé¢ réwniez
przez polaczenie go przewodnikiem z innym naelektryzowanym ciatem. Jest
tez mozliwe naelektryzowanie ciata przez indukcje. Jezeli do przewodnika
zblizymy naelektryzowane cialo, w przewodniku nastgpi rozdzielenie tadun-
kéw obu znakéw. Przy podzieleniu przewodnika na dwie czeéci obie zostang
natadowane. Po zetknieciu obu czesci przewodnika stanie sie on znéw obo-
jetny. Omowione do$wiadczenia pozwalajg sformutowaé zasade zachowania
tadunku: catkowity tadunek ukladu odosobnionego, tzn. suma algebraiczna
tadunkow dodatnich i ujemnych nie ulega zmianie. Do badania naelektryzo-
wania ciat stuzy prosty przyrzad, zwany elektroskopem.

1.2 Prawo Coulomba. Jednostka tladunku. Gestosé
tadunku

Na podstawie prostych do$wiadczen mozna stwierdzié¢, ze sita oddzialywa-
nia dwoch tadunkéw roénie ze wzrostem ich wielkoéci i ze zmniejszaniem sie
odlegtosci miedzy nimi. Prawo oddziatywania tadunkéw punktowych usta-
lit w 1785 r. Ch. Coulomb za pomoca wagi skrecen (rys. 1.1a). W czasach
Coulomba nie znano jeszcze zadnej metody pomiaru tadunku elektrycznego.
Coulomb w swoim doswiadczeniu wykorzystal nastepujacy fakt: jezeli na-
tadowana przewodzaca kulke zetkniemy z identyczna, nienatadowana kulka,
to tadunek kazdej z nich stanie sie potowa tadunku wyjsciowego. Ladunek
kulki mozna w ten sposéb zmniejszy¢ 2-krotnie, 4-krotnie itd. Okreslone
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Rysunek 1.1:



Prawo Coulomba. Jednostka tadunku. Gestosé tadunku 5

przez Coulomba prawo oddziatywania tadunkéw elektrycznych jest analo-
giczne do prawa grawitacji Newtona. Dwa {adunki punktowe oddzialywujg
na siebie sitg wprost proporcjonalng do iloczynu ich wielkosci a odwrotnie
proporcjonalng do kwadratu odleglosci miedzy nimi. Kierunek dzialania sity
lezy na prostej taczacej tadunki przy czym sity dzialajace na kazdy z tadun-
kéw maja jednakows warto$é bezwzgledna i przeciwne zwroty, zgodnie z I11
zasada dynamiki Newtona (rys. 1.1b).
Prawo Coulomba mozna wyrazi¢ wzorem:

Q
F= k% (1.1)

gdzie k jest stala proporcjonalnosci. Wprowadzajac wektor jednostkowy 7 =
r/r dla wskazania kierunku sity, prawo Coulomba mozna zapisa¢ w postaci
(por. rys. 1.1b):

F = k@?. (1.2)

Prawo Coulomba umozliwia zdefiniowanie jednostki tadunku elektrycz-
nego. W uktadzie MKSA jednostke tadunku wyprowadza sie jednak z jed-
nostki natezenia pradu. Przez prad elektryczny rozumiemy przepltyw tadun-
ku elektrycznego przez przewodnik. Natezenie pradu elektrycznego I jest
to stosunek tadunku elektrycznego Aq przeplywajacego przez przekrdj po-
przeczny przewodnika, do czasu jego przeplywu At,

Aq

I=—. 1.3

Ar (1.3)
Sciglejsze okredlenie natezenia pradu ma postacé:

Ag dg
I = 1. _——, 1.4
ASOAE T dt (14)
Otrzymujemy stad:
dg = Idt, (1.5)

t
q:/ 1ar. (1.6)
0

Jednostka natezenia pradu jest amper: [I] = A a jednostke ladunku elek-
trycznego nazywamy kulombem (C): [¢q] = C = A-s. Jeden kulomb jest to
wiec tadunek, ktéry przeptywa w ciagu jednej sekundy przez przekrdj po-
przeczny przewodnika, w ktorym plynie prad o natezeniu jednego ampera.

Znajac jednostke tadunku elektrycznego i mierzac site oddziatywania
dwéch tadunkéw umieszczonych w danej odleglosci mozna ustali¢ warto$é



6 Elektrostatyka

wspdlezynnika proporcjonalnoéci k w prawie Coulomba. Jest on w przybli-
zeniu réwny:

(1.7)

W zracjonalizowanym ukladzie jednostek MKSA wspélczynnik k& zapisuje
sie jako:
1

= 1.
k= tree” (1.8)

gdzie €9 nazywa sie stala dielektryczna lub przenikalnoscia dielektryczna
prozni. Nazwa ta jest mylaca, poniewaz gy jest po prostu stala zalezng od
wyboru jednostki tadunku elektrycznego. Wartos¢ tej statej wynosi:

C2

=8,85418 - 10712 ——. 1.9
€0 ) N.- m2 ( )
Prawo Coulomba mozemy wiec zapisa¢ w postaci:
qQ
= 1.10
Aegr? ( )
lub wektorowo, jako:
Q
F = : 1.11
4megr? " (1.11)

Nalezy zauwazy¢, ze kulomb jest bardzo duza jednostka tadunku. Dwa ta-
dunki o wartosci 1 C oddzialywuja na siebie z odleglosci jednego metra
sita 9 - 107 N! W do$wiadczeniach z elektryzowaniem cial mamy zwykle do
czynienia z tadunkiem rzedu 1 nC = 107° C.

Zalézmy teraz, ze mamy wiekszag liczbe tadunkéow Q;, i = 1,2,...,n
oddzialywujacych z ladunkiem ¢ (rys. 1.2). Z do$wiadczenia wiadomo, ze
sita oddzialywania miedzy dwoma tadunkami nie zalezy od obecnosci innych
tadunkéw. Sita F' dzialajaca na dany tadunek ¢ jest wiec wypadkowsy sit
pochodzacych od poszczegdlnych tadunkow:

F=>)F; (1.12)

Poniewaz sita dzialajaca miedzy tadunkami ¢ i Q; wynosi:

49 5 (1.13)

F, =
dmeqr;

catkowita sila dzialajaca na tadunek q jest rowna:

= Z Q“- (1.14)

47‘1’60
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Rysunek 1.2:

Dotychczas rozpatrywalismy oddziatywanie tadunkéw punktowych tj.
zakladaliémy, Zze rozmiary cial, na ktoérych zgromadzone sa tadunki, moz-
na zaniedba¢ w porownaniu z odlegto$ciami miedzy nimi. Gdy rozmiary cial
sg duze, wygodne jest wprowadzenie pojecia gestosci tadunku. Jezeli tadu-
nek jest rozmieszczony na przewodniku liniowym (rys. 1.3) to przez liniowa
gestosé tadunku rozumiemy wielkosé:

A= lim 29 _ %

A0 AT T Al (1.15)

o wymiarze [\] = C/m.
Analogicznie, jesli tadunek jest rozmieszczony na pewnej powierzchni
(rys. 1.4) przez powierzchniowa gestosé tadunku rozumiemy:

.. Ag dg
7= M As T as (1.16)

o wymiarze [o] = C/m?.
W przypadku objetosciowego rozkladu tadunku (rys. 1.5) objetosciowa

Agq

Al

Rysunek 1.3:
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Rysunek 1.4:

Rysunek 1.5:

gestoé¢ tadunku definiujemy jako:

Ag _ dg
= 1 S 1.17
T AVROAY T AV’ (1.17)
ktérej wymiar [o] = C/m3. W celu znalezienia sily dzialajacej na dany ta-
dunek ze strony tadunkéw roztozonych w sposéb ciagly nalezy dodaé sity
pochodzace od poszczegdlnych elementéw natadowanego ciala, tj. wykonaé
odpowiednie catkowanie po dlugosci, powierzchni lub objetodci ciata.

1.3 Zakres stosowalnosci prawa Coulomba. Y.adu-
nek elementarny

Shusznosé prawa Coulomba mozna bezposrednio sprawdzi¢ doswiadczalnie
dla odlegtodci rzedu centymetréw lub metrow. Jednakze sity oddziatywania
elektrostatycznego wystepuja m.in. w atomach i czasteczkach, ktérych roz-
miary sa rzedu r =~ 1071° m oraz w jadrach atomowych o rozmiarach rzedu
r ~ 107" m. Powstaje wiec pytanie, czy prawo Coulomba jest doktadnie
spelnione dla tak maltych odlegtosci miedzy tadunkami. Przytoczymy kilka
argumentOw na rzecz stosowalnosci prawa Coulomba w tych warunkach.

W przypadku atomu wodoru sita oddzialywania elektronu z jadrem jest
zwykla sila elektrostatyczng (rys 1.6). Obliczenia dozwolonych wartosci en-
ergii elektronu na podstawie mechaniki kwantowej i ich poréwnanie z warto-
Sciami do$wiadczalnymi pozwalaja stwierdzié¢ stusznoéé prawa Coulomba z
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elekiron
e

protot

Rysunek 1.6:

tor czastki

+Ze

Rysunek 1.7:

duza doktadnoscia. Jezeli przyjaé, ze sita oddzialywania elektrostatycznego
nie spetnia dokladnie prawa Coulomba, F' ~ r~2%¢ (¢ — mata liczba), to
wyniki wspomnianych obliczen §wiadczg, ze € < 1077,

W dos$wiadczeniach E. Rutherforda i wspétpracownikéw (1909 - 1911),
ktére doprowadzity do odkrycia jadra atomowego, badano rozpraszanie cza-
stek «, przechodzacych przez cienkie folie metalowe (rys 1.7). Zjawisko to
mozna traktowaé jako rozproszenie czastki o na jadrze pojedynczego atomu,
w wyniku ich oddzialywania elektrostatycznego. W doswiadczeniach tych
minimalna odleglo$é miedzy czastka « i jadrem byla rzedu r ~ 10~'* m.
Poniewaz wyliczone teoretycznie prawdopodobienstwo rozproszenia czastki
a pod danym katem byto zgodne z otrzymanym w doswiadczeniach, mozna
stwierdzi¢, ze prawo Coulomba jest, przynajmniej w przyblizeniu, stuszne
dla tak matych odlegtosci. Wspomnijmy jeszcze, ze elektrodynamika kwan-
towa przewiduje niewielkie odstepstwa od prawa Coulomba dla odleglosci
r <1072 m.

W elektrodynamice klasycznej tadunek elektryczny traktuje sie jako wiel-
kos¢ ciagla, mogaca przybiera¢ dowolnie male wartosci. W rzeczywistodci,
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1
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——
pr. X mikroskop
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Rysunek 1.8:
tadunek elektryczny jest zawsze wielokrotnoscia (ze znakiem ,+” lub )

pewnego niewielkiego tadunku, zwanego ladunkiem elementarnym. Istnienie
tadunku elementarnego wykazalt po raz pierwszy R. Millikan w doswiadcze-
niach przeprowadzonych w latach 1909 - 1914. Zasade jego metody pokazuje
rysunek 1.8. Miedzy ptytkami kondensatora znajduje sie mala kropelka oliwy
o promieniu r. W wyniku dziatania jonizujacego promieni X kropelka uzy-
skuje pewien tadunek g. W nieobecnos$ci pola elektrycznego kropelka opada
ruchem jednostajnym z predkoscia vy (rys. 1.9). Miedzy sila ciezkosci P, si-
ta wyporu W i sitg oporu powietrza F}, dzialajacymi na kropelke, zachodzi

zwiazek:

P =P-W. (1.18)
Poniewaz:

Fy = 6mnuir (1.19)

(prawo Stokesa),

4
P=mg= §7r7°3gg, (1.20)

=

Rysunek 1.9:
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%
F

R
=

Nel)

9
P
Rysunek 1.10:

4
W =Vig= gwr?’g’g, (1.21)

gdzie n jest wspolczynnikiem lepkosci powietrza, o i o' — gestoécig oliwy i
powietrza, g - przyspieszeniem ziemskim, wiec:

4
6rnuir = 5777’3 (e—4d)g. (1.22)
7 ostatniego réwnania mozna wyliczy¢ promien kropelki:

nu1

r=3/—"rt
2(0—0)y

(1.23)

Po wtlaczeniu pola elektrycznego kropelka porusza si¢ (np. do géry) z
predkoscia ve (rys. 1.10). Oznaczajac sile elektrostatyczna, dzialajaca na
tadunek q kropelki, przez F', otrzymujemy:

F—-—F,=P—-W =F]. (1.24)
Poniewaz:
F=qFE (1.25)

(E - natezenie pola),

Fy = 6mnuar, (1.26)
wiec:

qFE — 6mnuer = 6mnuyr. (1.27)
Ladunek g kropelki mozna wiec obliczyé ze wzoru:

= 671 (v1 + vo) T

7 (1.28)
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Pomiary Millikana wykazaty, ze tadunek kropelki jest zawsze wielokrotnoscia
tadunku elementarnego e, ¢ = £ne (n — liczba calkowita). Wg wspolcze-
snych pomiaréw warto$é¢ tadunku elementarnego wynosi:

e=1,60210-10""7C. (1.29)

Ze wzgledu na mata warto$¢ tadunku elementarnego w doswiadczeniach z
elektryzowaniem cial nie mozna stwierdzi¢ niecigglego charakteru tadunku
elektrycznego. Wiekszoéé natadowanych czastek elementarnych posiada ta-
dunek, rowny co do wartosci bezwzglednej tadunkowi elementarnemu. Np.
tadunek elektronu ¢ = —e, tadunek protonu i pozytonu g = +-e.

Doktadnos¢ wyznaczenia tadunku elementarnego jest stosunkowo nie-
wielka. Mozna natomiast stwierdzi¢ z bardzo duza dokladno$cia rownosé
bezwzglednej wartosci tadunkéw niektorych czastek elementarnych np. elek-
tronu i protonu. Kazdy niezjonizowany atom sktada sie z jadra atomowe-
go, zawierajacego Z protonéw (Z - liczba atomowa) o lacznym ladunku
q = +Ze, oraz z Z elektronéw o tadunku —e kazdy. Badajac ewentualne
odchylenie wiazki poruszajacych sie atoméw w silnym polu elektrycznym
mozna stwierdzié, ze atomy sa czastkami o zerowym tadunku calkowitym.
Przykladem takiego pomiaru jest do$wiadczenie J. C. Zorna, G. E. Cham-
berleina i V. W. Hughesa z 1963 r., przeprowadzone z wiazka atomdw cezu.
Pozwolito ono stwierdzi¢, ze ew. tadunek atomu cezu nie przekracza war-
tosci 107 1%¢ a wiec ew. réznica wartosci bezwzglednych tadunku elektronu
i protonu jest mniejsza niz 2 - 107'8¢ (liczba atomowa cezu Z = 55). Na-
lezy zauwazy¢, ze wspolczesna teoria czastek elementarnych nie tlumaczy
samego faktu skwantowania tadunku elektrycznego, wartosci tadunku ele-
mentarnego jak i réwnosci (z dokladnoscia co do znaku) tadunkéw réznych
czastek elementarnych.

1.4 Pole elektrostatyczne. Natezenie i linie sil pola

Analogicznie do pojecia pola grawitacyjnego mozna wprowadzié¢ pojecie pola
elektrostatycznego (w ogdlnym przypadku pola zmiennego w czasie — po-
la elektrycznego). Zamiast uwazaé, ze dwa ladunki oddzialywuja na siebie
bezposrednio sitami elektrostatycznymi z pewnej odleglo$ci mozna przyjaé,
ze jeden z tych tadunkéw wytwarza wokot siebie pole elektryczne. Jezeli w
polu tym umie$cimy inny ladunek (nazywany prébnym), bedzie na niego
dziataé sita pochodzaca od pola elektrycznego. Przyjmujemy, ze pole elek-
tryczne istnieje wokét danego tadunku nawet gdy nie ma tadunkoéw probnych
umozliwiajacych jego wykrycie. Zgodnie z powyzszym uwazamy, ze tadunki
oddziatywuja ze sobg nie bezposrednio:

ladunek 1 = ladunek 2

ale za posrednictwem pola elektrycznego:
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tadunek 1 2 pole elektryczne <= tadunek 2.

Koniecznosci wprowadzenia pojecia pola elektrycznego nie mozna uza-
sadni¢ w ramach elektrostatyki, jest ona natomiast oczywista w przypadku,
gdy tadunki elektryczne poruszaja sie. Wyobrazmy sobie np. ze mamy dwa
tadunki umieszczone w duzej odleglosci od siebie i nagle zmieniamy nie-
znacznie polozenie jednego z nich. Zgodnie z zalozeniem o bezpoérednim
oddziatywaniu tadunkow sita dzialajaca na drugi tadunek powinna natych-
miast ulec zmianie. Jednak, jak wynika ze szczegdlnej teorii wzglednodci,
maksymalna predkos¢ rozchodzenia sie dowolnego oddziatywania nie prze-
kracza predkosci §wiatta c. Zatem zgodnie ze szczegdlng teoria wzglednodci,
sita oddzialywujaca na drugi tadunek zmieni si¢ nie wczesniej, niz po czasie
At = x/c (x — odlegloéé tadunkéw). Czas At jest to czas przemieszczenia
sie zaburzenia pola elektrycznego miedzy tadunkami.

Dla scharakteryzowania pola elektrycznego wprowadza sie pojecie wek-
tora natezenia pola E (rys. 1.11). Liczbowo natezenie pola elektrostatycz-
nego jest réwne stosunkowi sity, dziatajacej na tadunek prébny do wielkoéci
tego tadunku. Poniewaz, zgodnie z prawem Coulomba, dziatajaca sita jest
proporcjonalna do wielkoéci tadunku prébnego, natezenie pola nie zalezy
od wielkosci tego tadunku. Zwrot wektora natezenia pola przyjmujemy za
zgodny ze zwrotem sity, dziatajacej na tadunek dodatni. Wobec tego:

E = (1.30)

F
q

a wymiarem natezenia pola elektrycznego jest:

N
FEl=—.
[B] = 5
P E F
7 e B
+q
Rysunek 1.11:
Q 3 T B
L o - o

Rysunek 1.12:



14 Elektrostatyka

W przypadku pola wytworzonego przez tadunek punktowy @ (rys. 1.12) sila
dziatajaca na tadunek probny g wynosi:

Q
F = . 1.31
4megr? (1.31)
Natezenie pola jest wiec réwne:
Q
= ——=7|. 1.32
47T607"2T ( )

Jezeli pole elektryczne jest wytworzone przez n tadunkéw punktowych
Qi,i=1,2,...,n, sita dzialajgca na tadunek prébny ¢ jest wypadkows sit,
pochodzacych od poszczegdlnych tadunkéw (por. rys. 1.2):

F=>)F; (1.33)

Site F';, dziatajaca na tadunek prébny ze strony tadunku @Q; i wypadkowa
F' tych sil mozna zapisa¢ jako:

F =qE, (1.35)

gdzie E; — natezenie pola tadunku @);, E — wypadkowe natezenie pola. Z
powyzszych wzorow wynika, ze:

E=)E, (1.36)

co oznacza, ze natezenia pél poszczegdlnych tadunkéw dodaja sie wektorowo.
Stwierdzenie to nazywa sie zasadq superpozycji pol elektrycznych. Poniewaz
natezenie pola ¢ - tego tadunku wynosi:

Qi 5 (1.37)

dmeor;

wypadkowe natezenie pola tadunkéw punktowych wyraza sie wzorem:

1
47‘1’60

Z Q‘ : (1.38)

Nalezy zauwazy¢, ze stusznos¢ zasady superpozycji pél elektrycznych nie
jest oczywista. Mozna wyobrazié¢ sobie, ze pole elektryczne danego tadun-
ku mogtoby ulec zmianie pod wplywem pdl elektrycznych innych tadunkéw.
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Rysunek 1.13:

W istocie, elektrodynamika kwantowa przewiduje istnienie nieznacznych od-
stepstw od zasady superpozycji, powodujacych np. wzajemne rozpraszanie
dwoch fal elektromagnetycznych.

W podobny sposéb mozna obliczy¢ natezenie pola elektrycznego, pocho-
dzacego od tadunku elektrycznego roztozonego w ciagly sposéb. Niech np.
tadunek bedzie rozmieszczony z gestoscia objetosciowa ¢ w danym ciele (rys.
1.13). W celu obliczenia natezenia pola dzielimy cialo na niewielkie czesci
o objetosci AV;, i = 1,2,...,n. Natezenie pola pochodzace od i - tej czesci
ciata wynosi:
ami?k?i' (1.39)

7

AFE; =

Ale, z definicji gestosci objetoéciowej tadunku:

AQi = 0 AV}, (1.40)
skad:
0iTi
AE; = AVj. 1.41
471'607’1-2 ( )

Catkowite natezenie pola wynosi wiec w przyblizeniu:

S 1 &Ko
E~) AE;= > =SAV, (1.42)
i=1 dmeo i 7;

W celu otrzymania doktadnej warto$ci natezenia pola nalezy w ostatnim
wyrazeniu dokonaé przejécia granicznego, zakladajac ze n — oo oraz, ze
AV; — 0,1 =1,2,...,n. Zgodnie z definicja caltki objetosciowe]j otrzymuje-
my:

. = 0iT or
Jim D0 =St AV = /V 7V, (1.43)
=1 7
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Natezenie pola tadunku objetosciowego jest wiec réwne:

1 or
= —=dV|. 1.44
4meg /V r2 v (1.44)

Podobne wzory otrzymuje sie w przypadku liniowego lub powierzchniowego
rozktadu tadunku. Wystarczy w ostatnim wzorze dokonaé¢ nastepujacych
zmian:

ladunek liniowy: o— A, dV —=dl, V —C,

tadunek powierzchniowy: ¢ —o, dV —dS, V — 8.

W celu graficznego przedstawienia pola elektrycznego wprowadza sig
pojecie linii sit pola. W kazdym punkcie przestrzeni linie sit maja kieru-
nek styczny do wektora natezenia pola i zgodny z nim zwrot (rys. 1.14).
Przyjmuje sie dodatkowo, ze liczba linii sit AN, przechodzacych przez nie-
wielka powierzchnie AS |, prostopadla do wektora natezenia pola E, jest
proporcjonalna do wielkosci EAS, (rys. 1.15):

AN ~ EAS, . (1.45)

w @)

Rysunek 1.14:

AS,

AN

iy

Rysunek 1.15:



Pole elektrostatyczne. Natezenie i linie sit pola 17

linie it

_____ — powierzchnie ekwipotencjalne

Rysunek 1.16:

: -G
Rl S S U S O T e
7 e

{ —— — =4 =t —f——— - }
s A e Bt el ot S B s Rt /
’// E 1*)(\/
Y

+c

Rysunek 1.17:

Linie sit tadunkow punktowych — dodatniego i ujemnego pokazuje rysunek
1.16.

Jezeli natezenie pola elektrycznego w pewnym obszarze przestrzeni ma
stala wartos¢ i kierunek, nazywamy je polem jednorodnym. Linie sit pola
jednorodnego sg rownolegte i rowno oddalone od siebie. Pole jednorodne po-
wstaje miedzy dwoma rownolegltymi plaszczyznami, naladowanymi ze stala
gestoscia powierzchniowa tadunkami o przeciwnych znakach (rys. 1.17).

Linii sit pola elektrycznego nie nalezy utozsamiac z torami ruchu natado-
wanych czastek w polu elektrycznym, nawet gdy poczatkowa predkosé cza-
stek jest rowna zeru. Tor ruchu ciata ma te wlasnosé, ze w kazdym punkcie
wzdluz stycznej do niego skierowana jest predkos¢ ciata. Natomiast wzdtuz
stycznej do linii sity skierowana jest sita dzialajaca na naladowane ciato a
wiec i przyspieszenie, z jakim sie ono porusza. Naladowane czastki moga sie
porusza¢ wzdtuz linii sit pola elektrycznego, gdy te ostatnie sa prostoliniowe
oraz, gdy predkosci poczatkowe czastek sa réwne zeru, lub sg skierowane
wzdtuz linii sit.
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1.5 Strumien pola elektrostatycznego. Prawo Ga-
ussa

W przypadku ciaglego rozktadu tadunku elektrycznego obliczenie wypadko-
wego pola elektrycznego wymaga catkowania po elementach naladowanego
ciatla. Zadanie obliczenia pola elektrycznego mozna niekiedy rozwiazaé¢ w
inny sposob, korzystajac z tzw. prawa Gaussa. Prawo to mozna traktowaé
jako jedno z podstawowych praw elektrostatyki, zastepujace (w czesci) pra-
wo Coulomba.

Dla sformutowania prawa Gaussa wprowadzimy teraz pojecie strumie-
nia pola elektrostatycznego. Zatézmy, ze mamy niewielky powierzchnie AS,
umieszczong w polu elektrycznym o natezeniu E, przy czym prostopadta do
powierzchni tworzy z kierunkiem pola kat « (rys. 1.18). Przez strumien pola
elektrostatycznego Ad®p przez powierzchnie AS rozumiemy wyrazenie:

Adp = FAS| = FEAS cosa, (1.46)

gdzie AS) jest polem rzutu powierzchni AS na plaszczyzne prostopadia
do wektora natezenia pola E. Wygodnie jest przypisaé¢ rozpatrywanej po-
wierzchni prostopadly do niej wektor AS, ktorego dtugosé jest réwna polu
powierzchni:

IAS| = AS. (1.47)

Zwrot wektora AS obieramy w dowolny sposob. Nalezy jednak zauwazyc¢,
ze znak strumienia pola zalezy od zwrotu wektora AS. Strumien pola elek-
trycznego mozna wiec zapisaé jako:

|Adp =E-AS]|. (1.48)
Jego wymiarem jest:
N - m?
[Pp] = o (1.49)
AST ]

Rysunek 1.18:
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Rysunek 1.19:

Zauwazmy, ze z przyjete] konwencji przedstawienia linii sit pola elektrycz-
nego wynika, ze:

ADp ~ AN, (1.50)

gdzie AN jest liczba linii sit przechodzacych przez dang powierzchnie.

Aby obliczyé strumien pola elektrycznego, przechodzacy przez dowol-
ng powierzchnie S, dzielimy ja na niewielkie elementy powierzchni AS; (rys.
1.19). Zakladamy, ze na calej powierzchni wektory AS; maja ten sam zwrot
(w przypadku powierzchni zamknietej kierujemy je na zewnatrz powierzch-
ni). Mamy woéwczas:

Adp = E;- AS;. (1.51)

Calkowity strumien pola elektrycznego ®p przez powierzchnie S jest wiec
w przyblizeniu rowny:

n n
by~ Y Adp =) E;-AS;. (1.52)
i=1 i=1
Doktadne wyrazenie na strumien pola otrzymamy przyjmujac, ze liczba ele-
mentéw powierzchni AS; dazy do nieskonczonosci, n — oo. Na podstawie
definicji catki powierzchniowej mamy:

lm Y ;- AS; = [ E-dS. (1.53)
Wobec tego:
O :/E-AS . (1.54)
S

Mozna zauwazy¢, ze:

dp ~ N, (1.55)
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ASL

Rysunek 1.20:

gdzie N jest liczba linii sit pola przechodzacych przez powierzchnig S.

Zalozymy teraz, ze pole elektryczne jest wytworzone przez pojedynczy
tadunek punktowy +@) i obliczymy strumien tego pola przechodzacy przez
niewielka powierzchnie¢ AS, umieszczona w odleglosci r od tadunku (rys.
1.20):

ADp =E-AS = EAS,. (1.56)

Poniewaz pole elektryczne tadunku @ wynosi:

Q
=—* 1.57
dmegr?’ ( )
wiec:
Q AS,
Adp = : 1.58
E™ Yney 12 (1.58)
Ale na podstawie definicji kata brytowego mamy:
AS|
AQ = 2 (1.59)
(rys. 1.20) i przedostatni wzér mozna zapisaé jako:
Adp = @ AQ. (1.60)
471'60

Rozpatrzymy teraz strumien pola elektrycznego przez dowolna, zamknie-
ta powierzchnie S, otaczajgcg tadunek Q (rys. 1.21). Dzielac powierzchnie
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Rysunek 1.21:

S2

Rysunek 1.22:

na male fragmenty AS; i rozumujac podobnie, jak przy definicji strumienia
pola, na podstawie ostatniego wzoru otrzymamy:

Q
Adp; = ——AQ,, 1.61
E 471'80 ( )
Q [ Q
bp = dQ == 1.62
E 47‘&'60 0 €0 ( )

(pelny kat brylowy ma warto$é¢ 2 = 4m). Jest to prawo Gaussa w przypad-
ku pola elektrycznego wytworzonego przez pojedynczy ladunek punktowy.
Mozna zauwazy¢, ze z uwagi na zwigzek @ ~ N (N — liczba sil pola prze-
chodzacych przez powierzchnie S) niezalezno$¢ strumienia ®p od ksztaltu
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powierzchni S jest niemal oczywista (rys. 1.22; kazda powierzchnie otaczaja-
ca tadunek @ przecina jednakowa ilo§¢ linii sit). Nalezy jeszcze podkreslié, ze
w dowodzie twierdzenia Gaussa istotne znaczenie ma fakt, ze natezenie pola
ladunku punktowego E ~ r~2 oraz, ze kierunek wektora E jest zgodny z
kierunkiem wektora r, poprowadzonego od tadunku @ do punktu, w ktérym
wyznaczamy natezenie pola. Mozna wykazaé, ze w przypadku, gdy tadunek
Q lezy poza zamkniety powierzchnia S, to strumien pola elektrycznego przez
te powierzchnie &5 = 0.

Prawo Gaussa mozna tatwo uogélni¢ na przypadek pola, wytworzonego
przez dowolny uktad tadunkéw. Zalézmy np., ze mamy uktad n tadunkéw
punktowych @Q;, i = 1,2,...,n, lezacych wewnatrz zamknietej powierzchni
S. Na podstawie zasady superpozycji pol elektrycznych mamy:

E=>E, (1.63)
=1

(E; — natezenie pola ladunku @;, E — wypadkowe natezenia pola) i jak
wynika z definicji strumienia pola elektrycznego (wzoér (1.54)):

dp=> dp (1.64)
=1

(®Pp; — strumienr pola pochodzacego od tadunku Q;, ®p — wypadkowy
strumien pola). Poniewaz, zgodnie z twierdzeniem Gaussa dla pojedynczego
tadunku punktowego:

Qi

P = —, (1.65)
€0

wigc prawo Gaussa mozna zapisaé ostatecznie w postaci:

Q

€0

(1.66)

@E:?{E-dS:
S

(catkowanie po zamknigtej powierzchni oznaczono kétkiem w symbolu calki).
Ladunek @ jest tutaj algebraiczng sumg wszystkich tadunkéw wewnatrz
powierzchni S:

Q=>a. (1.67)
=1

Nalezy podkredli¢, ze w przypadku, gdy wewnatrz powierzchni S znajduje
sie jednakowa ilo$¢ tadunku dodatniego i ujemnego, to Q =01i &5 = 0.

Prawo Gaussa umozliwia proste obliczenie natezenia pola elektrycznego
E, pochodzacego od ciagtego rozktadu tadunku w przypadkach, gdy roz-
ktad ten i natezenie pola cechuje wysoki stopien symetrii. Rozpatrzymy dwa
proste przyktady.
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Rysunek 1.23:

1. Pole tadunku roztozonego ze stala gestoscia na powierzchni kuli (rys.
1.23; przyjmujemy, ze ladunek powierzchniowy jest dodatni, a jego suma-
ryczna wartos¢ wynosi +Q)). Ze wzgledu na sferycznie symetryczny rozklad
tadunku natezenie pola elektrycznego musi by¢ skierowane na zewnatrz na-
tadowanej powierzchni prostopadle do niej. Za ,powierzchnie Gaussa” moz-
na wybraé¢ powierzchnie S kuli o promieniu 7 > R (rys. 1.23). Obliczajac
strumien pola elektrycznego po tej powierzchni otrzymujemy:

@E:fEdszf&w:Ef%EES=E4w? (1.68)
S S S

Poniewaz na podstawie twierdzenia Gaussa @ = Q/e¢, wiec:

E -47mr? = Q, (1.69)
€0
Q
pr— r>R (1.70)

Zatem pole na zewnatrz sferycznej, natadowanej powierzchni jest identyczne
z polem ladunku punktowego umieszczonego w jej srodku. Wewnatrz tej
powierzchni pole elektryczne jest natomiast rowne zeru, poniewaz nie ma
tam zadnego tadunku elektrycznego:

E=0, r<R (1.71)

2. Pole tadunku rozlozonego ze stala gestosSciag 4o na nieskonczonej
plaszczyZnie (rys. 1.24 - 1.25). Ze wzgledu na symetrie rozkladu tadun-
ku wektor natezenia pola E musi by¢ prostopadtly do plaszczyzny. Za ,,po-
wierzchnie Gaussa” mozna wybraé¢ powierzchnie S narysowanego walca o
tworzacych prostopadtych do plaszczyzny, tj. rownolegtych do wektora E.
Poniewaz strumien pola przechodzacego przez powierzchnie boczng S” walca
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Rysunek 1.24:

+0
- % o
+
+
o + -
+
+
. |+ »
+
+
—-————— | + -
+
+
~ef- + e
4
s
| ] ——— =
+
+
—-— |
&
i
~f- S o

Rysunek 1.25:

jest réwny zeru (na tej powierzchni E 1 AS), caltkowity strumien przecho-
dzacy przez powierzchnie S réwna sie sumie strumieni przechodzacych przez
podstawy walca o powierzchni S’ kazda. Zatem:

by =2ES. (1.72)

Catkowity tadunek wewnatrz rozpatrywanej powierzchni wynosi:

Q=095 (1.73)
i na podstawie twierdzenia Gaussa otrzymujemy:
S/
2BS = 22, (1.74)
€0
skad:
o
E=—1 1.75
520 (1.75)

Nalezy zauwazy¢, ze natezenie pola natadowanej nieskoniczonej pltaszczyzny
nie zalezy od odleglosci (rys. 1.25).



Roézniczkowa postaé prawa Gaussa 25

1.6 Rozniczkowa postaé prawa Gaussa

W dotychczasowym sformutowaniu prawo Gaussa przedstawia zwiazek mie-
dzy calka z natezenia pola elektrycznego po dowolnej zamknietej powierzchni
a calkowitym tadunkiem elektrycznym, zawartym wewnatrz tej powierzch-
ni. Pokazemy obecnie, ze mozna przejs¢ od tej postaci prawa Gaussa, zwa-
nej catkowa, do innej postaci nazywanej rézniczkowa, ktora okresla zwiazek
miedzy gestoscig tadunku w danym punkcie przestrzeni i natezeniem pola
elektrycznego w otoczeniu tego punktu.

Zalozymy, ze mamy do czynienia z objetosciowym rozktadem tadunku,
ktorego gestosé o(r) jest ciagla funkcja polozenia. Wowczas, jak mozna wy-
kazaé¢ np. na podstawie prawa Gaussa, wytworzone przez ten ladunek pole
elektryczne E(r) bedzie si¢ réwniez zmienia¢ w sposob ciagly w przestrze-
ni. Oznacza to, ze w niewielkim obszarze przestrzeni gestosé¢ tadunku o(r)
jest niemal stala a pole elektryczne E(r) jest prawie jednorodne. Obliczymy
teraz strumien tego pola po powierzchni bardzo maltego prostopadtoscianu,
przedstawionego na rysunku 1.26. Strumien pola wyplywajacy przez Scianki
11 2 wynosi w przyblizeniu:

Abpy o =E - AS +E'-AS" = (E. — E')AyAz. (1.76)

Poniewaz réznica natezen pol E., i E! jest z zalozenia bardzo mata, mozemy

Rysunek 1.26:
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napisac:

E. —E! = E.(z + Ax,y,2) — Ex(x,vy, 2)
xT

OE,(z,y,2)

%Ex(may> Z)+ Al’—Ex(l',y,Z)

ox
aEI(xayaZ)
= ——""2Azr. 1.
5 x (1.77)
Wobec tego:
OF,

APp1 o =—AV, 1.78
E,1-2 O ) ( )

gdzie AV = AzAyAz jest objetoscia rozpatrywanego prostopadloscianu.
Liczac analogicznie strumienie pola, wyplywajace przez pozostate pary $cia-
nek, otrzymujemy:

OE

APps 4= a—yymf, (1.79)
0E,
Adps 6= 5 AV. (1.80)

Calkowity strumien pola przez powierzchnie prostopadtoscianu,
Adg = A@EJ,Q + A(I)E’3,4 + A(I)Eg),ﬁ, (1.81)

jest wiec réwny:

0E, N O0E, n OF,
Ox y 0z

Adp = AV. (1.82)
( )

Wyrazenie w nawiasie jest wielkoscia skalarna, zwana dywergencjq (rozbiez-
noscig) pola wektorowego E(r), ktéra oznacza sie jako V - E (lub div E):

_0E, 0E, OE,
V-B= Sttt | (1.83)

Okreslenie dywergencji stosuje sie do dowolnego pola wektorowego. Operator
V (nabla) mozna uwazaé za symboliczny wektor:

0 0 0 d
_39 .59 ;9 .= ied), 1.84
v $8m+y8y+zﬁz (V 5 itd.) (1.84)

gdzie &, 9y, Z — wektory jednostkowe w kierunku osi z, y, z. Poniewaz:
E =32FE, +yE, + 2E., (1.85)

wiec dywergencje (1.83) wektora E mozna formalnie traktowaé jako iloczyn
skalarny wektoréw V i E. Wzér (1.82) mozemy zatem przepisa¢ w postaci:

Adp =V - EAV. (1.86)
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Widag¢, ze dywergencja wektora E w danym punkcie jest rowna strumieniowi
pola elektrycznego, przypadajacego na jednostke objetosci, w otoczeniu tego
punktu.

Skorzystamy obecnie z prawa Gaussa, zgodnie z ktérym:

NGy = 29 _ AV (1.87)
€0 €0

Poréwnujac dwa ostatnie wzory otrzymujemy prawo Gaussa w postaci roz-
niczkoweyj:

V-E="-]| (1.88)

Jest widoczne, ze dywergencja pola elektrycznego rézni sie od zera tylko w
tych obszarach przestrzeni, gdzie istnieje tadunek objetoéciowy.

Na podstawie wzoru (1.86) mozna wyprowadzi¢ tzw. twierdzenie Gaussa,
stosujace sie do dowolnego pola wektorowego. Przyjmiemy, ze natadowane
tadunkiem objeto$ciowym cialo zostalo podzielone na niewielkie fragmenty
o objetosci AV, i =1,2,...,n (rys. 1.27). Stosujac wzér (1.86) do i - tego
fragmentu ciata, mozemy napisac:

Adp; :f E-dS =V - E;AV, (1.89)
AS;

gdzie A®g ; jest strumieniem pola przez powierzchnie AS; fragmentu o nu-
merze ¢. Pokazemy teraz, ze przy sumowaniu strumieni pél, wyptywajacych

AY.
AS| AS
Y // 7S
/ \ k J
f o =
| | 1 2 M
| 1 E
! !
| ; - ;
— —
\
A8y a8 o
P
v SRR A1 9= A8y

Rysunek 1.27:
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z sasiednich fragmentéw, strumienie przez ich wspélne powierzchnie sie re-
dukuja. W przypadku pokazanym na rysunku catkowite strumienie po po-
wierzchniach fragmentéw 1 i 2 wynosza;

INTY :j’{ E-dS = / E-dS+ E-dS)_s, (1.90)
ASq ASy’ AS1_2
Adpy = jf E.dS = / E-dS+ E-dSs_.. (1.91)
ASQ ASQ’ ASI—2
(AS;_o — wspélna powierzchnia obszaréw 11 2; AS;’, i = 1,2 — pozostala
czes¢ powierzchni, ograniczajaca obszar i). Poniewaz ASy_1 = —AS|_o,
wiec:
/ E-dSs ;= —/ E-dS)_». (1.92)
AS1_o AS1_2

Sumujac oba strumienie otrzymamy wobec tego:

ACp 1 +Adlp, = E.dS+ E.dS = E-dS. (1.93)
ASy’ ASs! AS1'+ASs’

Wyrazenie to przedstawia catkowity strumien pola elektrycznego po ze-
wnetrznych powierzchniach obu fragmentéw.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze sumujac wyrazenie (1.89) po wszyst-
kich fragmentach ciala otrzymamy wzor:

]{E-dS:/V-EdV, (1.94)
S 14

gdzie S jest zewnetrzng powierzchnia a V' objetoscia ciata. Wzor ten przed-
stawia wilasnie twierdzenie Gaussa.

1.7 Energia potencjalna tadunku w polu elektro-
statycznym

Zwracalidmy juz uwage, ze prawo Coulomba ma posta¢ analogiczna do prawa
powszechnej grawitacji Newtona. Sity elektrostatyczne, dzialajace na tadun-
ki, powinny by¢ wiec, podobnie jak sity grawitacji, sifami zachowawczymi.
W tym przypadku mozna wprowadzi¢ pojecie energii potencjalnej tadunku
w polu elektrostatycznym i potencjatu pola elektrostatycznego w podobny
sposéb, jak dla pola grawitacyjnego.

Przypomnimy najpierw definicje pracy Wap, wykonanej przez dowolng
site F' przy przemieszczeniu ciata po drodze krzywoliniowej od punktu A
do punktu B (rys. 1.28). W celu jej obliczenia dzielimy droge ciala na du-
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l?‘i‘ B
oW
Al
A
Rysunek 1.28:
za liczbe niewielkich odcinkéow Al;, ¢ = 1,2,...,n. Poniewaz praca AW;

wykonana na odcinku Al; jest réwna:

AW; = F; - Al;, (1.95)
wiec:
i=1 i=1

Granica tej sumy przy n — oo oraz Al; — 0 (i = 1,2,...,n) jest calka
krzywoliniowa od punktu A do punktu B:

n B
nlggogm Al = /A F.dl. (1.97)
Wobec tego praca Wap wyraza si¢ calka:

B
WAB:/ Fdl. (1.98)
A

W przypadku sil zachowawczych praca Wyup nie zalezy od drogi (rys.
1.29):

Wap1=Wapa. (1.99)
Poniewaz praca wykonana przy przemieszczaniu ciata w odwrotnym kierun-
ku ma przeciwny znak, Wap = —Wpa, wiec w szczegdlnodci:

Wap2=—Whaga (1.100)

i z dwoch ostatnich rownosci wynika, ze:

Wapa1+ Wpa2 =0. (1.101)
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Rysunek 1.29:

W przypadku sit zachowawczych praca wykonana po zamknietej drodze jest
wiec réwna zeru, co mozna zapisaé jako:

f F-dl=0. (1.102)
C

(C — krzywa, wzdluz ktorej obliczamy calke; kétko oznacza ze krzywa ta
jest zamknieta). Poniewaz praca Wap zalezy woéwczas tylko od polozenia
punktow A i B, mozna wyrazié¢ ja wzorem:

Wap = Epa — Epp (1.103)

gdzie Ep4 1 Epp — energia potencjalna ciala w punktach A i B.

Wykazemy teraz, ze sily dzialajace na ladunki w polu elektrycznym sa
istotnie silami zachowawczymi. W tym celu rozwazymy prace wykonang
przy przemieszczaniu tadunku ¢ w polu elektrycznym, wytworzonym przez
punktowy ladunek @ (rys. 1.30). Biorac pod uwage, ze silta dzialajaca na
tadunek ¢ wynosi:

F =q4FE, (1.104)
prace AW sit pola elektrycznego na odcinku Al mozna wyrazié jako:

AW =F - Al =qFE - Al. (1.105)
Ale na podstawie rysunku 1.30

E - Al = EAlcosf = EAr, (1.106)
skad wynika, ze:

AW = qEAr. (1.107)

Nalezy zauwazy¢, ze praca AW nie zalezy od kata ¢ miedzy wektorami FE i
Al a jedynie od dlugosci odcinka Ar. Praca wykonana na calej drodze od
punktu A do punktu B bedzie, zgodnie z wzorami (1.105) i (1.107), réwna:

B rB
Wap = q/ E-dl = q/ Edr, (1.108)
A TA
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Rysunek 1.30:

gdzie 74 i rp oznaczaja odlegltoéci punktéw A i B od tadunku @ (rys. 1.30).
Poniewaz ostatnia calka zalezy tylko od r4 i rp, praca Wup jest istotnie
niezalezna od drogi catkowania. Na podstawie zasady superpozycji pdl elek-
trycznych stwierdzenie to mozna uogdlnié na przypadek pola, wytworzonego
przez dowolny uktad tadunkow. Pole elektryczne jest wiec istotnie polem za-
chowawczym (potencjalnym lub bezwirowym). Zgodnie z wzorami (1.102) i
(1.104), calka z natezenia pola elektrycznego po zamknietej krzywej C' jest
rowna, zeru:

j{E.dz:o . (1.109)
C

Nalezy zwrécié¢ uwage, ze w powyzszym dowodzie korzystano jedynie z faktu,
ze sita F' i natezenie pola E sg skierowane wzdluz promienia 7 i zaleza tylko
od odleglosci r. Nie bylo natomiast istotne, ze sita ' ~ 2. Dlatego dowolne
pole sit, dla ktérego F' || r i F = F(r) (tzw. pole centralne) bedzie réwniez
polem potencjalnym.

Ostatnig catke we wzorze (1.108) mozna latwo obliczyé. Poniewaz nate-
zenie pola tadunku ) wynosi:

-9 (1.110)

~ dwegr?’
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wiec

B B d
Wap =¢q / 9 dr = a9 <
TA

dregr?  4meg Jr, T2

(D) - 5

- Aregra  Ameorp
Z porbéwnania ostatniego wzoru ze wzorem (1.103) wynika, ze energia po-
tencjalna oddziatywania dwoch tadunkéw, znajdujacych sie w odleglosci r,
wyraza sie wzorem:

(1.111)

TA

qQ

= . 1.112
dmegr ( )

P

Poniewaz we wzorze (1.103) wystepuje rdéznica energii potencjalnych, do
wyrazenia po prawej stronie ostatniego wzoru mozna dodaé¢ dowolna sta-
ta. Przyjmuje sie jednak zwykle, ze energia potencjalna tadunkéw dazy do
zera, gdy r — oo, skad wynika, ze stata ta jest réwna zeru. Zgodnie ze
wzorem (1.103), energia potencjalna E, dwéch tadunkéw umieszczonych w
odlegtodci r jest wowcezas rowna pracy Wi, jaka wykonalyby sity oddziaty-
wania elektrostatycznego przy rozsunieciu tych ladunkéw na nieskoniczona
odlegltosé:

Ep = Wyoo (1.113)

W przypadku dowolnej liczby tadunkéow punktowych ¢;, ¢ = 1,2,...,n
(rys. 1.31) ich catkowita energia potencjalna jest suma energii potencjalnych
poszczegdlnych par tadunkow:

1 n - 1 n -
E,=- N9 S 44 (1.114)
2 igm1 471'507‘2‘]‘ 87‘(80 igm1 Tz‘j
iA£j i#]
9
3
2
45
%
43

Rysunek 1.31:
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Tutaj r;; = rj; jest odlegtoscig tadunkéw ¢; oraz ¢;. Czynnik ,,%” pojawia
sie dlatego, ze w powyzszej sumie energia potencjalna kazdej pary tadunkéw
wystepuje, jak mozna sprawdzi¢, dwukrotnie.

1.8 Potencjat pola elektrostatycznego

Ze wzoru (1.112) wynika, ze energia potencjalna E, ladunku prébnego ¢ w
polu elektrycznym jest proporcjonalna do wielkosci tego tadunku. Wobec
tego stosunek energii potencjalnej F, do tadunku ¢ nie zalezy od wielko-
Sci tadunku i jednoznacznie charakteryzuje pole elektryczne. Stosunek ten
nazywa si¢ potencjatem ¢ pola elektrostatycznego w danym punkcie:

_ L 1.115
= ( )

Nalezy zauwazy¢, ze potencjal pola, w odréznieniu od natezenia pola E, jest
wielkoscia skalarna. Jednostka potencjatu pola elektrycznego jest wolt (V):

J N-m
l=V=c=—7G" (1.116)

Prace, wykonang przez sity elektryczne przy przemieszczaniu tadunku ¢ z
punktu A do punktu B pola elektrycznego (rys. 1.32) mozna teraz, korzy-
stajac ze wzoru (1.103), zapisaé jako:

Wap = q(pa — ). (1.117)

Jest wiec ona réwna iloczynowi tego tadunku i réznicy potencjatléw w po-
czatkowym i koncowym punkcie drogi. Poniewaz prace W4p mozna wyrazié¢

Rysunek 1.32:
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rowniez calka:
B
Wap = q/ E-d, (1.118)
A

poréwnujac dwa ostatnie wzory otrzymujemy zwiazek miedzy réznicg po-
tencjaléw i natezeniem pola elektrycznego:

B
soA—cpgz/A E-d|. (1.119)

Przyjmiemy teraz, ze koncowy punkt B drogi catkowania nieskonczenie od-
dala si¢ od tadunkéw wytwarzajacych pole elektryczne E. Wowczas Ep,p — 0
i o — 0. Przyjmujac oznaczenie pa4 = ¢ i zaktadajac, ze potozenie punktu
A okregla wektor 7, z ostatniego wzoru otrzymuje sie:

(p:/ E-dl (1.120)

Jak wynika ze wzoru (1.112), potencjal pola wytwarzanego przez poje-
dynczy tadunek punktowy ) w odleglosci » od niego wynosi:

Q

Areor |

(1.121)

Jezeli pole elektryczne jest wytwarzane przez n tadunkéw punktowych @,
i =1,2,...,n (rys. 1.33) to, jak wynika z zasady superpozycji pél elek-

Rysunek 1.33:
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trycznych, wypadkowy potencjal ¢ bedzie suma algebraiczna potencjatéow
w; wytworzonych przez poszczegolne tadunki:

n

o= v (1.122)

=1
Poniewaz:

Qi
©0; = 1.123
’ 4m 807“1" ( )

wiec wypadkowy potencjat

1
47T€0

Z Qi (1.124)

W przypadku, gdy tadunek elektryczny wytwarzajacy pole, jest roztozo-
ny w ciagly sposéb powyzsza suma musi by¢ zastapiona odpowiednia catka.
Dla objeto$ciowego rozkladu tadunku o gestosci o (rys. 1.34) wypadkowy
potencjal pola elektrycznego okresla wzor:

1 0
= =dV|. 1.125
4 4dreg /V r ( )

(V' - objetos¢ ciala zawierajacego tadunek). Nalezy zauwazy¢, ze obliczenie
potencjatu pola ¢ jest zwykle tatwiejsze niz obliczenie natezenia pola E,
wytwarzanych przez ciagly rozklad tadunku (patrz wzoér (1.44)). Przy ob-
liczaniu natezenia pola nalezy w istocie obliczy¢ trzy catki, odpowiadajace
sktadowym FE,, E, i E., podczas gdy do wyznaczenia potencjatu wystarcza
obliczy¢ jedna catke.

Rysunek 1.34:
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1.9 Zwigzek miedzy potencjalem i natezeniem po-
la elektrostatycznego

Wzér (1.119) z poprzedniego podrozdziatu okresla zwiazek miedzy réznica
potencjalow pola elektrycznego w dwoch punktach a catka z natezenia pola
po drodze laczacej te punkty. Zapiszemy obecnie ten wzér w formie réznicz-
kowej, dajacej bezposredni zwiazek miedzy potencjalem ¢ pola w danym
punkcie i natezeniem E pola w otoczeniu tego punktu.

Bedziemy zakladaé, ze natezenie pola E(r) i potencjal pola ¢(r) zmie-
niaja sie w sposéb ciagly w przestrzeni. Jezeli odlegtosé Ar dwéch punktéw
A i B jest dostatecznie mala, réznice potencjaléw w tych punktach mozna
wyrazié¢ przyblizonym wzorem (rys. 1.35):

Ap=ypp—pa=pz+Ar,y+ Ay, z+ Az) —¢(x,y, 2) (1.126)

0z
a LY,z a xr,Y,z a x,Y, 2
ol 7) = PV OB | D)

Zdefiniujemy teraz wektor, zwany gradientem pola skalarnego ¢(r) i ozna-
czany jako V¢ (lub grad ¢):

_Op _Op _Op oy .
_ 2P 59 0¥ o= 22 itd). 1.12
Vo m8x+y8y —I—Z&Z (Ve D itd.) (1.127)
Witedy ostatni wzér mozna zapisaé jako:
Ap = (V) - Ar. (1.128)

:
:A B
1
Nk
: %
: AT

A |
y AX

@A’ SR S —

;xy.2

+
FSNE
’
’
"4

Rysunek 1.35:
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7 drugiej strony, poniewaz zmiane natezenia pola elektrycznego na odcinku
Ar mozna zaniedbaé, na podstawie wzoru (1.119) otrzymujemy:

B
A@chB—goA:—/ E-dr~—E - Ar. (1.129)
A
Poréwnujac dwa ostatnie wzory dostajemy zwiazek:
E-Ar=—(Vyp)- Ar. (1.130)

Poniewaz kierunek wektora Ar mozna obra¢ dowolnie, zwigzek miedzy po-
tencjalem i natezeniem pola elektrycznego okresla wzor:

_ _ 9.
E=-Ve (B.=—-30itd)]. (1.131)

Natezenie pola elektrycznego w danym punkcie jest wiec réwne gradientowi
potencjatu pola w tym punkcie, wzietemu z przeciwnym znakiem. Zwrocimy
uwage, ze zgodnie z ostatnim wzorem wymiar natezenia pola elektrycznego
mozna wyrazi¢ jako [E] = V/m (poprzednio podawalismy, ze [E] = N/C).
Zauwazymy jeszcze, ze z ostatniego wzoru i wzoru (1.119) wynika wzér:

B
Y —pA= / Ve -dl (1.132)
A

(rys. 1.36), stuszny dla dowolnego pola skalarnego ¢(r).

Miejsce geometryczne punktéw o jednakowym potencjale nosi nazwe po-
wierzchni ekwipotencjalnej. Réwnaniem powierzchni ekwipotencjalnej jest
wiec p(r) = const. Zwykle przy przedstawianiu graficznym pola elektrycz-
nego powierzchnie ekwipotencjalne rysuje sie tak, aby roéznice potencjatéw

Rysunek 1.36:
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Rysunek 1.37:

miedzy dwoma sasiednimi powierzchniami ekwipotencjalnymi byty jednako-
we. Powierzchnie ekwipotencjalne pél tadunkéw punktowych oraz jednorod-
nego pola pokazano na rysunkach 1.16 - 1.17.

Zastosujemy teraz wzér (1.129) do przypadku, gdy poczatek i koniec
wektora Ar leza na danej powierzchni ekwipotencjalnej (por. rys. 1.37).
Poniewaz wéwczas roznica potencjaléw w punktach B i A jest rowna zeru,
Ap = 0, wiec:

E-Ar =0, (1.133)
skad wynika, ze:
E 1 Ar. (1.134)

Wektory natezenia pola elektrycznego FE i linie sit pola sa wiec prostopadte
do powierzchni ekwipotencjalnych. Jest to zrozumiale, poniewaz przy prze-
mieszczaniu tadunku po powierzchni ekwipotencjalnej nie moze by¢ wyko-
nywana zadna praca przez sily oddziatywania elektrostatycznego.
Rozpatrzymy obecnie wzér (1.129) w przypadku, gdy wektor Ar jest
skierowany zgodnie z wektorem natezenia pola E (rys. 1.38). Wowczas:

Ap = —EAr, (1.135)

skad widaé, ze wektor F jest skierowany od powierzchni o wyzszym poten-
cjale do powierzchni o nizszym potencjale.
7 ostatniego wzoru wynika, ze warto$¢ natezenia pola

dy

E——
dr’

(1.136)
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Rysunek 1.38:

jezeli pochodng obliczamy wzdluz kierunku natezenia pola elektrycznego.
Na podstawie wzoru (1.129) mozna tatwo wykazaé, ze przy obliczaniu po-
chodnej potencjatu ¢ w innym kierunku bedzie ona miata mniejsza wartosé
bezwzgledna. Zatem w poblizu danego punktu pola elektrycznego potencjat
zmienia sie najszybciej w kierunku natezenia pola.

Biorac pod uwage, ze E = —V, powyzsze uwagi stosuja sie réwniez
do gradientu potencjatu (w istocie do gradientu dowolnej funkcji skalarnej).
Wektor Vi jest skierowany jednak przeciwnie niz wektor E, od powierzch-
ni ekwipotencjalnej o nizszym potencjale do powierzchni ekwipotencjalnej o
wyzszym potencjale. Wektor V¢ jest prostopadly do powierzchni ekwipo-
tencjalnych a jego bezwzgledna warto$é okresla wzor:

dyp
IVo| = o (1.137)
(przy zalozeniu, ze pochodna obliczamy w kierunku wektora V). Wartosé
bezwzgledna V¢ jest wigc rowna przyrostowi potencjatu, przypadajacemu
na jednostkowsa odlegtosé.
Korzystajac z prawa Gaussa w rézniczkowe]j postaci,

v.-E=2 (1.138)
€0

mozemy teraz podaé réwnanie, wyrazajace bezposredni zwiazek miedzy ge-
stoscig tadunku w danym punkcie a potencjatem pola elektrycznego w oto-

czeniu tego punktu. Poniewaz E = —V ¢, wiec ostatnie rownanie daje:
V. (V) = —Eﬁ. (1.139)
0

Obliczymy wyrazenie wystepujace po lewej stronie tego réwnania. Poniewaz:

_Aﬁgp _Op _Op
Ve =agl iy 2y (1.140)
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wiec na podstawie definicji dywergencji pola wektorowego (wzér (1.83)):

_ 9 (09N, 0 (9, O 390)
v (V¢)_ax (8x>+8y <8y>+8z (82
82cp 82g0 6290
= 52 7 5 (1.141)

Otrzymane wyrazenie oznacza si¢ jako VZ¢ (Agp, div grad ¢):

o 0% 0%
2p = . 1.142
Ve Ox? + 0y? + 072 ( )

Symboliczny operator:

0? 0? 0?
2= 4 o4 1.14
v ox? = Oy? + 022 (1.143)

nazywa sie operatorem Laplace’a lub laplasjanem. Poniewaz operator gra-
dientu — nabla jest okreslony wzorem:

0 0

+Yo + 2

V=2 oy 9z’

0
— 1.144
o (1.144)
widaé, ze operator Laplace’a mozna uwazaé za kwadrat operatora nabla:

Vi=V.V. (1.145)

Zgodnie ze wzorem (1.139) potencjal pola elektrycznego spelnia réwnanie:

Vip=—-=|, (1.146)

zwane rownaniem Poissona. Znajac potencjat pola elektrycznego w otocze-
niu danego punktu mozna wiec na podstawie réwnania Poissona obliczy¢
gestoé¢ tadunku w tym punkcie. Jednakze na ogdl uwazamy gestosé tadun-
ku o w rownaniu Poissona za wielko$¢ znana, a potencjal pola ¢ za wielkosé
niewiadoma, ktora musimy wyznaczy¢. W przypadku, gdy w pewnym obsza-
rze nie ma ladunku przestrzennego, o(r) = 0, potencjal pola elektrycznego
spelnia w tym obszarze réwnanie:

Vip=0], (1.147)

nazywane réownaniem Laplace’a. Metody rozwigzywania réwnan Poissona
i Laplace’a sa omawiane m.in. w elektrodynamice teoretycznej. Réwnania
te wystepuja réwniez w innych dziedzinach fizyki, np. w teorii grawitacji,
hydrodynamice, teorii przewodnictwa cieplnego, teorii dyfuzji, itd.
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1.10 Bezwirowosé¢ pola elektrostatycznego

Zapiszemy teraz w postaci rézniczkowej réwnanie (1.109):
7{ E-dl=0 (1.148)
C

(C — dowolna krzywa zamknieta), wyrazajace fakt, ze pole elektrostatycz-
ne jest polem potencjalnym (bezwirowym). Bedziemy zakladaé, ze natezenie
pola elektrycznego E(r) zmienia sie w sposéb ciagly w przestrzeni i obli-
czymy powyzsza catke dla b. matego konturu, pokazanego na rysunku 1.39.
Suma calek z natezenia pola elektrycznego po bokach 1 i 2 konturu wynosi
w przyblizeniu:

~ /. / /" . " — /I 1/
., Bd~E Al + E"-Al" = (E, — El)Ay. (1.149)

Poniewaz natezenia Ez// i E?’J' pola elektrycznego niewiele si¢ réznia, mozna
w przyblizeniu napisac:

E, — E, = E/(x+ Ax,y,2) — Ey(x,y,2)
+ 8Ey($7yvz)A

%Ey(xvyvz) O ZL‘*Ey(IE,y,Z)
8Ey($’?/’ Z)
=——"2 A 1.150
B x (1.150)
Otrzymujemy wiec wzor:
oF
E.-dl = —YAS., (1.151)
Ci_2 81‘
Y
y
AS,
‘3
2| EF N
Ay/ /
—1
. ¥) Ax 4 c
0 X

Rysunek 1.39:



42 Elektrostatyka

gdzie AS, = AxAy jest powierzchnig prostokata, ktorego brzeg odpowiada
wybranemu konturowi catkowania C'. Liczac w podobny sposob catke po
pozostalych bokach 3 i 4 konturu otrzymuje sie:

E.-dl = 9k,
Cs_4 ay

AS,. (1.152)

Poniewaz catka po zamknietym konturze C jest réwna:

fE.dz: E-d+ [ E-d, (1.153)
C Ci_2 C3_4
wiec:
OE, OE
E-dl=(-2- z)AZ. 1.154
fc d (ax Sn)as (1.154)

Zdefiniujemy obecnie wektor, zwany rotacjg pola wektorowego E, ktéry
oznacza si¢ jako V x E (lub rot E):

V xE= (1.155)

Sj Yo &
Jow
Sl w

Zgodnie z podanym wzorem rotacje pola E mozna formalnie traktowac jako
iloczyn wektorowy wektoréw V i E. Obliczajac wyznacznik otrzymujemy
wzor przedstawiajacy sktadowe wektora V x E:

_ (OE, O0E, _(O0E, OF,
VXE_$<8y_6z)+ (82_8x>
_ (O0E, O0FE,
— — . 1.1
+z( - ) (1.156)

Jest teraz widoczne, ze wzor (1.154) mozna zapisaé jako:
f E-dl = (V x E),AS.. (1.157)
C

Obliczajac te catke zalozyliSmy, ze kontur catkowania C' lezy w plaszczyznie
xy uktadu wspolrzednych. Liczac analogicznie calki po konturach lezacych
w plaszczyznach yz i zz otrzymuje sie podobne wzory, w ktérych wystepuja
z-owa i y-owa skltadowa V x E. W przypadku malego konturu catkowania
C, lezacego w dowolnej plaszczyznie, otrzymuje sie:

ch .dl = (V x E)- AS, (1.158)

gdzie AS jest wektorem prostopadltym do elementu powierzchni, obejmo-
wanego przez krzywa C. Kierunek obiegu krzywej C' musi by¢ zgodny z



Bezwirowosé¢ pola elektrostatycznego 43

Rysunek 1.40:

reguly Sruby prawoskretnej. Oznacza to, ze prawoskretna $ruba, obracajac
sie zgodnie z kierunkiem calkowania po konturze C', powinna poruszaé sie
w kierunku wektora AS (rys. 1.40).

Calke z wektora pola E(r) po zamknietym konturze nazywa sie cyrkula-
cjg tego pola. W ostatnim wzorze wyrazenie po prawej stronie przedstawia
sktadowa rotacji pola elektrycznego, V x E, normalng (prostopadla) do ele-
mentu powierzchni AS (réwnolegta do wektora AS), pomnozona przez AS.
Mozna wiec stwierdzié, ze sktadowa rotacji pola wektorowego, normalna do
matego elementu powierzchni, jest rowna cyrkulacji tego pola po krzywej
otaczajacej ten element, przypadajacej na jednostke powierzchni.

Poniewaz pole elektrostatyczne jest polem potencjalnym, jego cyrkulacja
liczona po dowolnej krzywej jest rowna zeru. Ze wzoru (1.158) otrzymujemy
wiec rownanie:

(VxE)-AS =0. (1.159)

W powyzszym réwnaniu wektor AS mozna wybra¢ w dowolny sposéb. Po-
tencjalno$¢ pola elektrycznego odpowiada wiec znikaniu jego rotacji w kaz-
dym punkcie:

VB (L160)

Réwnanie to wyraza fakt, ze linie sit pola elektrostatycznego nie moga byé
liniami zamknietymi. W przeciwnym przypadku cyrkulacja pola elektrosta-
tycznego, liczona wzdtuz krzywej pokrywajacej sie z jedna z linii sit i rotacja
pola elektrycznego w co najmniej jednym punkcie przestrzeni bylby rézne
od zera. Ostatnie réwnanie, tacznie z prawem Gaussa zapisanym w roéznicz-
kowej postaci (wzor (1.88)), stanowia kompletny uklad réwnan opisujacych
pole elektrostatyczne w prozni.

Ze wzoru (1.158) mozna wyprowadzi¢ tzw. twierdzenie Stokesa, stuszne
dla dowolnego pola wektorowego. Wyobrazmy sobie, ze dowolna powierzch-
nia S, ograniczona krzywa C, zostala umieszczona w polu elektrycznym o
natezeniu FE. Powierzchnie te mozna podzieli¢ na mate fragmenty o polu



44 Elektrostatyka

Rysunek 1.41:

AS;, ograniczone krzywymi C;, i = 1,2,...,n (rys. 1.41). Stosujac wzér
(1.158) do elementu powierzchni o numerze ¢ otrzymujemy:

f E-dl= (V x E); - AS,. (1.161)
C;

Mozna pokazaé, ze suma algebraiczna cyrkulacji pola elektrycznego po wszy-
stkich krzywych C; jest rowna cyrkulacji po krzywej C ograniczajacej po-
wierzchnie S. Udowodnimy to w przypadku dwoéch krzywych, przedstawio-
nych na rysunku 1.42. (C1_o — wspdlna czesé krzywych C1 1 Co, Cf, i = 1,2
— pozostala czesé krzywych). Cyrkulacje pola E po krzywych C; i Co moz-
na zapisaé jako:

E-dl:/ E-dl+ E-dly, (1.162)
C1 .Ci Ci—2
E-dl=| E-dl+ E - dl,. (1.163)
Cs Cl Ci-2
1 2
A?l / g
D »
AL,
CFI ) 2
Ca
Ci-2

Rysunek 1.42:
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Poniewaz Aly = —Al; (rys. 1.42), wiec

E-dy=-[ E-d (1.164)
Ci_2 Cr-2

i z powyzszych wzoréw otrzymujemy:

%E-du E-di= [ E-di+ [ E-a
C1 C2 C{ Cé

= E-di. (1.165)
C1+CY

Ostatnia calka przedstawia cyrkulacje pola elektrycznego po zamkniete]
krzywej, otaczajacej oba fragmenty powierzchni. Sumujac wyrazenie (1.161)
po wszystkich fragmentach powierzchni otrzymuje sie wiec wzoér:

?éE-dl:/S(VxE)-dS

przedstawiajacy twierdzenie Stokesa.

(1.166)

1.11 Dipol elektryczny

Dipolem elektrycznym nazywamy uklad dwéch tadunkéw elektrycznych o
jednakowych wartosciach bezwzglednych i przeciwnych znakach, +q i —q,
umieszczonych w odleglosci [ od siebie (rys. 1.43). Wektor

P = ql (1.167)

nazywa siec momentem elektrycznym dipola (momentem dipolowym). Jest
on skierowany od ladunku ujemnego do dodatniego. Wymiarem momentu
dipolowego jest:

[pe] = C-m. (1.168)

Zaklada sie zwykle, ze odleglo$é¢ r w ktérej wyznaczamy potencjal i nateze-
nie pola dipola elektrycznego, jest znacznie wigksza od odlegtoéci I miedzy

=~

-
Pe

Rysunek 1.43:
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i
/2‘

L
/2‘

Rysunek 1.44:

obydwoma tadunkami, r» > [. Pojecie dipola elektrycznego, jakkolwiek bar-
dzo proste, ma istotne znaczenie w elektrodynamice. Ponizej omowimy krét-
ko pole elektrycznego dipola i oddzialywanie dipola z zewnetrznym polem
elektrycznym.

Obliczymy najpierw potencjal pola dipola elektrycznego. Dla uproszcze-
nia rachunkow wygodnie jest przyjaé, ze polozenie punktu P, w ktérym
wyznaczamy potencjal, okre$laja wspélrzedne sferyczne r i 0 (rys. 1.44).
Jest to dopuszczalne, poniewaz potencjal i natezenie pola dipola musza wy-
kazywaé symetrie wzgledem osi dipola, zaznaczonej na rysunku przerywana
linia. Biorac pod uwagg, ze potencjal dipola ¢ jest réowny sumie potencjaléw
tadunkéw +q i —q, otrzymujemy:

q q g Tm™m—-n

- 47‘(’607‘1 471'607"2 - 471'60 r1ro

(1.169)

Jezeli r > [ to z rysunku 1.44 wynika, ze <ABC =~ 0, <ACB = m /2. Zatem:
ro —r; = BC = lcosf. (1.170)

Ponadto w mianowniku przedostatniego wzoru mozna polozy¢ r| ~ ry ~ 7.
Wéwcezas otrzymuje sie wzor:

_ qlcosf

= . 1.171
v 4megr? ( )

Biorac pod uwage, ze moment dipolowy p. = ql, ostatni wzér mozna zapisac
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w postaci:

_ pecosf

(1.172)

" Amegr?

albo, wprowadzajac wektor jednostkowy 7, skierowany wzdtuz wektora r, w
postaci:

~

_ P T
4dmegr?

(1.173)

Sktadowe natezenia pola elektrycznego dipola mozna obliczyé¢ z zalezno-
§ci E = —V - E. W obecnym przypadku wygodnie jest wyrazi¢ natezenie
pola dipola jako

gdzie E| i E | oznaczaja odpowiednio skladowa natezenia pola rownolegly i
prostopadla do wektora r (rys. 1.44). Poniewaz |Ar|| = Ari|Ar, | =rAd,
jak wynika z rysunku, otrzymujemy wzory:

Gigo _ pecost

B = (1.175)

or  2megr3’

B = 1 Bﬁ_pesinﬁ
L7000 T dmegrd

Calkowite natezenie pola elektrycznego dipola wyraza si¢ wiec wzorem:

Pe .
E = ,/Eﬁ—kEi—i\/élcos?H—kstG, (1.177)

 Aweor3

(1.176)

czyli:

E=-L \/3cos20 11| (1.178)

 Awegr3

Nalezy zwroci¢ uwage, ze potencjal i natezenie pola elektrycznego dipola dla
ustalonego kierunku maleja z odlegtoécig jak ¢ ~ r=2 i E ~ r~3 podczas
gdy w przypadku potencjatu i natezenia pola tadunku punktowego zachodza
zaleznosci ¢ ~ r~1 i E ~ r72. Jest to spowodowane czeéciowym kompen-
sowaniem sie potencjatow i pol elektrycznych tadunkéw +q i —gq, z ktérych
sktada sie dipol. Linie sil pola elektrycznego dipola pokazuje schematycznie
rysunek 1.45.

Wypadkowa sita, dzialajaca na dipol umieszczony w zewnetrznym, jed-
norodnym polu elektrycznym jest rowna zeru, poniewaz sily dziatajace na
tadunki +¢q i —q rownowazg sie. Natomiast na dipol dziata na ogét okreslony
moment skrecajacy (rys. 1.46). Wyraza sie on wzorem:
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T B
F -4
Rysunek 1.46:
l l
M:§><F+ —3 x(—F)=IlxF (1.179)

F i —F — sily dzialajace na tadunki +¢ i —¢). Poniewaz sita
3!
F =g4E (1.180)

(E — natezenie zewnetrznego pola elektrycznego), ostatni wzér mozna prze-
pisac jako:

M=IlxqE =ql x E, (1.181)
czyli, uwzgledniajac definicje (1.167) momentu dipolowego:

|M =p, xE|. (1.182)
Liczbowa warto$¢ momentu skrecajacego dipol wynosi:

M = p.Esin6. (1.183)
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Wida¢, ze w przypadku gdy dipol jest ustawiony réwnolegle lub antyréwno-
legle do kierunku pola (kat 8 = 0,7), to warto$¢ momentu M = 0. Praca
wykonana przez sity elektrostatyczne przy obrocie dipola od poczatkowego
polozenia, okreslonego katem 61 do konicowego potozenia okreslonego katem
Ao wynosi:

02
W=—{ Mdo (1.184)
01
(znak ,—” wynika z faktu, ze przy obrocie dipola kat § maleje). Obliczajac

te calke otrzymujemy:

92 92
W = —/ Pl sin0dl = —p . FE sin #d6
91 91
= p.FE cos 0|gf = peF cos Oy — p.E cosby. (1.185)
Prace W mozna wyrazié¢ jako:
W = Ep — Epa, (1.186)

gdzie Ej1 i Ejg oznaczajg energi¢ potencjalng dipola, nachylonego do kierun-
ku pola pod katem 6 i 6>. Energie potencjalng dipola w polu elektrycznym
okresla wiec wzor:

E, = —p.E cosb, (1.187)
ktory mozna zapisa¢ w postaci wektorowej jako:

E,=-p, - E|. (1.188)

1

Rysunek 1.47:
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Widaé, ze energia potencjalna dipola jest minimalna w przypadku, gdy jest
on ustawiony zgodnie z kierunkiem pola (wéwczas kat @ = 0) i maksymalna,
gdy jest on ustawiony przeciwnie do kierunku pola (kat 6 = 7).

Zauwazymy jeszcze, ze gdy dipol znajduje sie w niejednorodnym polu
elektrycznym, bedzie dzialala na niego okreslona sita. Zilustrujemy to na
przykladzie dipola umieszczonego w polu tadunku punktowego +@Q (rys.
1.47). Zaleznie od kierunku momentu p, dipola, bedzie on wéwczas przycia-
gany przez tadunek +@Q), lub odpychany od niego.

1.12 FYtadunki elektryczne na przewodnikach

Zgodnie z podanym wczesniej okresleniem, przewodniki sa to ciata, w kto-
rych tadunki elektryczne moga sie swobodnie przemieszcza¢. Z doswiadcze-
nia wiadomo, ze przewodnikami sg np. metale. Po wprowadzeniu tadunkéw
na dany przewodnik w krotkim czasie roztoza sie one w taki sposob, aby
natezenie pola elektrycznego znikato w kazdym punkcie wewnatrz przewod-
nika. Gdyby bowiem pole elektryczne wewnatrz przewodnika bylo rézne od
zera, powodowaloby ono dalszy ruch tadunkéw. 7Z faktu, ze wewnatrz prze-
wodnika natezenie pola E = 0 wynikaja nastepujace wnioski:

1. Potencjatl elektryczny wewnatrz przewodnika i na jego powierzchni jest
staly, ¢ = const. Powierzchnia przewodnika jest wiec powierzchnia
ekwipotencjalng. Jezeli bowiem dwa punkty A i B przewodnika pota-
czymy krzywa przebiegajaca wewnatrz niego, to catka:

B
/ E-dl=ps—ppB (1.189)
A

znika, poniewaz E = 0. Zatem ¢4 = ¢p.

2. Wektor natezenia pola F i linie sil pola sg prostopadte do powierzchni
przewodnika, poniewaz stanowi ona powierzchnie ekwipotencjalna.

3. Ladunki moga wystepowaé tylko na zewnetrznej powierzchni prze-
wodnika. Gdyby istnial pewien tadunek ) wewnatrz przewodnika, to
mozna byloby otoczyé go powierzchnia zamknieta S, przebiegajaca
catkowicie wewnatrz przewodnika. Stosujac do tej powierzchni prawo
Gaussa, mozemy napisac:

Op = % E-dS = Q
E= = —. (1.190)
S €0
Poniewaz jednak E = 0 na calej powierzchni S, wiec strumien pola
przez te powierzchnie znika, skad wynika, ze Q@ = 0.

Powyzsze stwierdzenia pozostaja réwniez stuszne w przypadku, gdy we-
wnatrz przewodnika istnieja wydrazenia; w szczegdlnoéci, gdy przewodnik
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Rysunek 1.48:

Rysunek 1.49:

¢ =const

/”F_\,_

I
S

Rysunek 1.50:

ma ksztalt zamknietej powloki. Sg one tez stuszne, gdy przewodnik znajdu-
je sie¢ w zewnetrznym polu elektrycznym. Ilustruja to rysunki 1.48 - 1.50.
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=

# 0

Rysunek 1.51:

Powierzchniowa gesto$¢ tadunku ¢ na danym przewodniku jest, jak be-
dzie pokazane w nastepnym podrozdziale, proporcjonalna do sumarycznego
tadunku @ na przewodniku i zalezy od ksztaltu jego powierzchni. Najwick-
sza gesto$¢ tadunku wystepuje na najbardziej zakrzywionych fragmentach
powierzchni, charakteryzujacych si¢ najmniejszym promieniem krzywizny,
dotyczy to w szczegblnosci ostrz i wystepdw na powierzchni przewodnika.
Przy duzych gestosciach tadunku elektrycznego moze on przechodzi¢ z ostrza
na otaczajace je czasteczki powietrza, wywolujac ich ruch w wyniku odpy-
chania elektrostatycznego tadunkéw (tzw. ,wiatr elektryczny”) lub wyla-
dowanie iskrowe. Zaleznos¢ gestosci tadunku na przewodniku od ksztaltu
powierzchni pokazuje schematycznie rysunek 1.51.

Korzystajac z prawa Gaussa mozna tatwo podaé¢ zwiazek miedzy ge-
stoscig powierzchniowa tadunku o i natezeniem pola elektrycznego E w da-
nym punkcie powierzchni przewodnika (rys. 1.52 - 1.53). Poniewaz wewnatrz
przewodnika natezenie pola E = 0 a na bocznej powierzchni walca kierunek
natezenia pola jest rownolegly do tworzacych powierzchni walcowej, catko-
wity strumien pola elektrycznego przez powierzchnie narysowanego walca
wynosi:

dp = EAS (1.191)
Poniewaz tadunek wewnatrz powierzchni walca jest réwny
AQ = oAS, (1.192)

wiec, zgodnie z prawem Gaussa:

EAS = U?S, (1.193)
0
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powierzchnia
przewodnla

preewodnik Rrozma

Rysunek 1.53:

skad:

E=—1 1.194
- (1104)

Natezenie pola E w danym punkcie powierzchni przewodnika jest wiec pro-
porcjonalne do gestosci powierzchniowej tadunku o.

Omoéwione zjawiska dotyczace tadunkow elektrycznych na przewodnikach
wykorzystuje sie w wielu doswiadczeniach oraz przyrzadach laboratoryjnych.
Ponizej oméwimy niektore z nich.

1. Do$wiadczalna weryfikacja prawa Coulomba

Jak wspominano, fakt gromadzenia si¢ tadunkdéw elektrycznych wytacz-
nie na zewnetrznej powierzchni przewodnika wynika z prawa Gaussa a wiec
i z prawa Coulomba. Nieobecnos¢ tadunku elektrycznego wewnatrz prze-
wodnika stanowi wiec dowdd stusznosci tych praw. Po raz pierwszy wykazal
to do$wiadczalnie H. Cavendish w 1772 r. Cavendish mierzyt tadunek we-
wnetrznej kuli metalowej po odlaczeniu od niej zewnetrznej natadowane;j
powloki kulistej. Okazalo sie, ze na wewnetrznej kuli nie pozostawal zaden
tadunek. Doswiadczenie Cavendisha bylo pdzniej powtarzane przez innych
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metalowe U
powierzchnie

Rysunek 1.54:
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Rysunek 1.55:

badaczy, m.in. wspotczesnie przez E.R. Williamsa, J.E. Fallera, i H.A. Hilla
(1971 r.). Schemat ich doswiadczenia pokazuje rysunek 1.54.

Williams, Faller i Hill mierzyli réznice potencjaléw miedzy dwiema kon-
centrycznymi powierzchniami metalowymi w sytuacji, gdy do zewnetrznej
powierzchni przykladano wysokie zmienne napiecie. Jezeli przyjac¢, ze sita
oddziatywania dwoch tadunkéw punktowych rézni sie¢ nieco od prawa Co-
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ulomba, zgodnie z zaleznoéciag F ~ r~2%¢_ to negatywny wynik ich do$wiad-
czenia pozwala stwierdzié¢, ze e < 310716,

2. Generator elektryczny Van de Graaffa

W generatorze Van de Graaffa (1931 r.) korzysta sie z faktu, ze nala-
dowany przewodnik, wprowadzony do wnetrza wydrazonego przewodnika,
przekazuje temu ostatniemu caly swéj tadunek. Schemat tego generatora
przedstawia rysunek 1.55. Izolujaca tasma (jedwabna lub gumowa) poru-
sza sie na dwoch krazkach A i B, osadzonych w odlegtoéci do 10 m jeden
nad drugim, napedzanych silnikiem elektrycznym. W dolnej czesci tasma
jest tadowana ze Zrodla wysokiego napiecia Uy =~ 100 kV za pomocg kon-
taktu ostrzowego. Gérna czesé tasmy wchodzi do wnetrza wydrazonej kuli
metalowej, ktora zbiera tadunek z tasmy poprzez drugi kontakt ostrzowy.
Wartosé potencjatu U kuli wzgledem Ziemi jest ograniczona jedynie wy-
trzymatoScia otaczajacego ja gazu na przebicie elektryczne. W przypadku
zamkniecia generatora Van de Graaffa wewnatrz zbiornika z freonem pod
wysokim ci$nieniem mozna uzyska¢ napiecie U =~ 10 MV. Generatory Van
de Graaffa wykorzystuje sie w fizyce jadra atomowego do przyspieszania jo-
now lekkich pierwiastkéw w polu elektrycznym i badania wywotanych przez
nie reakcji jadrowych.

3. Mikroskop polowy

warstwa materiah

flucryzujgcege

metalowe

do pompy
préfiowe]

Rysunek 1.56:
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W tzw. jonowym mikroskopie polowym, wynalezionym przez E.W. Mu-
ellera w 1955 r., wykorzystuje si¢ zjawisko wytwarzania pola elektrycznego o
duzym natezeniu przez cienkie ostrza metalowe. Schemat mikroskopu polo-
wego pokazuje rysunek 1.56. Bardzo cienka igla umieszczona jest wewnatrz
szklanej kuli, opréznionej z powietrza i wypelnionej helem pod niskim cisnie-
niem. Wewnetrzna powierzchnia kuli pokryta jest cienka warstwa materialu
fluoryzujacego pod wpltywem uderzen jondéw. Miedzy igla i ta warstwa przy-
lozone jest wysokie napiecie dodatnie. Pole elektryczne o duzym natezeniu
w poblizu ostrza igly powoduje jonizacje otaczajacych ostrze atomoéw helu.
Posiadajacy dodatni tadunek jon helu He™ przyspieszany jest w kierunku
punktu fluoryzujacego ekranu, odpowiadajacemu potozeniu atomu na po-
wierzchni ostrza, nad ktérym nastapita jonizacja. W mikroskopie polowym
uzyskuje siec powiekszenia osiagajace wartoéé¢ 2-10°, co odpowiada jego zdol-
noéci rozdzielczej ok. 2,5 - 1071 m. W rezultacie, na ekranie fluoryzujacym
uzyskuje sie obraz rozmieszczenia poszczegdlnych atomdéw na ostrzu meta-
lowej iglty. Obecnie mikroskop polowy jest szeroko stosowany w badaniach
powierzchni metali.

1.13 Pojemnos¢ elektryczna. Kondensatory

Rozpatrzymy teraz zwigzek miedzy tadunkiem @) przewodnika, znajdujacego
sie w duzej odleglosci od innych natadowanych cial i przewodnikéw, a jego
potencjalem ¢ (rys. 1.57). Znajdujacy si¢ w przewodniku tadunek rozltozy sie
na jego powierzchni z okre§lana gestoscia powierzchniowa o(r). Charakter
rozktadu tego tadunku zalezy jedynie od ksztaltu powierzchni przewodnika.
Wynika stad, ze n-krotny wzrost catkowitego tadunku przewodnika spowo-
duje n-krotny wzrost gestosci powierzchniowej tadunku w kazdym punkcie
jego powierzchni. Jezeli na przewodnik wprowadzimy tadunek

Q' =nQ, (1.195)

Rysunek 1.57:
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to powierzchniowa gestodé tadunku w kazdym punkcie bedzie spelniaé¢ za-
leznosé:

o' (r) = no(r). (1.196)

Potencjal ¢ przewodnika o tadunku @, roztozonym z gestoscia powierzch-
niowg ¢, mozna obliczy¢ ze wzoru:

1
o= ]{”ds (1.197)

 AweoJor

(rys. 1.57; wybor punktu P nie jest istotny, bo wszystkie punkty przewodni-
ka maja jednakowy potencjal). Wyrazajac analogicznym wzorem potencjal
¢’ przewodnika o tadunku Q' i gestoSci powierzchniowej tadunku o’ oraz
korzystajac ze wzoru (1.196) otrzymujemy:

/

1 1
o = 748 — fﬂds — np. (1.198)
dmeg Js T dmegJs T

Widaé¢ wiec, ze potencjal przewodnika jest wprost proporcjonalny do jego
catkowitego ladunku, danego wzorem (1.195):

¢ =np (1.199)

a stosunek tadunku odizolowanego przewodnika do jego potencjatu jest wiel-
koscia stala:

/
¢.9 (1.200)
¥ ¥
Q = const. (1.201)
¥
Stosunek ten nazywamy pojemnosciq elektryczng C' danego przewodnika:
C= Q . (1.202)
'4

(€] = =F. (1.203)

Jeden farad jest wiec pojemnoécig przewodnika, na ktérym tadunek jedne-
go kulomba wytwarza potencjal jednego volta. Farad jest stosunkowo duzg
jednostka pojemnosci; w praktyce pojemnosé wyraza sie zwykle w podwie-
lokrotnoéciach farada, np. mikrofaradach (1uF = 107°F). Nalezy zauwazy¢,
ze stalej dielektrycznej proézni eg mozna przypisaé¢ wymiar:

C? C? C? F




58 Elektrostatyka

Rysunek 1.58:

Pojemnos¢ danego przewodnika zalezy od jego rozmiaréw i ksztattu. W
przypadku przewodnikéow geometrycznie podobnych jest ona, jak latwo po-
kazaé, wprost proporcjonalna do ich rozmiaréw liniowych. Rozpatrzmy dwa
podobne geometrycznie przewodniki o tym samym tadunku @ (rys. 1.58).
Jezeli rozmiary liniowe drugiego przewodnika sg n razy wicksze,

¥ = nr, (1.205)
to:

S =n?s, ds’ = n?ds, (1.206)

o'(r") = o(r)/n? (1.207)
i ze wzoru (1.197) wynika, ze:

o' =p/n. (1.208)
Miedzy pojemnosciami elektrycznymi obu przewodnikéw zachodzi wiec za-
leznosé:

C'= e_9 nQ =nC. (1.209)

¢ p/n e
Dla przyktadu obliczymy pojemno$é¢ przewodzacej kuli o promieniu r.
Poniewaz potencjal na powierzchni kuli o tadunku @) jest identyczny z poten-
cjatem wytworzonym przez tadunek punktowy @, umieszczony w jej $rodku
(patrz podrozdzial 1.5), zachodzi zwiazek:

Q

"~ dweor’

(1.210)

Zgodnie ze wzorem (1.202) pojemnosé¢ kuli wynosi:

2
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i jak nalezalo oczekiwaé, jest proporcjonalna do jej promienia. Latwo obli-
czyé, ze promien kuli o pojemnosci C = 1 F wynosi 7 = 9 - 10? m!

Dotychczas rozpatrywaliSmy pojemnosé elektryczna pojedynczego prze-
wodnika, znajdujacego si¢ w duzej odlegtosci od innych cial. Jezeli w sasiedz-
twie danego przewodnika znajduja sie inne przewodniki, nawet nienalado-
wane, to jego pojemno$¢ elektryczna ulegnie zmianie. Wynika to z faktu,
ze potencjal danego przewodnika zalezy wéwcezas nie tylko od znajdujacego
sie na nim tadunku, ale rowniez od ladunkéw znajdujacych sie na sasied-
nich przewodnikach. Nawet gdy sa one nienaladowane, powstanie na nich
nierownomierny rozktad tadunkéw dodatnich i ujemnych w wyniku indukcji
elektrostatyczne;j.

Duze znaczenie praktyczne ma uklad potozonych blisko siebie przewod-
nikéw, ktérych tadunki maja jednakowe wartoéci bezwzgledne i przeciwne
znaki, +Q i —Q. Taki uktad dwéch przewodnikéw nazywamy kondensatorem
(rys. 1.59). Przewodniki, na ktoérych znajduja sie tadunki, nazywamy nato-
miast okladkami kondensatora. Podobnie jak w przypadku pojedynczego
przewodnika mozna wykazac, ze réznica potencjalow okladek kondensatora
va—pp (zakladamy, ze ¢4 > @p) jest proporcjonalna do bezwzglednej war-
tosci @ tadunku, zgromadzonego na kazdej z oktadek. Réznice potencjatéow
dwdéch przewodnikow nazywa sie napieciem U miedzy tymi przewodnikami:

U= pa—s 1212
[U]=V. (1.213)
Zatem w przypadku kondensatora stosunek

% = const. (1.214)

Pojemnos¢ elektryczna C' kondensatora okreslamy jako stosunek bezwzgled-
nej wartosci tadunku, znajdujacego sie na kazdej z oktadek, do réznicy po-

Rysunek 1.59:
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+30 -
\ A B /
+ ] <
_I_ T ——
(ﬁ‘ + —E-‘,l-—_:—_—__ GGB
—> — - =
E'=0+ = =1
+|— -
5 Q+l—-0 5
d .
Rysunek 1.60:
tencjalow miedzy okladkami:
Q
= —. 1.21
c=2 (1.215)

Pojemnosé kondensatora zalezy od ksztaltu i rozmiaréw oraz od wzglednego
polozenia jego okladek.

Obliczymy dla przyktadu pojemnosé kondensatora plaskiego. Sktada sie
on z dwoéch przewodzacych, réwnoleglych plytek o powierzchni S kazda,
umieszczonych w odleglosdci d, matej w poréwnaniu z liniowymi rozmiarami
plytek (rys. 1.60). Mozna wéwczas przyjaé, ze pole elektryczne kondensato-
ra jest w przyblizeniu rowne sumie pél dwoch nieskonczonych plaszczyzn,
natadowanych réznoimiennie z gestoscia powierzchniowa +o i —o (por. pod-
rozdzial 1.5). Biorac pod uwage kierunki pola elektrycznego, wytworzonego
przez tadunki na kazdej z oktadek mozna stwierdzi¢, ze na zewnatrz konden-
satora catkowite natezenie pola elektrycznego E = 0 a miedzy oktadkami
kondensatora natezenie pola jest dwukrotnie wigksze, niz w przypadku po-
jedynczej naladowanej plaszczyzny:

o _ Q

EF=—=— 1.216

€0 808 ( )
Poniewaz pole elektryczne wewnatrz kondensatora ptaskiego jest niemal jed-
norodne, napiecie U = p4 — pp miedzy jego oktadkami mozna obliczy¢ ze
wzoru:

U = Ed, (1.217)

skad, uwzgledniajac poprzedni wzor, otrzymujemy:

_Qd

U= .
605

(1.218)
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=
oo ok
1 Cn |

a) b)
Rysunek 1.61:

Na podstawie definicji pojemnosci kondensatora (1.215) mamy wiec:

)

“="

(1.219)

Przypomnimy teraz (bez wyprowadzenia) wzory, okreslajace wypadko-
wa pojemnos¢ C polaczonych ze soba kondensatoréow. Dla ich réwnoleglego
polaczenia (rys. 1.61a)

C=)>) ¢ (1.220)

a dla polaczenia szeregowego (rys. 1.61b)

—=> = (1.221)

Zauwazymy jeszcze, ze dotychczas okredlaliSmy elektroskop jako przy-
rzad stuzacy do pomiaru tadunku elektrycznego. Potencjatl wewnetrznej cze-
Sci elektroskopu jest jednak proporcjonalny do znajdujacego sie na nim la-
dunku. Elektroskop moze wiec, po odpowiednim wyskalowaniu, stuzyé do
pomiaru potencjalu danego ciata. Jezeli w szczegblnosci obudowa elektrosko-
pu jest uziemiona, elektroskop bedzie wskazywat réznice potencjatéw miedzy
tym ciatem a Ziemia. Przyrzad taki nazywamy woltomierzem elektrostatycz-
nym.

1.14 Gestos¢ energii pola elektrostatycznego

W podrozdziale 1.7 podano wzér (1.114), okreslajacy energie potencjalna
uktadu tadunkéw punktowych. Wzér ten mozna uogdlni¢ na przypadek cia-
glego rozkladu tadunkéw, z jakim mamy do czynienia w przypadku na-
tadowanego przewodnika lub kondensatora. W tym celu zapiszemy go jak
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nastepuje:

Ep:;iqi< ! i‘”). (1.222)
i=1

47 €0 pay Tij
i
Wyrazenie w nawiasie jest potencjatem pola elektrycznego ¢; wytworzonego
przez tadunki ¢; (j = 1,2,...,n, j # i) w punkcie, w ktérym znajduje sie
tadunek ¢;:

3

1 qj
o = 9 1.223
! 47[‘60 — Tij ( )
J#i
Ze wzoru (1.222) otrzymujemy wiec:

1 n
E,= 52%% (1.224)

i=1

Ostatni wzér mozna bezposérednio uogélni¢ na przypadek ciaglego roz-
ktadu tadunku. Jezeli przyjaé, ze wszystkie tadunki sa roztozone na pewnej
powierzchni S z gestodcia powierzchniowa o (), to:

1
E,= E/SagodS. (1.225)

W przypadku, gdy tadunek znajduje sie na pojedynczym przewodniku, jego
wszystkie punkty maja ten sam potencjal, p = const, co daje:

E,= ;gO/SUdS, (1.226)
czyli:

E, = % : (1.227)
gdzie

Q= /SadS (1.228)

jest catkowitym ladunkiem, znajdujacym sie na przewodniku.

W analogiczny sposéb mozna otrzymaé wzor, okredlajacy energie poten-
cjalna natadowanego kondensatora. W powyzszym wzorze zamiast poten-
cjalu ¢ wystapi wéwczas réznica potencjatéw U miedzy oktadkami:

B =9

=5 (1.229)
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Mozna postawié¢ pytanie: gdzie zlokalizowana jest energia oddzialujacych
tadunkoéw elektrycznych? Prawa elektrostatyki nie wystarczaja do jedno-
znacznego rozwiazania tego zagadnienia. Jednak fakt przenoszenia energii
przez fale elektromagnetyczne wskazuje, ze energia ta jest ,zmagazynowa-
na” w polu elektrycznym, wytworzonym przez tadunki.

Zastosujemy teraz ostatni wzoér do szczegdlnego przypadku energii pta-
skiego kondensatora. Poniewaz ) = CU oraz

o= 3 (1.230)
d
U = Ed, (1.231)

ze wzoru (1.229) otrzymuje sie:

1 1eoS E?
B, = 5CU? = 5%(}1(1)2 = =-sd, (1.232)

czyli, poniewaz V' = Sd jest objetoscia ograniczona oktadkami kondensatora,

€0E2
E, = 5

V. (1.233)

Widaé, ze energia potencjalna natadowanego kondensatora jest proporcjo-
nalna do objetosci, w ktérej natezenie pola elektrycznego E # 0. Wzdr
ten sugeruje, ze energia pola elektrycznego jest roztozona w przestrzeni z
gestoscia objetosciowa

Ey
e = T 1.234
we =" (1.234)

réwna:
2

we = 2E° | (1.235)

2

J

Wzér ten, jakkolwiek wyprowadzony dla jednorodnego pola elektrycznego,
jest stuszny w przypadku pola, wytworzonego przez dowolny uktad tadun-
kow. Oznacza to, ze energie potencjalng tadunkéw mozna zawsze obliczy¢,
catkujac wyrazenie (1.235), okreslajace gestos$¢ energii we, po calej objetosci
w ktérej istnieje pole elektryczne.
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