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ROZDZIA} 1

Réwnania rozniczkowe hipergeometryczne

Rozwazamy réwnania rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu postaci:

d*¢(z) do(x) _
0.1)  plo)— 5= +al@) =7 = + () =0,
gdziep i ¢ sa wielomianami stopnia najwyzej drugiego. RO6wnanie takie jest szczegblnym przypadkiem réwnania

postaci:

d*¢(x) do(x) _
(0.2) e + T(l‘)w +o(z)\p(x) =0,
gdzier(x) orazo(z) sa funkcjami wymiernymi postaci:

1—a; — 1—b;—0 1—c —
T(o:): 1 f12Jr 1 2+ C1 — C2
T — I T — T2 T — I3
(z2 — x3) (72 — 21)

(x —x1)(z — x2)%(x — x3)

(21 — @2) (21 — 23)
(x —21)*(z — x2) (2 — 3)
(x5 — x2)(23 — 21)
(z—21)(x — x2)(z — 23)2
gdziex1, zo, 3 moga by dowolnymi liczbami zespolonymi (wlacznieiz= co).
Na przyktad, j6li z; = 0 azy = co aa; = ¢; = 0, dostajemy (po wyeliminowaniu cztonéw znikajacych)
réwnanie postaci:

(0.3) o(z) = ajas + byby

+ cico

(0.4)

d*¢(z) N (c— (14+a+b)z N ab ) do(z) 0

dx? x(1—x) z(1—=z)) dx
przy oznaczeniach= 1 — as, a = b1,b = bs Orazcs = ¢ — a — b - jest to rownanie hipergeometryczne.
Rozwazmy nast’'epujeace przyktady rovirtago typu (): zauwazmy, iz uzywajac translacji w zmienngjrzeskalowa-
nia catego réwnania lub przeskalowanianozemy sprowadziréwnanie do postaci kanonicznej, to jest ustali
wspotczynnik przy najwyzszej potedzew p(x), badz przeskaloviapierwiastek wielomianu tak by byt w = 0.
1. (rownanie o statych wspofczynnikachj
e p(z) =1,q(z) = c.

Rozwiazania, ktére znajdujemy w sposéb standardowy sa postaci:

e)\lx’ e>\217

gdzie \; sa pierwiastkami réwnania kwadratoweg®? + c\; + A = 0. a jesli jest jeden pierwiastek
podwaojny \o:

2. (rébwnanie Hermite'a)
e p(z) =1,¢q(x) = =22, A = 2a:
3. (réwnanie hipergeometryczne typw F} )
o p(x)=uz,q(x) =c, A= —1:
Dla przypadkuc roznego od liczby catkowitej ujemnej rozwiazanie wyraza sie za pomoca funkgciji
hipergeometrycznej typyF (c; «) okreslonej jako:
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oo n

of1(c;z) =T(c) kZ:O nT(n+c)’

drugim rozwiazaniem podstawowym jest:

220 F (2 — ¢ ).

2 4 6 8 10
X

Typowe funkcjey F (¢; z) dlac = 5.3,6.3,8.3.

0.87

0.6

0.47

0.2

CH 4 Xé 8 10

Typowe funkcjer?=¢gFy (2 — ¢; z) dlac = 5.3,6.3, 8.3.

Jesli ¢ jest liczba atkowita, jedno z rozwiazgest dobrze oki&one, natomiast drugie jest osobliwe.
Stosujemytedy metode Frobeniusa.
4.(rownanie hipergeometryczne konfluentne)
o p(z) =x,q(z) = (c—x) , A= —a
Dla przypadkuw: r6znego od liczby catkowitej ujemnej rozwiazanie podstawowe jest postaci:

. T(e) =T(a+n)z"
1Fi(a,c;0) = Ta) ;; F(n+c) nl’
Analogicznie znajdujemy drugie rozwiazanie:

T F(a—c+1,2—c¢x)
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Typowe funkcje, F (¢; ) dlaa = 1.5, ¢ = 5.3,6.3,8.3.

0.57

0 2
0.5

-1

Typowe funkcjer! =¢1 Fy(a — ¢+ 1,2 — ¢;x) dlaa = 1.5, ¢ = 5.3,6.3, 8.3.
Rozwiazania w postaci funkcji hipergeometrycznej sa dobrzestikme j&li ¢ nie jest

5. (réwnanie jednorodne Eulera)

° p(x) = z2, q(x) =bx, A\ = —a,
To réwnanie ma rozwiazania podstawowe postaci:

¥}, @3,
gdzie )\, \; sa pierwiastkami réwnania kwadratowego:
Ai(Ai = 1) +2bX\y —2a = 0.
Jesli )\ jest pierwiastkiem podwadjnym to rozwiazaniami podstawowymi sa:

1‘8, IOg( )‘rOa

6. (rwnanie hipergeometryczng2, 0))
o p(z)=2%q(x) =1+ (1+a+b)x, \=ab,

7. (rbwnanie hipergeometryczne})
e px)=z(l—x),q(x) =c— (1+a+b)zx, A\ =—ab,
Rozwiazania podstawowe sa postaci:

T(a+n)T(b+n) ,
T(c+ n)n!

oF1(a,b, ¢ x) ,
k:O

Ooraz
R (a—c+1,b—c+1,2—cx).
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0.1. Metoda Frobeniusa.Rozwazmy szereg okstajacy rozwiazanie rownani&?):

(oo}
F(s,x) =2° Z anx”,
n=1

Wyrazy o najnizszych potegaahpochodza od cztondw:

p(x)s(s — Dagz® 2 + q(z)sapz® ' + z°ay,

a zatem aby istniato rozwiazanie musimy zaloggla przyktadu), ip(z) jest postacic+. . . podczas gdy(z) jest
postacia + x + . .. .... Dla pozostatych wspétczynnikdw dostajemy relacje rekurencyjne, ktére — jak zakladamy

potrafimy rozwiazé dostajac efektywnie,,(s) dlan = 1,2,....
Warunkiem istnienia rozwiazania jest Bygpetniato:

s(s—1)+sa=0.

Jesli jednak wspdtczynnikis, (s) sa osobliwe dla jednego z pierwiastkdw (na przykdad 0) mozemy prébowa

szuk& rozwiazania postaci:

(0ssF (s,))4_0
Na przyktad j&li rozwiazanie dla réwnania typFy ZZ > ¢ = —k < 0 mamy:

. TI(s—k)
an(s) = Fn+s—k)
Rozwijajac w szereg dla matychmamy, dlan < &:
—k)!
an(s) = "R o),

podczas gdy dla > k

! ! +c(n, k) + os).

nls) = k= 1ls

gdziec(n, k) jest funkcjan, &:

cn,k)= {0 !
T\ sHtn—k—1)(s+n—k—=2)--(s+1)(s—1)-(s—k+1)(s—k) ),
Mozemy teraz obliczy (0,sF (s, z)),_, (liczac po kolei(d;say, (s)z"+%),_,), (tutaj dlan > k):

(Ossa,(s)x" %), _ =
= nln(a:)x"m + c(n, k)z™.

0.2. Wihasndci funkcji hipergeometryczne;.

J&li o Fy (a, b, ¢; x) jest rozwiazaniem rownania hipergeometrycznego to:
o 27 F(a—c+1,b—c+1,2— ¢ x) jest rozwiazaniem niezaleznym

o yFi(a,ba+b+1—cl—2), (1—2) % %F(c—bc—a,l+c—a—b;1—x)sarozwiazaniami

(wokétz = 1).

e x7%F(a,a—c+1l,a—b+1;1), 27 Fi(b,b—a+1,b—a+1; 1) sarozwiazaniami (wokét = oo).

e pochodna funkgcji hipergeometrycznej:

dn . T(a+n)L'(b+n)l(c)
a2 fila b ae) = = e

T oF 1 (a+n,b+n,c+n;x)
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e Przyktady funkcji hipergeometrycznych:

2F1(_a7ba b,l‘) = (1 - ‘r)a?

3 1 .
oFi(=, =, =;2%) = —arc sin,
2 T

N W

)

N =

2
oF1(1,1,3;—x) = ﬁ(log(l + )+ zlog(l+z) —1).

13 _
2’2’
Calkowe przedstawienie funkcji hipergeometrycznej konfluentnej:

x1 Fy( 2?) =e¥ ¢~ dt = Erf(z), funkcja biedu)

F(C) ' e;ct a—1¢1 _ p\c—a—1
NC*@F@)A (1 —t) dt.

Szczegoblne przypadki funkcji hipergeometrycznej konfluentnej dla parametrow catkowitych (i potéwkowych)
omawiamy ponizej.

1Fi(a, ¢ z) =

0.3. Wielomiany Jacobiego.Wielomiany Jacobiego stanowia szczegdlny przypadek funkcji hipergeome-
trycznej dla parametra catkowitego:

Pn+a+1) 1—2z
Fi(— 1 1, —).
Tt IT(a 2 mntatftlatl )

Joh —
" 2

x /
-1 —O‘.SI—/()‘_ﬁi()r.i—O.Z 0.2 0.470.6 O.‘ 1

-10

—20

-30

Wielomiany Jacobiego na przedziddel, 1], n = 1,2,3,5dlaa = 1.1, 8 = 2.5,
Wielomiany Jacobiego spetniaja rownanie:

(1—a22)J2P @) +(B—a—(a—pF+2)x)JP (@) +(n+a+B+1)J%P(z)=0.

0.4. Wielomiany Hermite'a i Laguerre’a.

Wielomiany Hermite'a sa specjalnymi typami funkcji hipergeometrycznej konfluntnej (a raczej kombinacjami
liniowymi rozwi’azah podstawowych) dla potowkowego parameiru

r'(3) n 1
Fi(—7, 5
F(1_7n)1 1( 279’

I°(
I(

)

V2z) + )

—2) pn 3-\f2x)> .

2 72’

SIS

Hy(z) = 2" <



1. ROWNANIA ROZNICZKOWE HIPERGEOMETRYCZNE 8

40+
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Wielomiany Hermite’a na przedziale-1,1], n = 1,2, 3,4,5

Funkcje postacf,, (z) = e 17 H, (z) sa rozwiazaniami réwnania:

1-— 1
I@) + (5 = @) = 0.
Wielomiany Laguerre’a sa zdefiniowane jako:
F(n+p+1)

Ly(z) =

Fy(— 1;2).
M+ G+ 1) et 60)

‘10806040201 02 04 veo68—
X

Wielomiany Laguerre’a;f = 0) na przedziale—1,1],n = 1,2,3,4,5
0.5. Funkcje BesselaRéwnanie Bessel'a:
22 () + 2u' (z) + 922 — m?)u(z) = 0.

po podstawieniuu(z) = z™e~ v (x) prowadzi do réwnania:

2" + (2m + 1) — 2iz)v" —i(2m + 1)v = 0.
ktorego rozwiazaniami sa funkcje Bessela pierwszego rodzaju:
T )—L(f)m L Fy (m+ =, 2m + 1; 2ix)
mx_I‘(m—i—l)Z e 1£1(m 2,m ;21T).
Jm () orazJ_,,(z) sa dwoma niezaleznymi rozwiazaniami za wyjatkiem sytuacji kiedgst catkowite, wtedy:
J—m(x) = (_1)m']m(x)'
Post& catkowa unkcji Bessela:

1 x
I (x) = —/ef(t_%)t_m_ldt.

T o
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0.6

0.4+

02| -

-0.2 7

Catkowite funkcje Bessel'a na przedzidle10],n = 1,2,3,4,5

0.6

0.4’/ o
RSN g Ao

-0.2 7
—0.4
—0.6 7
—0.8 1

Potowkowe funkcje Bessel'a na przedziéle10], n = -2, -1, 1,
Funkcje Hankel'a s’a kombinacjami liniowymi funkcji Bessel'a:

[\CJ[eV]

1
_lipm (2)
Jm(x) 2 (Hm (.13) + Hm (I)) .
Jom(z) = % (em”H,(nl)(x) + e*m”iﬂﬁ(x)) :

0.6

04y
Pl /d ray

-0.27
—0.4
—0.6 7
-0.8

Funkcje Hankel'a na przedziale 5,5, n = —3, —
Ich asymptotyka w niesk@zondci jest postaci:

N|=
N|=
Njw

2 . m_im
H(2) ~ (| —eTemmE—iT
T
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