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ROZDZIAł 1

Równania różniczkowe hipergeometryczne

Rozważamy równania rózniczkowe zwyczajne drugiego rzędu postaci:

(0.1) p(x)
d2φ(x)

dx2
+ q(x)

dφ(x)
dx

+ λφ(x) = 0,

gdziep i q są wielomianami stopnia najwyżej drugiego. Równanie takie jest szczególnym przypadkiem równania
postaci:

(0.2)
d2φ(x)

dx2
+ τ(x)

dφ(x)
dx

+ σ(x)λφ(x) = 0,

gdzieτ(x) orazσ(x) są funkcjami wymiernymi postaci:

(0.3)

τ(x) =
1− a1 − a2

x− x1
+

1− b1 − b2

x− x2
+

1− c1 − c2

x− x3
,

σ(x) = a1a2
(x1 − x2)(x1 − x3)

(x− x1)2(x− x2)(x− x3)
+ b1b2

(x2 − x3)(x2 − x1)
(x− x1)(x− x2)2(x− x3)

+ c1c2
(x3 − x2)(x3 − x1)

(x− x1)(x− x2)(x− x3)2
.

gdziex1, x2, x3 mogą býc dowolnymi liczbami zespolonymi (włącznie zx = ∞).
Na przykład, jésli x1 = 0 a x2 = ∞ a a1 = c1 = 0, dostajemy (po wyeliminowaniu członów znikających)
równanie postaci:

(0.4)
d2φ(x)

dx2
+

(
c− (1 + a + b)x

x(1− x)
+

ab

x(1− x)

)
dφ(x)

dx
= 0,

przy oznaczeniachc = 1− a2, a = b1,b = b2 orazc2 = c− a− b - jest to równanie hipergeometryczne.
Rozważmy nast’epujeące przykłady równań tego typu (): zauważmy, iż używając translacji w zmiennejx, przeskalowa-
nia całego równania lub przeskalowaniax moźemy sprowadzić równanie do postaci kanonicznej, to jest ustalić
współczynnik przy najwyźszej potędzex w p(x), bądź przeskalować pierwiastek wielomianu tak by był wx = 0.

1. (równanie o stałych współczynnikach)

• p(x) = 1, q(x) = c.
Rozwiązania, które znajdujemy w sposób standardowy są postaci:

eλ1x, eλ2x,

gdzieλi są pierwiastkami równania kwadratowego:λ2
i + cλi + λ = 0. a jésli jest jeden pierwiastek

podwójnyλ0:
eλ0x, xeλ0x,

2. (równanie Hermite’a)
• p(x) = 1, q(x) = −2x, λ = 2a:
3. (równanie hipergeometryczne typu0F1)
• p(x) = x, q(x) = c, λ = −1:

Dla przypadkuc różnego od liczby całkowitej ujemnej rozwiązanie wyraża się za pomocą funkcji
hipergeometrycznej typu0F1(c;x) okréslonej jako:

3



1. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE HIPERGEOMETRYCZNE 4

0F1(c;x) = Γ(c)
∞∑

k=0

xn

n!Γ(n + c)
,

drugim rozwiązaniem podstawowym jest:

x2−c
0F1(2− c;x).
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Typowe funkcje0F1(c;x) dla c = 5.3, 6.3, 8.3.
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Typowe funkcjex2−c
0F1(2− c;x) dla c = 5.3, 6.3, 8.3.

Jésli c jest liczbą ałkowitą, jedno z rozwiązań jest dobrze okréslone, natomiast drugie jest osobliwe.
Stosujemytedy metodę Frobeniusa.

4.(równanie hipergeometryczne konfluentne)
• p(x) = x, q(x) = (c− x) , λ = −a

Dla przypadkuc różnego od liczby całkowitej ujemnej rozwiązanie podstawowe jest postaci:

1F1(a, c;x) =
Γ(c)
Γ(a)

∞∑
k=0

Γ(a + n)
Γ(n + c)

xn

n!
,

Analogicznie znajdujemy drugie rozwiązanie:

x1−c
1F1(a− c + 1, 2− c;x)



1. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE HIPERGEOMETRYCZNE 5

0

20

40

60

80

100

2 4 6 8 10
x

Typowe funkcje1F1(c;x) dlaa = 1.5, c = 5.3, 6.3, 8.3.
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Typowe funkcjex1−c
1F1(a− c + 1, 2− c;x) dlaa = 1.5, c = 5.3, 6.3, 8.3.

Rozwiązania w postaci funkcji hipergeometrycznej są dobrze określone jésli c nie jest
5. (równanie jednorodne Eulera)
• p(x) = x2, q(x) = bx, λ = −a,:

To równanie ma rozwiązania podstawowe postaci:

xλ
1 , xλ

2 ,

gdzieλ1, λ2 są pierwiastkami równania kwadratowego:

λi(λi − 1) + 2bλ1 − 2a = 0.

Jésli λ0 jest pierwiastkiem podwójnym to rozwiązaniami podstawowymi są:

xλ
0 , log(x)xλ

0 ,

6. (równanie hipergeometryczne(2, 0))
• p(x) = x2, q(x) = 1 + (1 + a + b)x, λ = ab,
7. (równanie hipergeometryczne)
• p(x) = x(1− x), q(x) = c− (1 + a + b)x, λ = −ab,

Rozwiązania podstawowe są postaci:

2F1(a, b, c;x) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑
k=0

Γ(a + n)Γ(b + n)
Γ(c + n)n!

xn,

oraz

x1−c
2F1(a− c + 1, b− c + 1, 2− c;x).
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0.1. Metoda Frobeniusa.Rozważmy szereg określający rozwiązanie równania (??):

F (s, x) = xs
∞∑

n=1

anxn,

Wyrazy o najniższych potęgachx pochodzą od członów:

p(x)s(s− 1)a0x
s−2 + q(x)sa0x

s−1 + xsa0,

a zatem aby istniało rozwiązanie musimy założyć (dla przykładu), iżp(x) jest postacix+ . . . podczas gdyq(x) jest
postacia + x + . . . .... Dla pozostałych współczynników dostajemy relacje rekurencyjne, które – jak zakładamy
potrafimy rozwiązác dostając efektywniean(s) dlan = 1, 2, . . ..
Warunkiem istnienia rozwiązania jest bys spełniało:

s(s− 1) + sa = 0.

Jésli jednak współczynnikian(s) są osobliwe dla jednego z pierwiastków (na przykłads = 0) moźemy próbowác
szukác rozwiązania postaci:

(∂ssF (s, x))s=0

Na przykład jésli rozwiązanie dla równania typu0F1 z Z 3 c = −k < 0 mamy:

an(s) =
Γ(s− k)

Γ(n + s− k)

Rozwijając w szereg dla małychs mamy, dlan < k:

an(s) =
(n− k)!

k!
+ o(s),

podczas gdy dlan ≥ k

an(s) =
1

k!(n− k − 1)!
1
s

+ c(n, k) + o(s).

gdziec(n, k) jest funkcjąn, k:

c(n, k) =
(

∂s
1

(s + n− k − 1)(s + n− k − 2) · · · (s + 1)(s− 1) · · · (s− k + 1)(s− k)

)
s=0

Możemy teraz obliczýc (∂ssF (s, x))s=0 (licząc po kolei(∂ssan(s)xn+s)s=0), (tutaj dlan ≥ k):

(∂ssan(s)xn+s)s=0 =
= nln(x)xn 1

k!(n−k−1)! + c(n, k)xn.

0.2. Własnósci funkcji hipergeometrycznej.

Jésli 2F1(a, b, c;x) jest rozwiązaniem równania hipergeometrycznego to:

• x1−c
2F1(a− c + 1, b− c + 1, 2− c;x) jest rozwiązaniem niezależnym

• 2F1(a, b, a + b + 1− c; 1− x), (1− x)c−a−b
2F1(c− b, c− a, 1 + c− a− b; 1− x) są rozwiązaniami

(wokół x = 1).
• x−a

2F1(a, a− c+1, a− b+1; 1
x ), x−b

2F1(b, b−a+1, b−a+1; 1
x ) są rozwiązaniami (wokółx = ∞).

• pochodna funkcji hipergeometrycznej:

dn

dxn 2F1(a, b, c;x) =
Γ(a + n)Γ(b + n)Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c + n) 2F1(a + n, b + n, c + n;x)
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• Przykłady funkcji hipergeometrycznych:

2F1(−a, b, b;x) = (1− x)a,

2F1(
1
2
,
3
2
,
3
2
;x2) =

1
x

arc sinx,

2F1(1, 1, 3;−x) =
2
x2

(log(1 + x) + x log(1 + x)− 1).

x1F1(
1
2
,
3
2
;−x2) =∈x

0 e−t2dt = Erf(x), funkcja błędu)

Całkowe przedstawienie funkcji hipergeometrycznej konfluentnej:

1F1(a, c;x) =
Γ(c)

Γ(c− a)Γ(a)

∫ 1

0

extta−1(1− t)c−a−1dt.

Szczególne przypadki funkcji hipergeometrycznej konfluentnej dla parametrów całkowitych (i połówkowych)
omawiamy poniżej.

0.3. Wielomiany Jacobiego.Wielomiany Jacobiego stanowią szczególny przypadek funkcji hipergeome-
trycznej dla parametrua całkowitego:

Jα,β
n =

Γ(n + α + 1)
Γ(n + 1)Γ(α + 1) 2F1(−n, n + α + β + 1, α + 1;

1− x

2
).
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x

Wielomiany Jacobiego na przedziale[−1, 1], n = 1, 2, 3, 5 dlaα = 1.1, β = 2.5,

Wielomiany Jacobiego spełniają równanie:

(1− x2)Jα,β
n (x)′′ + (β − α− (α− β + 2)x)Jα,β

n (x)′ + (n + α + β + 1)Jα,β
n (x) = 0.

0.4. Wielomiany Hermite’a i Laguerre’a.

Wielomiany Hermite’a są specjalnymi typami funkcji hipergeometrycznej konfluntnej (a raczej kombinacjami
liniowymi rozwi’azán podstawowych) dla połowkowego parametrua:

Hn(x) = 2n

(
Γ( 1

2 )
Γ( 1−n

2 ) 1F1(−
n

2
,
1
2
;
√

2x) +
Γ(− 1

2 )
Γ(−n

2 ) 1F1(
1− n

2
,
3
2
;
√

2x)
)

.
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Wielomiany Hermite’a na przedziale[−1, 1], n = 1, 2, 3, 4, 5

Funkcje postacifn(x) = e−
1
4 x2

Hn(x) są rozwiązaniami równania:

f ′′n (x) + (
1− n

2
− 1

4
x2)fn = 0.

Wielomiany Laguerre’a są zdefiniowane jako:

Lµ
n(x) =

Γ(n + µ + 1)
Γ(n + 1)Γ(µ + 1) 1F1(−n, µ + 1;x).
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Wielomiany Laguerre’a (µ = 0) na przedziale[−1, 1], n = 1, 2, 3, 4, 5

0.5. Funkcje Bessela.Równanie Bessel’a:

x2u′′(x) + xu′(x) + 9x2 −m2)u(x) = 0.

po podstawieniu:u(x) = xme−ixv(x) prowadzi do równania:

xv′′ + ((2m + 1)− 2ix)v′ − i(2m + 1)v = 0.

którego rozwiązaniami są funkcje Bessela pierwszego rodzaju:

Jm(x) =
1

Γ(m + 1)

(x

2

)m

e−ix
1F1(m +

1
2
, 2m + 1; 2ix).

Jm(x) orazJ−m(x) są dwoma niezależnymi rozwiązaniami za wyjątkiem sytuacji kiedym jest całkowite, wtedy:

J−m(x) = (−1)mJm(x).

Postác całkowa unkcji Bessela:

Jm(x) =
1

2πi

∫
e

x
2 (t− 1

t )t−m−1dt.
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Całkowite funkcje Bessel’a na przedziale[1, 10], n = 1, 2, 3, 4, 5
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Połowkowe funkcje Bessel’a na przedziale[1, 10], n = − 3
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Funkcje Hankel’a s’a kombinacjami liniowymi funkcji Bessel’a:

Jm(x) =
1
2

(
H(1)

m (x) + H(2)
m (x)

)
.

J−m(x) =
1
2

(
emπiH(1)

m (x) + e−mπiH(2)
m (x)

)
.
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Funkcje Hankel’a na przedziale[−5, 5], n = − 3
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Ich asymptotyka w nieskónczonósci jest postaci:

H(1)
m (x) ∼

√
2

πx
eixe−im π

2−i π
4 .
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H(1)
m (x) ∼

√
2

πx
eixe−im π

2−i π
4 .


