Mechanika kwantowa, FTiMS PG, semestr06
Zestaw 6

1. Harmoniki sferyczne zdefiniowane sa w nastepujacy sposob

A+1 (1= |m])!
dr (I + |m|)!

Y™ (6,0) = e ™% PI™(cos 6)

gdzie e = (—1)" dlam > 0ie = 1 dlam < 0, natomiast P;"(x) sa stowarzyszonymi funkcjami
Legendre’a.
Korzystajac z powyzszych faktéw skonstruuj harmoniki sferyczne Yy, Yi' oraz Y3', a nastepnie wykaz,
Ze sa one unormowane i ortogonalne.

2. Wykaz w bezposrednim rachunku, ze harmoniki sferyczne spekniajq nastepujace relacje

(a) Yl_l(ﬁ, p) = ﬁf{;ll)!e*”‘f’ sin 8

(b) Y2(0,) = /2 Pu(cos)

3. Wykaz, ze funkcja

spetnia réwnanie biegunowe dla l = m = 0.
Powyzsza funkcja jest formalnie poprawnym rozwigzaniem réwnania biegunowego. Dlaczego nie jest to
rozwigzanie akceptowalne fizycznie? Uzasadnij odpowiedz.

4. Stosujac metode analityczng (rozwiniecia w szereg potegowy) wyznacz ogdlna posta¢ funkeji falowych
stanow zwigzanych atomu wodoru i odpowiadajace tym stanom poziomy energetyczne.

Funkcja radialna (bedaca rozwigzaniem réwnania radialnego) jest parametryzowana przez liczby n oraz
[, przy czym pierwsza z nich okresla numer poziomu energetycznego (n = 1,2,3,...), druga jest liczba
kwantowa [ =0,1,2,...,n — 1.

Wyznacz jawng postac rozwigzan R,,;(r) odpowiadajacych stanowi podstawowemu atomu wodoru (n =
1) oraz pierwszemu stanowi wzbudzonemu (n = 2).

5. Funkcje falowa elektronu w atomie wodoru w najogolniejszej postaci mozna zapisa¢ jako U, =
Rn(r)Y;™(8, ). Prawdopodobieristwo znalezienia elektronu w objetoéci dV = r?sinfdrdfdy wokét
punktu wyznaczonego przez wspétrzedne r, 0, ¢ jest réwne U, (1,6, ) [2dV .

Chociaz funkcja falowa ¥,,;, pozwala wyznaczy¢ prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w
okreslonym punkcie przestrzeni, to niekiedy konieczna jest znajomo$¢ prawdopodobienstwa znalezienia
elektronu w okreslonej odlegtosci r od jadra, niezaleznie od kierunku (wyznaczonego przez katy € i ).

(a) Wykaz, ze prawdopodobienistwo znalezienia elektronu pomiedzy dwiema koncentrycznymi sferami
o promieniach odpowiednio r i 7 +dr jest rtéwne P(r)dr = R (r)r?dr. Funkcja P(r) nazywana jest
radialng funkcja gestosci prawdopodobienstwa.

(b) Wykaz, ze dla elektronu w stanie podstawowym atomu wodoru funkcja gestosci praw-
dopodobienistwa P(r) okreslona jest nastepujaco

4 .
P(r)y = —3726_2T/“,
a

gdzie a = % ~ 0.529 - 10~ m jest promieniem Bohra.
Naszkicuj wykres funkcji P(r).

(c) Korzystajac z jawnej postaci funkcji P(r) dla stanu podstawowego atomu wodoru wykaz, ze na-
jbardziej prawdopodobna odlegtos¢ elektronu od jadra jest réwna promieniowi Bohra a.



6. Funkcja falowa elektronu w atomie wodoru w stanie podstawowym ma postac

1
\IJnlm("', 05 (P) = \I/IOO(Ty 9, 1,0) = RIO("')YOO(aa(p) = 3877«/“-
Ta

Dla elektronu scharakteryzowanego powyzsza funkcja prosze wyznaczy¢

(a) najbardziej prawdopodobona odleglos¢ elektronu od jadra

(b) srednia odleglos¢ elektronu od jadra (warto$¢ oczekiwang potozenia )
(c) wariancje odlegtosci elektronu od jadra

(d) srednig wartos¢ n—tej potegi odlegtosci elektronu od jadra (dla n > —2).
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