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Rozdziat 36

(U.15) Spin 1/2

36.1 Spin 1/2 w polu magnetycznym

36.1.1 Wprowadzenie

Bedziemy tu rozwazaé czastke obdarzona spinem 1/2 oddzialujaca z zewnetrznym polem magne-
tycznym. Czastka taka moze by¢ np. atom srebra uzywany w doswiadczeniu Sterna-Gerlacha.
Spin atomu jest zwiazany ze spinem elektronu walencyjnego. Stan takiego uktadu mozna opisaé
funkcja falowa — spinorem postaci (17.73). Nie bedziemy jednak bada¢ przestrzennej (orbitalnej)
czesci. Skoncentrujemy sie na zmiennych spinowych, ktoére sg niezalezne. Po prostu bedziemy
mowié o czastce ze spinem 1/2, nie precyzujac przy tym jaka czastke mamy na mysli.Dla usta-
lenia uwagi mozemy mysle¢ o atomie srebra, lub o innej czastce, ktorej spin zwiazany jest z
elektronem.
Czastka taka posiada spinowy moment magnetyczny

ﬁ:g%S: —9%8, (36.1)
gdzie g — wspolezynnik giromagnetyczny (rowny 2 dla elektronu, a na ogot zalezny od typu ba-
danej czastki). S = %h&" jest oczywiscie operatorem spinu 1/2. Energia oddzialywania momentu
magnetycznego z polem o indukcji B wynosi

v —iB=d58 (36.2)

2me

Na tej podstawie okreslimy hamiltonian spinu 1/2 w polu magnetycznym

g _ g g g

H = 2me S-B. (36.3)
Rozwazania nasze maja (jak i poprzednio) charakter potklasyczny, bowiem pole magnetyczne
bierzemy jako zadana funkcje polozenia i czasu. Poniewaz nie badamy tu ruchu czastki, a tylko
jej stan spinowy, wiec zaleznosé pola B od polozenia jest czysto parametryczna i nie ma wiekszego
znaczenia. Hamiltonian (36.3) z réznie zadanym polem B jest czesto stosowanym modelem wielu
réznorodnych zjawisk. Model ten stosuje sie, gdy przestrzeni stanéw uktadu mozna ograniczy¢ do
przestrzeni dwuwymiarowej (uklad o dwoch stanach). Skupimy tu jednak uwage na spinie 1/2.

36.1.2 Pole statyczne i pole zmienne w czasie

Pole magnetyczne B = ﬁ(t) wystepujace w hamiltonianie (36.3) mozna zadawa¢ na rézne spo-
soby. W rozdziale tym rozwazymy sytuacje, w ktorej

B = (Bjcoswt, Bysinwt, By). (36.4)
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Pole to jest superpozycja dwoch pol. Wzdtuz osi z mamy pole statyczne o indukeji By, za$ w
plaszczyznie xy pole o amplitudzie B; wirujace wokot osi z. To drugie pole mozna powiagzaé z
polem spolaryzowanej kotowo fali elektromagnetycznej poruszajacej sie w kierunku osi z. Zwy-
kle czestosé takiej fali lezy w radiowym zakresie widma. Podstawiajac pole (36.4) do (36.3),
otrzymujemy hamiltonian

5 gle]

H = 5 (SgBicoswt + SyBysinwt + S.Bp). (36.5)
Me

Wprowadzamy oznaczenia

glel gle|
wg = — B, w, = —B 36.6
0 oM. 0, 1 2me 1 ( )

ktore maja (co tatwo sprawdzi¢) wymiar czestosci (predkosci kotowej), tj. [wo 1] = s~1. Wobec
tego hamiltonian zapisujemy jako

H = wyS. + wi(Sycoswt + Sysinwt ). (36.7)

Wyrazajac operatory spinu przez macierze Pauliego nadajemy hamiltonianowi posta¢ macierzy

i h wo w1 (coswt — isinwt)
2\ wi(coswt +isinwt) — wo
h w w e—iwt
- 2 L . (36.8)
2\ wie" —wo

36.1.3 Rownanie Schrodingera

Celem naszych rozwazan jest zbadanie ewolucji stanu spinowego | x(¢)) pod wptywem pola ma-
gnetycznego (36.4). Szuka¢ wiec bedziemy rozwiazania roéwnania Schrodingera

S0y = Ax), (36.9)

gdzie H jest hamiltonianem (36.8). Rozwiazania maja spetnia¢ warunek poczatkowy, zadany w
0g0lny sposéb

| x(to)) = <X1(t0) ) (36.10)

x2(to)

gdzie x;(to) sa liczbami zespolonymi, spelniajacymi warunek unormowania, to jest

(x(to) I x(to)) = Ix1(to)]* + Ix2(to)]® = L. (36.11)

Rownanie Schrodingera z hamiltonianem (36.8) przybiera postaé

L0 [ xi(t) _h wo  wy et ()
ih = ( x2(t) ) 2 < wp et g ) < X2 (t) ) (36.12)

réwnowazna nastepujacemu uktadowi réwnarn

Jdxi(t) wo Wi it

= T xi(t) + o e xa(t)

dxot) Wi wo

U = ¢ x1(t) 2 xa(1), (36.13)
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ktory bedziemy teraz rozwiazywac przy warunku poczatkowym (36.10). Uklad (36.13) jest ukla-
dem sprzezonych réwnan roézniczkowych pierwszego rzedu z zaleznymi od czasu wspotczynnika-
mi. Pierwszy krok rozwiazania polega na pozbyciu si¢ zaleznosci od czasu we wspotczynnikach
w prawych stronach réwnani. W tym celu oznaczamy

Xl(t) _ e—iwt/QCI(t)
Xa(t) = €2 Cy(t), (36.14)

Gdzie Cj(t) sa nowymi, poszukiwanymi funkcjami czasu. Zwr6¢my uwage, ze warunek poczat-
kowy (36.10) mozemy zapisa¢

—iwoto /2
Ix(to)) = ( igg; ) - ( o ﬁ) ) - (36.15)
a wiec innymi stowy mamy

Cilto) = xalto) e™oro/?

Ca(t) = Xalto) e ™/, (36.16)
Podstawiajac wyrazenia (36.14) do réownan (36.13) otrzymujemy

%e—iwt/Q Cl(t) + ie—z‘wt/2 Cl(t) _ % 6—iwt/2 Cl(t) + % e—iwt/2 Cz(t)
—%WMm+MWmﬂ:%W%m—%WWwy (36.17)

Dzieki podstawieniu (36.14) czynniki wyktadnicze sie skracaja, wspotczynniki po prawych stro-
nach staja sie niezalezne od czasu. Porzadkujac, dostajemy
Wy —w

G = a0 + F o

iCa(t) = O -

Wy —w

Cy(t). (36.18)
Wprowadzamy teraz pozyteczne oznaczenie
A = w—uw (36.19)

i uktad rownan (36.18) zapisujemy w postaci

VAN iwl

Ci(t) = - Cilt) = == Go(1)
mw:—%qm—%@@ (36.20)

Otrzymane réwnania sa nadal sprzezone, lecz ich wspolczynniki sg juz niezalezne od czasu.
Rozwiazania mozna poszukiwaé na rézne sposoby. Mozna, na przyktad, zrézniczkowaé uklad, a
nastepnie wykorzystujac wyjsciowe rownania, doprowadzi¢ go do dwoch réwnan drugiego rzedu
dla kazdej z funkcji Cj(t) oddzielnie. Oméwimy tu jednak inng metode, ktora mozna stosowaé do
uktadéw rownan rozniczkowych pierwszego rzedu o wiekszej liczbie nieznanych funkcji (i o od-
powiednio wiekszej liczbie rownan tworzacych uktad). Wprowadzamy tymczasowe (pomocnicze)
oznaczenia

(1)) = (Cl(t) ) M = ( 398 _%iM) (36.21)

Cg(t) — %iwl — %’LA
i zapiszmy uktad (36.20) w formalnej, macierzowej postaci
d
5 o) = Me(t)) (36.22)

przy warunku poczatkowym wynikajacym z (36.15).
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36.1.4 Dygresja matematyczna

Przypomnimy tu zasadnicze etapy rozwiazania ukladu n > 2 réwnain rézniczkowych pierwszego
rzedu z niezaleznymi od czasu wspoétczynnikami

d - .
k=1
gdzie f;(t) stanowi zbiér n nieznanych funkcji, zag M, jest macierzg liczbowa n x n o statych, i
na ogo6t zespolonych, wspotczynnikach. Zapisujac nieznane funkcje w postaci "shupka", mozemy

go utozsami¢ z wektorem | f(¢)) € C". Dzieki temu réwnania (36.23) zapisujemy w formalnej
postaci macierzowej

d
o [F@©) = MIf(®)). (36.24)

Oczywiscie nasz uktad (36.22) jest szczegdlnym przypadkiem n = 2. Niech jeszcze | f(t() ) oznacza
wektor, bedacy warunkiem poczatkowym dla badanego réwnania.

e Macierz M jest stata, mozemy wiec formalnie scatkowaé rownanie (36.24) otrzymujac

[F(8)) = M) f(kg)). (36.25)

Elementarne rézniczkowanie pozwala sprawdzié, ze rzeczywiscie mamy rozwigzanie réwna-
nia, spelniajace takze warunek poczatkowy. Funkcja macierzy jest zdefiniowana poprzez
rozwiniecie w szereg. Obliczenie w ten sposob macierzy eMt jest wykonalne jedynie w bar-
dzo nielicznych przypadkach. Mozna jednak tego uniknaé¢, wybierajac zupetnie inny sposéb
podejscia.
e Znajdujemy wartosci i wektory wtasne macierzy M, tj. rozwiazujemy rownanie

Mlg;) = Ajlg;) j=12...,n (36.26)
Dla prostoty, zalozymy, ze wszystkie wartosci wtasne sa rézne — brak degeneracji. W rezul-
tacie znamy zbiory liczb {A;}7_; i wektoréw {|g;)}7_;, przy czym wektory | g; ) wygodnie
jest unormowa¢. W przypadku zdegenerowanych wartosci wlasnych ponizsza procedura,

przy pewnych modyfikacjach, takze moze byé stosowana.
e Rozkladamy warunek poczatkowy na wektory wlasne macierzy M

) = a1y, 36.27)

czyli znajdujemy (rozwiazujac liniowy uktad réwnan) zbior wspotezynnikéw {a;}7_;.
e Do formalnego rozwiazania (36.25) podstawiamy rozktad (36.27)

n n
[f(1)) = M S ailg) = Y a; Mgy, (36.28)
j=1 j=1
Funkcja macierzy M dziala na wektory wtasne tejze macierzy, zatem
n
1F@) = Y ayehtto) gy, (36.29)
j=1

co koriczy procedure rozwiazania rownania (36.24), bowiem wszystkie wielkosci stojace po
prawej stronie sg juz znane z poprzednich etapdéw.

Szczegodly (dowody) omoéwionego sposobu rozwiazywania uktadu réwnan rézniczkowych pierwsze-
go rzedu (o statych wspolezynnikach) mozna znalezé w podrecznikach analizy lub teorii rownan
rézniczkowych.

Naszkicowana tu procedure zastosujemy do réwnania Schrodingera (36.22).
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36.1.5 Rozwigzanie rownania (36.22)
Zastosowanie omoéwionej metody rozwiazywania ukladu réwnan rézniczkowych musimy zaczaé
od zagadnienia wtasnego dla macierzy ukladu.
1. Warto$ci wlasne
Rozpoczynamy wiec od réwnania na wartosci wlasne macierzy M danej w (36.21)
1 1.
sIA—X — 5w
det [ 277 2 ) =, (36.30)
—5iw;  —5iA =
skad wynika réwnanie kwadratowe wzgledem niewiadomej A
—(Fia+a) (Fia-x) + fuf =0 (36.31)

Rozwiazanie tréjmianu jest elementarne, wyniki sa nastepujace

M2 = £1iQ, gdzie Q = \JAZ+ w2, (36.32)

2. Wektory wlasne

Pierwszy wektor wlasny

[¢1) = (m ) (36.33)
y

macierzy M dla wartosci wlasnej Ao = %ZQ obliczamy z réwnania
1. 1 1.
SiA — i Q) — Siw T
<2 2 R )( ):0. (36.34)
— 5wy —51A =518 Y
Roéwnowazny uktad rownan jest liniowo zalezny, bierzemy tylko jedno réwnanie, z ktorego dosta-
jemy

1
w1

w1

Normujemy uzyskany wektor wlasny, (pozbywajac sie dowolnej liczby x)

1= (¢1]p1) = |af %{;A) . 2| = m, (36.36)
gdzie skorzystalismy z okreslenia 2 w (36.32). Wybierajac faze réwna zeru otrzymujemy
w1 1
[¢1) = Ve Aw— Q|- (36.37)
1

Druga warto$é wtasna macierzy M rozni sie o pierwszej jedynie znakiem. A zatem drugi wektor
wlasny otrzymamy z pierwszego po prostu dokonujac zamiany 2 — —£2. Wobec tego

1
w1
_ _ 36.38
| ¢2) SRRy Q+A ( )
w1
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3. Warunek poczatkowy i wektory wtlasne

Warunek poczatkowy dla rownan (36.20) musimy roztozy¢ na wektory wlasne macierzy M. Od-
powiada to réwnaniu

( Ci(to)
Cg(t())

ktory musimy rozwiaza¢ wzgledem wspotezynnikow a ;. Podstawiajac wektory wlasne (36.37) i
(36.38) dostajemy uktad rownan

) = ail¢1) + az|d2), (36.39)

o a1 wi ag Wi
Gilto) = Q-4 | VO D)
Os(ty) = — -2 -4 | @ef+d) (36.40)

2Q(Q — A) V20(Q+A)
Rozwiazanie ukladu dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi nie stanowi zadnego problemu.
Wyniki sa nastepujace

Q-A [Q+A
a; = 50 [ o Ci(to) — 02(750)] ;
Q+A Q-A
ay = 20 |: o Cl(to) + Cg(t())] . (36.41)

4. Ostatni krok rozwigzania

Mamy juz wszystkie elementy konieczne do skonstruowania rozwiazania naszego problemu, tj.
réwnania (36.22). Zgodnie z przepisem (36.29) podstawiamy obliczone wspotczynniki aq i ag oraz
wartosci 1 wektory wlasne. W ten sposéb otrzymujemy

Cr®) \ _  iogte)2 —iQ(t—t0)/2
<Cg(t)> = ae 1) + age | p2)

— Cg(to)} et/ gy )

Q-A

+ @(toﬂ e T | 62)

1
Q4+ A <
_ W C1(to) + _ 02(750)] 18U t—t0)/2 Q- A

w1

1
+ Cz(to)} e 2L g A | (36.42)

w1

w1

Formuta ta jest dos¢ zlozona, jednak wiele sktadnikéw mozna pogrupowaé tak, ze funkcje wy-

+iQt/2

ktadnicze e dadzg sie wyrazi¢ przez funkcje trygonometryczne. W rezultacie przeksztatcen

otrzymujemy
C1(t) = Ci(to) cos (32t — to))

i

+ Q[Acl(to) - wng(to)] sin (%Q(t—to)),
Cs(t) = Ca(to) cos (32t — to) )
- é[wlCl(to) + ACs(ty)] sin (30t ~ o). (36.43)
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5. Zebranie wynikow
Rozwiazanie rownania Schrodingera (36.9) z hamiltonianem (36.8) dane jest przez spinor
x1(t)
[x(@)) = ( ) ; (36.44)
x2(t)

o sktadowych wynikajacych z rownan (36.14), warunkoéw poczatkowych (36.15), ktore trzeba
wykorzysta¢ w rozwiazaniach (36.43). Otrzymujemy wtedy

xa(t) = e 2 Ly (t9)e™1/2 cos (30t — 1))

+ é[AXI(tO) eiwto/2 _— X2(t0) efiwto/Q] sin (%Q(t—to))},

xa(t) = ¢!/ { xa(to) 7"/ % cos (30t — to))

- é[ul x1(to) €90/% 4 Axo(to) e™"/%] sin (%Q(t—t@)}, (36.45)

gdzie obowiazuja oznaczenia (36.6), a takze

A = w—uwy, Q = A2+ 02 (36.46)

Formuly powyzsze stanowia $ciste rozwiazanie rownania Schrodingera dla spinu 1/2 oddziatujace-
go z polem magnetycznym (36.4). Liczby x1(0) i x2(0) sa sktadowymi dowolnego, unormowanego
stanu poczatkowego spinu. Rozwiazania powyzsze wygodnie jest czasem zapisaé w postaci

Xl(t) — Xl(tO) e—iw(t—to)/2 |:cos (%Q(t — to)) + % sin (%Q(t — t0)>:|

— xa(to) e w(t+to)/2 (%) sin (%Q(t — t0)> )

xalt) = = o) =02 (20 sin (04t - 1))
+ XQ(tO) ez'w(tfto)/2 |:COS (%Q(t - to)) — % sin (%Q(t — to)) ] (36.47)

Bezposrednim rachunkiem (cho¢ jest to dos¢ zmudne) mozna sprawdzié, ze uzyskane rozwia-
zanie jest unormowane, tzn. ze dla dowolnej chwili czasu ¢ > 0 mamy

(x®Ix®)) = ha@®F + @) = 1. (36.48)

Nie jest to stwierdzenie nieoczekiwane, bowiem wiadomo, ze rownanie Schrodingera nie zmie-
nia normy wektora stanu. Ogoblne rozwigzania postuzg nam do dyskusji pewnych przypadkéw
szczegblnych.

36.1.6 Pole statyczne. Precesja Larmora

Przypadek pola statycznego odpowiada nieobecnosci fali elektromagnetycznej, co otrzymamy
wybierajac w (36.4) By = 01w = 0. Zgodnie z oznaczeniami (36.46) mamy wtedy A = —wq oraz
Q) = wp. Ogolne rozwiazania (36.45) redukuja sie wowczas do (dla prostoty ktadziemy ¢o = 0)

xi(t) = x1(0)cos (Jwot) — x1(0)sin (Jwot) = xa(0) 702,
() = xa(0)cos (guut) + xe(@)sin (unt) = xa(0) e (36.49)
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Okreslmy teraz (do tej pory dowolny) stan poczatkowy. Przyjmijmy, ze odpowiada on spinowi
"w gore" wzdluz osi i1 = (sin 6 cos ¢, sinfsin g, cosf), a wiec wedtug (17.60) ma postaé

0) = [+)s = ( e~/ cos(6/2) ) (36.50)
B e#/2 sin(0/2) | '
Wobec tego, z powyzszych rownan stan spinowy w polu statycznym dany jest jako
) ( e~een/2 cos(/2) ) | 3650)
P twot)/2 4in(9/2)

Stan poczatkowy jest to stan, ktory (z prawdopodobienstwem 1) odpowiada rzutowi spinu na
o$ Il rownemu —i—%h. Stan | x(t)) za$ odpowiada sytuacji, gdy kierunek 1i(t) staje sie zalezny od
czasu poprzez zmienne w czasie katy

0(t) = 6 = const., o(t) = ¢ + wot. (36.52)

Mozemy wiec powiedzie¢, ze rzut spinu na chwilowa o§ 1i(t) zawsze (z prawdopodobieristwem
1) wynosi %h. Os 1i(t) wiruje wokol osi z po tworzacej stozka o kacie rozwarcia réwnym 26, z
predkoscia katowa wynoszaca wg. A wiec badany spin dokonuje precesji wokdt osi z — jest to
wlasnie kwantowa precesja Larmora. Nietrudno sprawdzié, ze w tej sytuacji rzut spinu na os z
jest stalag ruchu

(x5 [x(®) = (i), x3(t)) < §0h _Ll) < 28 )

= 2inoP - heop)
= 2{0082 (%9) — sin? (%9)} = g cosf = const., (36.53)

co ewidentnie nie zalezy od czasu. Fakt ten wynika takze stad, ze w polu statycznym hamiltonian

~

H = wyS,. Operator S, komutuje z hamiltonianem, czyli rzeczywiscie musi by¢ stata ruchu —
jego wartos¢ oczekiwana nie zalezy od czasu, tak jak to otrzymaliS§my z bezposrednich obliczen.
Analogicznie pokazemy, ze

(X018, [x(0) = 5 sinf cos(io + )

(x(@)|Sy|x()) = ; sin 0 sin(p + wot). (36.54)

A zatem wartosci oczekiwane rzutu spinu na osie z i y sg jawnie zalezne od czasu. W czasie
dtugotrwatych pomiaréw wartosci te zwykle usredniaja si¢ do zera.

36.1.7 Oscylacje Rabiego

Wracamy do dyskusji ogdlnych rozwiazan (36.45). Dla jej uproszczenia zalozmy, ze w chwili
poczatkowej spin mial kierunek "w dot", tj.

[x(0)) = <223§> = |-)., = <(1)> (36.55)

wowczas dla czasow pozniejszych, z (36.45) mamy
—iwt/2 1w . 1
xi(t) = —e (ﬁ) sin (§Qt>

o) = emﬂ[cos (301) - %sin(%@t)l (36.56)
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Oczywiscie x1(t) 1 x2(t) sa to amplitudy prawdopodobienstwa tego, ze spin jest "w gore" lub
"w dol" (czyli, ze zmierzone wartosci rzutu spinu na o$ z wynosza odpowiednio —1—%71 lub —%h).
Odpowiednie prawdopodobieristwa to

2
_ 2 _ Wi . 2/1
P(t) = Pa@P = 55 sin® (3900),
AQ
P(t) = Po®] = cos?(30f) + o7 sin” (301). (36.57)

Ze wzgledu na to, ze Q% = A? 4 w?, prawdopodobieristwa (tak jak to by¢ powinno) sumuja sie
do jedynki. Odwotujac sie do oznaczen (36.46) mozemy napisaé
2

w . t
Put) = oy (5 Ve e et )
P(t) = 1 — P.(b) (36.58)

Na podstawie tych wzoréw mozemy tatwo przedyskutowaé co dzieje sie w uktadzie. Przede wszyst-
kim zauwazmy, ze statyczne pole ]_3;0 = (0,0, By) wyznacza o$ z, wzdluz ktorej ustalamy kierunki
"w gore" 1 "w dot". Pole zmienne B, = (B; coswt, By sinwt, 0) sprawia, ze spin doznaje "prze-
skokow". Gdy B; = 0, wowczas takze wy = 0, a zatem Py (t) = 0, za§ P_(t) = 1. A wiec przy
braku pola B rzut spinu na 0§ z nie zmienia sie (mamy sytuacje precesji Larmora). Pole zmienne
jest tu wiec kluczowe.

Omoéwmy to wszystko dokladniej. W chwili poczatkowej spin byt skierowany "w dot", tj.
P (t=0)=0, za§ P_(t=0)=1, co zreszta wynika ze wzoréw (36.58). Wraz z uplywem czasu
prawdopodobienistwo znalezienia spinu w stanie "w gore" rosnie. W chwili gdy %Qt: %7‘(, to jest
w chwili t=7/Q osiaga ono maksymalna warto$¢, by ponownie w momencie %Qt:W, tj. t=2m/Q2
spas¢ do zera. A wiec w chwili t=27/Q spin znoéw jest z prawdopodobienistwem 1, w stanie "w
dol". Dalej proces powtarza si¢ okresowo. Prawdopodobienstwo P4 (t) zmienia si¢ sinusoidalnie
w czasie z czestoscia /2 — zjawisko to nazywamy oscylacjami Rabiego. Czestosé Q) nazywamy
za$ czestodcia Rabiego.

Rys. 36.1: Przyktady oscylacji Rabiego — prawdopodobieristwo znalezienia spinu
"w gore". Linia kropkowana: |A| = 2w;; linia przerywana: |A| = wi; linia ciagla —
rezonans: |A| = 0. Omowienie i dyskusja w tekscie.

Badajac oscylacje Rabiego, jakim podlega spin 1/2 w polu magnetycznym mamy do dyspozycji
az trzy parametry:
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e wy ~ By, kontrolujemy poprzez zmiany wartos$ci indukcji By pola statycznego;
e w; ~ Bj, zmieniamy, dopasowujac amplitude (natezenie) fali elektromagnetycznej;
e w — czestosé fali mozna dostrajaé regulujac generator fal.

Zazwyczaj najtatwiej jest kontrolowaé¢ wg, bowiem pole statyczne jest zwykle wytwarzane za
pomocy elektromagnesu. Regulujac natezenie pradu mozemy tatwo zmienia¢ wartosé¢ indukcji
By. Nietrudno jest tez zmieniaé¢ czestosé w fali elektromagnetycznej (techniki radiowe sa dobrze
opanowane).

Rysunek 36.1 przedstawia trzy przypadki oscylacji Rabiego. Przypadki te odpowiadaja trzem
wartosciom A = w — wy, ktore realizujemy dostrajajac czestosci wg lub w. Zwroémy uwage, ze
nasze rezultaty nie zaleza od znaku A.

e W pierwszym przypadku przyjmujemy |A| = 2w;. A zatem z (36.58) mamy wowczas

PY@) = % sin? (? w1t>. (36.59)

Czestosé Rabiego Q = /5wy jest stosunkowo duza, lecz maksymalna wartosé¢ prawdopo-
dobieristwa znalezienia spinu w stanie "w gore" wynosi tylko 0.2.
e Drugi przypadek odpowiada |A| = wy. Z (36.58) wynika teraz, ze

PP = % sin? (? m). (36.60)

Czestosé Rabiego Q=1/2w; jest juz mniejsza, ale za to maksymalna wartosé prawdopodo-
biefistwa znalezienia spinu w stanie "w gore" wzrosta i wynosi 0.5.

e Trzeci przypadek przedstawiony na rysunku 36.1 jest przypadkiem rezonansowym, to zna-
czy wp = w, wiec A=0. W tej sytuacji z (36.58) mamy

Pfez)(t) = sin? ( % wlt). (36.61)

Czestos¢ Rabiego €2 = wi jest najmniejsza, ale prawdopodobieristwo znalezienia spinu w
stanie "w gére" osigga maksymalna mozliwa wartosé rowng 1.

Pole statyczne, w ktorym spin ma hamiltonian H = wyS, sprawia, ze spin "w dél" odpowiada
energii £_ = —%hwo, za$ spin "w gore" energii £, = %hwo. Przeskoki spinu (oscylacje Rabie-
go) wiaza sie ze zmianami energii momentu magnetycznego w polu statycznym Bo. Energia do
tego konieczna pochodzi z fali elektromagnetycznej produkujacej zmienne pole ]§1(t). Przeskok
| =) — |+) (wzrost energii spinu) wymaga pochloniecia fotonu o energii hwg, i odwrotnie, przej-
§cie |[+) — | —) odpowiada emisji fotonu do pola fali. Procesy te sa trudne do wykrycia, bowiem
obecnos¢ fotonu moze oznaczaé zaréwno to, ze nastapita najpierw absorpcja, a potem emisja,
jak 1 to, ze nic nie zaszlo (nie bylto absorpcji i foton przelecial przez uklad bez oddzialywania).
W przeciagu dtuzszego czasu procesy absorpcji i emisji powoduja powstanie stanu dynamicznej
rownowagi — tyle samo fotonéw jest pochtonietych co wyemitowanych. Bilans jest zerowy. Ta-
kie przeskoki spinu, wymuszane odpowiednio dobrang falg elektromagnetyczna (spolaryzowana
kotowo, o czestosciach radiowych) leza u podstaw tak zwanego rezonansu magnetycznego.

Realne zjawisko rezonansu magnetycznego jest bardziej skomplikowane i wymaga bardziej
wyrafinowanego opisu. Glownym problemem jest oddzialywanie spinu 1/2 (momentu magne-
tycznego) z otoczeniem. Oddzialywanie takie zakloca przebieg oscylacji i wymusza przejscia
"spontaniczne", tj. niezalezne od wplywu padajacej fali ]:3;1(75). Zmiany energii z tym zwiazane,
prowadza do emisji fotonéw innych niz te z fali. Spontanicznie wyemitowane fotony maja zwy-
kle inny kierunek propagacji i ich detekcja jest stosunkowo tatwa. Dlatego tez oddzialywanie z
otoczeniem, cho¢ komplikuje opis teoretyczny, jest pozyteczne w praktyce.
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36.2 Pewne wlasnosci macierzy Pauliego
Lemat 36.1 Macierze Pauliego spetniajq relacje
eBor = cosfB + ioy sinf, k=1,23  peC. (36.62)

Dowdd. Funkcja operatora jest zdefiniowana przez rozwiniecie w szereg

eBor — f: M (36.63)

|
7—0 n:

Korzystamy z faktu, ze liczba § komutuje z dowolnymi macierzami i rozdzielamy szereg na czesé
parzysta i nieparzysta

TR SN G U i

= (2n)! = (2n+!)!
_ 00 ) ﬂZn . 00 - (_1)nﬂ2n+1
bowiem i*" = (—1)". Poniewaz o; = 1, wigc
eBok Z M + iog Z % (36.65)

(2n)! (2n+1)!

n=0
Rozpoznajemy rozwiniecia cosinusa i sinusa, a wiec otrzymujemy
e = cosfB + ioy sinf, (36.66)
co byto do wykazania. B

Lemat 36.2 Dia macierzy Pauliego zachodzi nastepujgca relacja

. . 5, gdy j =k,
ei07% 5 e =BT — ! (36.67)
0jcos(28) + Ejkm om sin(26), gdy j#k,

gdzie B € C oraz j, k = 1,2,3. Zauwazmy, ze choé indeks k pojawia sie po lewej stronie réwnosci,
to jednak nie ma tu sumowania wzgledem tego wskaznika.

Dowéd. Postugujac sie poprzednim lematem lewa strone tezy zapisujemy w postaci
Lk = (cosf + iopsinf)o; (cosf — ioysinf), (36.68)

gdzie skorzystaliSmy z parzystosci cosinusa i nieparzystosci sinusa. Wymnazajac prawa strone
pamietamy, ze macierze Pauliego nie komutuja, musimy wiec przestrzegaé ich kolejnosci. Zatem
mamy

Lj, = o0 cos® B + oy, ojsinfcosf — iojoysinfBcosf + o000 sin? 3. (36.69)
Korzystamy z okre§lenia komutatora

Ljp = ojco8’B + ([on, 0j] + oj0%) opsin®B + i [ ok, o] sinBcos . (36.70)
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Poniewaz 0,% = 1, wiec dostajemy

Lix = 0j + [ok, oj]loxsin® 3 + i[ o, oj]sinBcos
= 0j + 2ickjp0pok Sin® B — 2&kjm Om sin Bcos B
= 0j + 2ickjpopok sin® B+ ejrm o sin(20). (36.71)

Trzeci czton jest taki jak w tezie. Pozostaje zbada¢ drugi, przy czym iloczyn o, o) wyrazamy za
pomoca relacji (17.33):

2i5kjp0-p0k sinzﬂ = 2i5kjp(6pk; + ispkm Jm)sinzﬂ
= 2i(erjk + 1€kjpEpkm Om ) sin’ B (36.72)

Oczywiscie ey, = 0, wobec czego mamy dalej dla tego sktadnika
= — 2€u Epkm Om SIN2 B = — 2Ok 6jm — Okj Okm) O sin® B (36.73)

Przypominamy teraz, ze po lewej stronie tezy (a zatem i po prawej) nie ma sumowania wzgledem
indeksu k. Wobec tego w kolejnym kroku

= — 2(8jm — ik Okm) om sin® B = — 20 sin? B + 25, oy sin? B. (36.74)
Wyrazenie (36.74) to drugi sktadnik wzoru (36.71), a wiec po podstawieniu mamy
Lj = oj — 20; sin®> B + 20,1 0% sin® B + €jkm om sin(205). (36.75)

Rozwazmy teraz dwa przypadki. Najpierw wezmy j = k. Wtedy 6, = 1, drugi i trzeci czton si¢
znosza. Ponadto gk, = 0, wiec i czwarty nie daje wkladu. A zatem dla j = k z (36.75) wynika

Ejk = O'j, (36.76)

co dowodzi pierwszej czesci tezy. Natomiast dla j # k mamy d;;, = 0, wiec trzeci czton w (36.75)
znika. Z elementarnej trygonometrii wynika wiec

Lir = o0j — 20j sin? 8 + E€jkm Om sin(2/3)
= 0j cos(20) + €jkm om sin(20), (36.77)

B co konczy dowdd.

kok okok ok oskok ok sk okok sk oskok ok sk okok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok
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