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Rozdziat 24

(U.3) Podstawy formalizmu mechaniki
kwantowe]

24.1 Wartosci oczekiwane i dyspersje dla stanu superponowanego

24.1.1 Zalozenia wstepne

W rozdziale 3 wykazalismy twierdzenie (3.84) mowiace, ze dla funkcji falowej uktadu ﬁzycznego
bedacej stanem wlasnym obserwabli A dyspersja wielkosci fizycznej, ktorej odpowiada A, znika.
Jesli zas stan uktadu jest superpozycja stanéw wlasnych A, to wtedy o2(a) # 0.

Fakty te oméwimy teraz na przyktadzie energii. Niech funkcje o1 (F) oraz oo (r) beda stanami
wlasnymi hamiltonianu (niezaleznego od czasu) uktadu fizycznego

Hopy(F) = Ejpx(F), k=12, Ey # By (24.1)
Hamiltonian jest operatorem hermitowskim, wiec jego stany wtasne sg ortogonalne i unormowane

(iloe) = [d* @ = (242
Niech teraz funkcja falowa rozwazanego uktadu bedzie superpozycja

YT L) = Bre M oi(F) + B2e ™2l pofF), (24.3)

gdzie oznaczyliSmy wy = Eji/h. Jest to wiec superpozycja stanéw stacjonarnych (patrz (2.57)).
Wspolezynniki sg tak dobrane, aby

181> + |B)* = L (24.4)

Funkcja falowa v jest wiec (zgodnie z (3.12)) unormowana. Gestoéé prawdopodobieristwa |12
wynosi
2 * (= =
[ = ¢ )Y(r 1)

= 18P ler@ + (8P lp2(B) + 2Re{ 8182 "7 o1 (F)pa(T) }, (24.5)
co obliczmy identycznie jak we wzorze (2.36). Gestosé ta zawiera, jak nalezalo oczekiwaé, czlon
interferencyjny zalezny od czasu poprzez roznice faz sktadnikow superpozycji. Catkujac wyrazenie
(24.5)) po calym zakresie zmiennosci argumentu r uzyskamy jedynke (normowanie), bowiem

funkcje ¢ sa ortonormalne.
Celem naszych dalszych rozwazan jest obliczenie dyspersji energii

o(B) = (Y[ H*[¢) — (v |H|¢)" (24.6)

a wiec najpierw musimy obliczy¢ potrzebne elementy macierzowe hamiltonianu (wartosci ocze-
kiwane).

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 33



3.10.2004 24. (U.3) Podstawy formalizmu mechaniki kwantowej 34

24.1.2 Obliczenia elementéw macierzowych

W zasadzie (E) = (¢ | H | ) mozemy wypisa¢ bez obliczen. Wystarczy uzmystowi¢ sobie, ze
amplitudy S sa amplitudami prawdopodobieristwa tego, ze w wyniku pomiaru energii otrzyma-
my wartosci rowne Ej. Wobec tego od razu mamy

(E) = |A]>Er + |Ba|? En. (24.7)
Sprawdzimy jednak (dla ¢wiczenia rachunkowego) ten wynik. Z definicji wartosci oczekiwanej
(B) = (¢[H|)
= <(ﬁ1 e o + Pyt <P2) ’ﬁ ‘ (ﬁl e + Pyt <P2>>

6117 (1 [ H 1) + 8182 €72 (o1 | H | p2)
+ 5135 e oy | H [ p1) + 8ol (p2 | H 02)- (24.8)

Z ortonormalnosci stanéw wtasnych hamiltonianu wynika, ze

(@il Hlor) = Exleiler) = Ex o, (24.9)
wiec cztony mieszane w (24.8) znikaja i dostajemy
(E) = |6’ By + |Ba]? Ea, (24.10)

co jest oczywiscie zgodne z wynikiem (24.7) uzyskanym bezposrednio z probabilistycznej inter-
pretacji sktadnikéw funkcji falowej .

Drugi element macierzowy potrzebny do obliczenia dyspersji, tj. ( E? ) obliczamy w podobny
sposob. Cala roznica polega na tym, ze we wzorach (24.8) i (24.9) zamiast H trzeba wstawi¢ H2,
co wyprodukuje E,g zamiast . Wobec tego

(E?) = |5PEY + |6 EX. (24.11)

24.1.3 Dyspersja energii

Majac juz wartosci oczekiwane ( E) i ( E?) latwo wyliczamy dyspersje energii. Z (24.6) otrzy-
mujemy

P(E) = |BPE + 18P E — (I6PE + |Gl E) . (24.12)
Proste wymnozenie prowadzi do

oA(B) = |BPE (1-161) + |BPER(1-162) - 208 IhP BB (24.13)
Poniewaz, z (24.4) wynika, ze (1 — |31]?) = |32/? (i na odwrét), zatem

oX(B) = 8175 (B} + B3 —2E1By) = |612|82f*(B1 — Ba)”. (24.14)

Widaé wige, ze 02(E) > 0 jedli tylko Ey # Es.

Mozemy policzy¢ dyspersje energii rowniez w inny sposob. Skorzystamy ze wzoru (3.83), w
ktorym podstawimy Cj = Bye ™kt dla k = 1,2, oraz C), = 0 dla k > 2. Ponadto wezmiemy
ar = Ej, bowiem role obserwabli A odgrywa teraz hamiltonian. Wobec tego z (3.83) otrzymujemy

2 2
k=1 m=1
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Rozpisujac najpierw sume wewnetrzng, a potem zewnetrzng, dostajemy

oX(E) = BB Bi— RSP - Eal&l| + Ealfal® | B2 — Biloi - Bzl
= |B1P[B? (B1 — E»)?, (24.16)

gdzie ponownie postuzyliSmy sie relacja (24.4). Oczywiscie uzyskany w ten sposob wynik jest
identyczny z uprzednim, tj. z (24.14).
Energia ukladu ma wiec r6zna od zera dyspersje energii. Twierdzenie (3.84) nie jest spetnione.
Stan (¥, t) nie jest stanem wlasnym hamiltonianu, mimo ze jest superpozycja takich stanow.
Identyczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla funkcji falowej bedacej superpozycja sta-
néw wilasnych dowolnej innej obserwabli K. Wnioski beda takie same: 1(r,t) nie bedzie stanem
wlasnym K.

24.2 Pomiary i stany posrednie

Rozwazmy pewien uklad fizyczny, w ktorym mozna okreslié dwie niekomutujace obserwable A
i B. Poniewaz sg one nieprzemienne wiec zbiory ich standéw wlasnych wyznaczaja w przestrzeni
standéw dwie rézne bazy

Alap) = oplag) {lap)} — baza w H, (24.17a)
Blbm) = Bum|bm) {|bm )} — baza w H. (24.17b)

Obie bazy sa ortonormalne i zupetne

(ap|ap) = Oppr > lap)an] = 1, (24.18a)
k
<bm’bm’> = 5mm’ Z ‘bm><bm‘ = i (24.18]3)

Przyjmujemy (dla prostoty rozwazari), ze wartosci wlasne obu obserwabli {ay} i {5} sa nie-
zdegenerowane.
24.2.1 Doswiadczenie 1: dwa kolejne pomiary

Niech stan ukladu, w pewnej chwili poczatkowej, bedzie dany wektorem |1 ) € H. W tak przygo-
towanym ukladzie dokonujemy pomiaru obserwabli A. W wyniku pomiaru, z prawdopodobieni-
stwem

P(lar) — 19)) = {ar| )]’ = (Wlae){axld) = (¢| PP |9), (24.19)

gdzie Pgﬁa) = | ay ) ai | jest operatorem rzutu na stan | ay ), otrzymano warto$¢ wlasna oy, obser-
wabli A. Natychmiast po pomiarze nastapita takze redukcja stanu |1 ) do stanu

no_ Py
’¢> pomiar oy, ’w> - HP](:)¢||
) Taoan 0]~ Tacrw)” (2420

bo stan |ag ) jest z zalozenia unormowany. Czynnik po prawej stronie (24.20) jest czynnikiem
fazowym, wiec mozemy napisaé

9) %) = |ay) e, (24.21)

pomiar oy
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Podkreslmy raz jeszcze, ze po pomiarze A uklad przeszed! (nastapita redukcja stanu) do stanu
(24.21) z prawdopodobienstwem (24.19).

Tuz po pomiarze A dokonujemy nastepnego pomiaru, lecz tym razem mierzymy obserwable
B. Wazne jest, aby odstep czasu pomiedzy pomiarami byt maty, aby ewolucja czasowa (zgodna z
rownaniem Schrodingera) nie zdazyla w znaczacy sposob zmienié¢ stanu |1’ ). Wobec tego pomiar
Bz prawdopodobienstwem (czynnik fazowy e’* nie ma tu znaczenia)

P(lom) —10")) = [(bwl®) = [(bu|ar)]”
— ?(]bm><—yak>), (24.22)

da warto$¢ wlasna [, obserwabli B. Nastapi takze (z tym samym prawdopodobieristwem) re-
dukcja stanu

[¥)

Oba pomiary sg calkowicie niezalezne. Stan |v¢’) wystapil po pomiarze Az prawdopodobien-

|9") = | b)) €. (24.23)

pomiar Bm

stwem P(|a) < |¢)). Prawdopodobienistwo laczne tego, ze w wyniku pomiaru A otrzymano
warto$é ay, zas pomiar B dat (3, wynosi

P(om) = lax) —1¥)) = P(lbm) < lar))P(lax) < |¥))
= (b [ )" [{an [)]" (24.24)

Prawdopodobieristwo to mozemy takze zapisaé¢ za pomoca odpowiednich operatoréw rzutowych
w postaci

P(lbm) — lag) < |¥))

(¢ lar ) ar | bm ) (bm | ar)(ax [9)

= (¢ P PP ) (24.25)

W uktadzie dokonano (szybko, jeden po drugim) pomiaréw obserwabli Ai B, co spowodowato
przejscia

|¥) | ak) [ bin ), (24.26)

pomiar oy, pomiar Bm

gdzie pomineliémy czynniki fazowe. Prawdopodobienistwo catego procesu jest réwne iloczynowi
(24.24) prawdopodobieristw poszczegdlnych przejsé. Zwracamy uwage, ze dzieki pomiarowi A
stan posredni zostal ustalony, zaszta bowiem redukcja (24.21).

24.2.2 Doswiadczenie 2: bez stanu posredniego

Rozwazmy znéw ten sam uktad fizyczny, przygotowany w tym samym stanie poczatkowym | ).
Zbadamy teraz sytuacje, w ktérej od razu mierzymy obserwable B, pomijajac pomiar posredni
— obserwabli A. W tym przypadku z prawdopodobienstwem

P(1bm) 1)) = b 9)* = (610 )b |e) = (%] PO [0), (24.27)

otrzymano warto$é¢ wtasna 3,, obserwabli B. Stan | 1) ulegt redukeji (z tym samym prawdopo-
dobieristwem) do stanu

)

Zanalizujmy uwaznie prawdopodobieristwo (24.27). Korzystamy z zupelnosci (24.18a) stanow

[0) = [bm) e (24.28)

pomiar Bm

wlasnych obserwabli A, dzieki czemu mamy

fP(|bm><_|¢>) = <¢|bm><bm|¢>
= (¢]1|bn) (b |1]0)
= S (wlar) (arbm) Y (bmlaw) (ar |). (24.29)

k k'
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W otrzymanej podwojnej sumie wyodrebnijmy te sktadniki, w ktorych k& = &/, otrzymamy wow-
czas

P([bm) — 9)) = S (Wlar) (ar|bm) (b |ar) (ar|¥)
k
+ SN (wlak) (ar b ) (b ags ) {ags |9)

k k'#k
= > [(bmlar) || Car|v) [
k
+ 33 (W ar) (ar | bm) (b [ ar ) (a [2). (24.30)
kE k'#k

W pierwszym skladniku rozpoznajemy iloczyny prawdopodobienstw typu (24.24), tym samym
piszemy

P(1bm) —1¥)) = > P(Ibm) < lax) —[¥))
k

+ Z Z { czlony interferencyjne }

ke k'Zk
= 3" P(bw) — [ax))P(Jag) — |¥))
k
+ Z Z { czlony interferencyjne }. (24.31)
ke k'Zk

Jest to bardzo wazny rezultat. Stany poczatkowy i koicowy sa w obu do$wiadczeniach te same.
Jednak prawdopodobienistwo obu eksperymentéw jest istotnie rézne — gdy nie okreslamy stanu
posredniego pojawiaja sie ztozone wyrazy interferencyjne.

24.2.3 Dyskusja

Roéznica prawdopodobieristw wynikéw obu doswiadczeri polega na tym, ze w do§wiadczeniu pierw-
szym dokonaliémy pomiaru posredniego (obserwabli A) Zaburzenie uktadu wywotane pomiarem
A likwiduje cztony interferencyjne i ustala stan posredni | a ). W drugim doswiadczeniu nie moz-
na powiedzie¢, ze uktad "przechodzi" przez taki, czy inny stan | ay ). Przed pomiarem obserwabli
B wszystkie stany {| a )} sa "mozliwe", interferuja ze sobg i stad pojawia sie drugi sktadnik wzo-
ru (24.31). Uzyskanie (jak w doswiadczeniu pierwszym) informacji o stanie posrednim niszczy
ich sp6jnosé i cztony interferencyjne nie pojawiaja sie.

Sytuacja ta jest w pewnej mierze analogiczna do interferencyjnego doswiadczenia Younga.
Jezeli okreslimy stan posredni (tj. stwierdzimy przez ktory otwor przestony przejdzie foton) to
zniszczymy obraz interferencyjny na ekranie.

"Nieokreslonosé" stanéw posrednich (tzn. sytuacja, gdy nie dokonujemy pomiaréw pozwala-
jacych je okresli¢) ma wiec zasadnicze znaczenie przy przewidywaniu wynikow doswiadczen. W
mechanice klasycznej zawsze znamy stany posrednie, bowiem w przypadku klasycznym nie ma
czegos takiego jak redukcja stanu. Klasyczny pomiar nie zaktéca stanu uktadu. W mechanice
kwantowej, jak pokazaliSmy, sytuacja jest jednak zupekie inna.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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