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Dodatek A

Konfluentna funkcja hipergeometryczna

Rownanie rézniczkowe wzgledem funkeji u(z) o ogolnej postaci

d?u(z)
dz?

du(z)
dz

z + (c—2) — au(z) = 0, (A.1)

gdzie z zmienna (w ogolnosci zespolona), zas a i ¢ to ustalone parametry, nazywamy konfluentnym
rownaniem hipergeometrycznym. Ma ono ogdlne rozwigzanie sktadajace sie¢ z dwoch liniowo
niezaleznych skladnikéow, tak jak to powinno byé¢ dla réwnania rézniczkowego drugiego rzedu.
Rozwiazanie takie zapisujemy jako

u(z) = C 1Fi(a,c,z) + Dz 1 Fi(a—c+1,2—¢,2), (A.2)

gdzie C'1 D sa stalymi dowolnymi, ktore trzeba okresli¢ na podstawie innych warunkéw (normo-
wanie, warunki brzegowe).

Funkcja 1Fi(a,c, z) nazywana jest konfluentna funkcja hipergeometryczna. Okreslona jest
ona poprzez rozwiniecie w szereg

K I'(c) & T

- Llat+k) 2
= (O k! ~ T(a) kz:;) T(c+k) kI (A.3)

W zapisie szeregow (A.3) postuzyliémy sie tak zwanym symbolem Pochhammera
(a)o =1, (a)1 = a, (a)k =ala+1)(a+2)------ (a+k—1). (A.4)

Nietrudno wykaza¢ (przez indukcje), ze

I'(a+k)
= A5
(@ = ~fa (4.5)
skad tez bierze sie drugie rozwiniecie w szereg (A.3). Dla pogladowosci zapisu wypiszmy szereg
jawnie
a z ala+1) 22 a(a+1)(a+2) 23
F = 1 = .z S rel 2 el
1Fi(a,e,2) T cle+1) 2 + cle+1)(e+2) 3! +

ala+1)---(a+k—1) z_k
cle+1)---(c+k—-1) k!

+ o (A.6)

Z rozwinie¢ (A.3) lub (A.6) wida¢, ze parametr ¢ funkcji 1Fi(a,c,z) nie moze by¢ zerem
lub ujemna liczba catkowita: (¢ # —n, n = 0,1,2,...) (dzielenie przez zero jest zabronione).
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Wobec tego w rozwiazaniach (A.2) rownania (A.1) parametry ¢ oraz 2 — ¢ nie moga by¢ zerami
lub catkowitymi liczbami ujemnymi. Oznacza to, ze w réwnaniu (A.1) parametr ¢ nie moze by¢
liczba catkowita.

Gdy jednak ¢ = —n, wowczas nadal mozna szukaé¢ rozwiazania réownania (A.1) w postaci
konfluentnych funkcji hipergemetrycznych, jednakze wtedy trzeba dokonaé nastepujacego przej-
$cia granicznego

. 1F(a,¢,2) T(a+n+1) 2t
lim =
c——n F(c) F(a) (n + 1)'

1F1(a+n+1,n+2,z). (A7)

W naszych zastosowaniach (oscylator harmoniczny) na szczescie tego typu komplikacja nie wy-
stepuje.

W zastosowaniach kwantowo-mechanicznych istotne jest asymptotyczne zachowanie funkcji
(aby rozwiazania réwnania Schrodingera byly catkowalne w kwadracie). Konfluentna funkcja
hipergemetryczna ma nastepujace zachowanie asymptotyczne. Dla argumentéw o bardzo matym
module

dla |z| — 0 1Fi(a,c,z) — 1+ O(]z]). (A.8)
Natomiast dla argumentéw o wielkim module

T 1
dla |z] =00 1Fi(a,cz) — ﬁza_cez [1 +0 (g)]

I'(a)
+ emr(z(—f)a)(—z)—a [1 +0 (é)} . (A.9)

Widzimy wiec, ze 1F}(a,c, z) w okolicach zera zachowuje sie "przyzwoicie". Natomiast dla duzych
|z| dominuje czynnik exp(z), co przy z dodatnich sprawia, ze 1Fi(a,c,z) jest silnie rozbiezna —
niecatkowalna.

W wielu zastosowaniach wystarczy jednak, jezeli poszukiwana funkcja rozbiega przy z — oo
wielomianowo. Aby rozwazy¢ taka mozliwosé, zauwazmy, ze jesli parametr a jest niedodatnia
liczba catkowita (a = —n, n =0,1,2,...) to wowczas

(@ ——(nh=(n)(-n+1)(-n+2)---(-n+k-1), (A.10)
az wreszcie (przy wzrastajacym k) natrafimy na k = n + 1, 1 wowczas
(@)p=p+1 — (—1)pt1 = (—n)(-n+1)---(—n+n+1-1) = 0, (A.11)

i wszystkie nastepne (a)r (kK > n + 1) beda znika¢. Oznacza to, ze szeregi (A.3) maja wowczas
jedynie k = 0,1,2,...,n nieznikajacych wyrazéw. Innymi slowy szereg urywa sie, stajac sie
wielomianem stopnia n

k
% = {wielomian stopnia n} (A.12)

=~ (=1
Fi(a=—n,c,z) =
vl ) ,;) ()k

Odnotujmy pewne przypadki szczegdlne powyzszego wyrazenia. Wielomiany Hermite’a moz-
na wyrazi¢ za pomoca konfluentnej funkcji hipergeometrycznej

1, n !
1F1(—n,§,z ) = (—1) wﬂgn(z) (A.13a)
1F1(—TL, g’ z2) — (-1)”(2%—;1)' (%) H2n+1(z) (A13b)
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Roéwniez dla wielomianéow Laguerre’a mamy

Tmtat1 om ) (A.14)

1F1(—m,Oé,Z>
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