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Rozdzial 4

Roé6wnanie Schrodingera

Roéwnanie Schrodingera jest postulatem mechaniki kwantowej okreslajacym tzw. dynamike. Zada-
je ono (przy odpowiednio dobranym warunku poczatkowym) ewolucje funkcji falowej opisujacej
stan ukltadu fizycznego. Przejdziemy teraz dyskusji roznorodnych, a bardzo waznych, wnioskow
plynacych z réwnania Schrédingera. ktore zapiszemy w postaci

ih % Y(F,t) = Hy(F ). (4.1)
gdzie H jest hamiltonianem — hermitowskim operatorem odpowiadajacym energii uktadu fizycz-
nego. Bedziemy staraé sie prowadzi¢ do$é ogdlne rozwazania, wiec nie precyzujemy jaka jest
konkretna postaé¢ operatora H. Postugiwaé sie bedziemy tutaj tylko jednym wektorem r — argu-
mentem funkcji falowej. Intuicyjnie wiec mamy przed oczami uktad fizyczny zlozony po prostu z
jednej czastki. Mozemy jednak uwazaé, ze ¥ symbolizuje zbior potozen, a dr oznacza odpowied-
ni element wielowymiarowej (dla wielu czastek) objetosci. Dlatego tez rozwazania nasze mozna
latwo uogolni¢, wobec czego twierdzimy, ze odnosza sie one do ogolnego (cho¢ na razie blizej
nieokreslonego) uktadu fizycznego.

4.1 Zachowanie normy wektora stanu — funkcji falowej

Dyskutujac probabilistyczna interpretacje funkcji falowej wprowadziliémy pojecia gestosci i pra-
du prawdopodobieristwa (por. definicje (2.38) i (2.44)). Co wiecej, biorac pod uwage réwnanie
Schrodingera dla jednej czastki wyprowadziliémy réwnanie cigglosci pradu prawdopodobieristwa
(2.45), a takze wykazaliSémy, ze norma funkcji falowej jest stala w czasie (patrz (2.48)). Wykaze-
my teraz fakt ogoélniejszy. Rownanie Schrodingera z dowolnym hamiltonianem zachowuje norme
funkeji falowej, to jest

6@ = (B [6) = [d*r 6 @0 vEy = const. (42)

czyli norma |[¢(F,t)||? nie zalezy od czasu. Dowolna funkcja falowa (stan uktadu fizycznego)
raz unormowana do jednosci (na przyktad w chwili poczatkowej), pozostaje unormowana w do-
wolnej innej chwili czasu. Pokazemy, ze jest to konsekwencjg hermitowskosci hamiltonianu. Aby
wykazaé to stwierdzenie, rozwazymy sprzezone rownanie Schrodingera, tj. rownanie hermitowsko
sprzezone do (4.1):
L0
—zﬁaw (£, t) = H'"¢@*(r,t) = Hp*(r,t) (4.3)

bo H — hermitowski. Nie ma znaczenia, czy H jest jawnie zalezny od czasu, czy tez nie. Badamy
teraz pochodna kwadratu normy. Korzystamy z regul rézniczkowania oraz z rownan (4.1) i (4.3).
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Otrzymujemy

Slwwor = [or(Se+ wen ) = 1 [ar(e)e - v ()]
= wle) — (v1A)] = > [(v]Al) - <wﬁw>], (4.4)

gdzie, w przedostatnim kroku skorzystalismy z hermitowskosci H iz deﬁmcp iloczynu skalarnego,
za§ w ostatnim, z regul sprzegania hermitowskiego. Poniewaz za$ H=H t. wiec sprezenie w
ostatnim wzorze nie ma znaczenia. W ten sposéb dostajemy

0

g [, t)[|* = 0. (4.5)
A zatem

[4(F, t)]|* = const. = [[¢(F, to)|, (4.6)

czyli unormowana funkcja falowa ewoluujaca zgodnie z rownaniem Schrédingera pozostaje zawsze
unormowana. Dzieki temu mozemy tatwo utrzymac probabilistyczng interpretacje funkeji falowe;j.
Stwierdzenie to odzwierciedla fakt, ze czastki nie gina, wiec prawdopodobienistwo ich znalezienia
w calej dostepnej przestrzeni jest zawsze rowne 1, co wydaje si¢ by¢ intuicyjnie oczywiste.

7Z faktu zachowania normy funkcji falowej nie wynika, ze lokalna gestos¢ prawdopodobienistwa
p(F,t) = [1h(F,t)|? jest tez stala (pamietajmy, ze I symbolizuje, o ile to potrzebne, zbiér polozen
wielu (kilku) czastek). Wrecz odwrotnie, spodziewamy sie, ze skoro czastka moze si¢ poruszaé, to
prawdopodobienistwo znalezienia jej w roéznych czesciach dostepnego obszaru bedzie si¢ w czasie
zmieniaé¢. Innymi stowy, prawdopodobieristwo "'przelewa"’ sie z jednego podobszaru do drugiego.
W przypadku jednej czastki ilustruje to prawo zachowania pradu prawdopodobienstwa (2.45) lub
(2.46). Uogolnienia tego prawa na przypadek wielu czastek nie bedziemy badaé¢. Poprzestaniemy
na wynikach dla jednej czastki, a zatem nie ma potrzeby powtarzaé rozwazan z rozdziatu 2.

4.2 Roéwnanie Schrodingera
dla ukladu konserwatywnego

Uktad fizyczny nazywamy konserwatywnym (lub zachowawczym) jesli jego hamiltonian nie zalezy
od czasu. W takim wypadku, za pomoca zasady odpowiednio$ci mozna dosé tatwo skonstruowaé
hamiltonian. Jesli tylko znamy hamiltonian klasyczny Hy; jako funkcje kanonicznych potozen i
peddéw, to hamiltonian kwantowo-mechaniczny bedzie postaci

H = Hyu(R,P) = Hy(F,—ihV), (4.7)

czyli bedzie ta sama funkcja operatorow potozenia i pedu. Oczywiscie, w mysl naszej umowy,
operatory R oraz P moga oznaczaé¢ odpowiednie rodziny, na przyktad numerowane indeksami
odpowiadajacymi czastkom tworzacym badany uktad fizyczny.

Jak wiemy z dyskusji w rozdziale 2 (patrz (2.49) — (2.56)) funkcja falowa ukladu, ktorego
hamiltonian nie zalezy od czasu wyraza sie jako iloczyn

Y(F, 1) = e U/ o(F), (4.8)

w ktorym zmienne przestrzenne i czas sa rozseparowane, zas E oznacza energie uktadu. Funkcja
©(T) jest niezalezna od czasu, spelnia rownanie

Hp(f) = E (), (4.9)
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i musi by¢ unormowana ||| = 1. Réwnanie powyzsze jest zagadnieniem wtasnym dla operatora
Hamiltona H = H(F,—ihV). Réwnanie to nazwaliSmy stacjonarnym roéwnaniem Schrodinge-
ra. Funkcje falowa (stan kwantowo-mechaniczny) (1, t) okreslony réwnaniem (4.8) nazwiemy
stanem stacjonarnym.

Konkretna posta¢ rownania (4.9) oczywiscie zalezy od postaci hamiltonianu, a wiec od tego
z jakim ukladem fizycznym mamy do czynienia. W dalszym ciagu wykladu (i éwiczen) rozwa-
zymy caly szereg réznorodnych przykladéow uktadéow konserwatywnych (z hamiltonianem nieza-
leznym jawnie od czasu), dla ktorych bedziemy rozwiazywaé stacjonarne rownanie Schrodingera,
tj. zagadnienie wlasne dla odpowiedniego hamiltonianu. Tutaj zas przedstawimy pewne ogdlne
wlasnosci stacjonarnego réwnania Schrodingera.

Twierdzenie 4.1 Jesli stan uktadu zachowawczego jest stanem stacjonarnym, to wartosé ocze-
kiwana energii jest stata w czasie. To znaczy

(Y| H|Y) = const. = E, dla stanu stacjonarnego (r,t). (4.10)

Dowd6d. Poniewaz uktad jest z zalozenia konserwatywny, wiec hamiltonian nie zalezy od czasu.
Na mocy (4.8) mamy wiec

I = [dor @0 oD
_ /d3r (B0 /B () F o =1B—t0)/h ()

_ /d3r o' (&) B o(E), (4.11)

bowiem cztony wyktadnicze sie znosza. Widzimy wiec, ze wartos¢ oczekiwana energii nie zalezy
od czasu, a wiec jest stala. Co wiecej, na mocy (4.9) mamy He = FE, skad juz wynika druga
czese tezy. B

4.2.1 Ewolucja w czasie dla stanu stacjonarnego

Przedyskutujemy nieco dokladniej rozwiazania rownania Schrodingera (2.24) dla uktadu zacho-
wawczego. Pelne rozwigzanie réwnania roézniczkowego pierwszego rzedu wzgledem czasu wymaga
znajomosci warunku poczatkowego

U(T,to) = ho(T), (4.12)

w ktérym unormowana do jednosci funkcje 1o (r) przyjmiemy za znana. Naszym celem bedzie
zbadanie postaci funkcji falowej (¥, t) dla chwil czasu t > t(. Zalozmy, ze znamy rozwiazania za-
gadnienia wlasnego dla hamiltonianu, tzn. umiemy znalez¢ zbior funkcji {u,q } 1 energii whasnych
{E,} takich, ze spelnione jest rownanie

Htpo(F) = Eptna(F), (4.13)

gdzie dodatkowy indeks o uwzglednia mozliwosé degeneracji. Funkcje wlasne hamiltonianu (ob-
serwabli — operatora hermitowskiego) tworza baze w przestrzeni funkeji falowych badanego ukta-
du i spetniajg relacje ortonormalnodci i zupetnosci

(tina | Ums) = Onm Sas, SN o (B) tna(®) = 6(F—F). (4.14)

Dowolny stan ukladu opisany funkcja falowa (¥, t) moze by¢ roztozony w bazie

w(f", t) = Z Cnoz(t) una(F)7 (4'15)

n,a
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przy czym cala informacja o zaleznosci od czasu jest zawarta we wspotczynnikach cpq(t). Opis
zaleznosci stanu uktadu od czasu sprowadza si¢ wiec do znalezienia tych wspotczynnikéw. Aby
je obliczy¢ podstawiamy rozklad (4.15) do réwnania Schrédingera (4.1). Korzystajac z liniowosci
operatora H otrzymujemy

ihz dcqz;(t) Una(T) = Z Cna(t )Huna Z Ep cna(t) tUna(F), (4.16)

n,a

Mnozymy teraz obustronnie przez u:‘nﬁ(f")
) d cpo(t) F) ) .
zhz Zz( Uy 3(T) Une (T) Z En cna(t) ty,s(TF) Una(T). (4.17)
n,a

Catkujemy obie strony po d3r w catej przestrzeni (obliczamy wiec iloczyny skalarne)

. dcna(t)
zhz 7 (Ums | Una) = Z E, cna(t) (Umg | tna )- (4.18)
Korzystamy z relacji ortonormalnosci (4.14)

. dcpa(t
zhz T() Omn 08 = Z E, cna(t) 6mn 93a- (4.19)

Wykonujac sumowanie otrzymujemy rownanie ruchu dla wspotezynnikow cpq (¢):

dcmg(t) 1B,
B~ 2 . 4.2

Zwroémy uwage, ze rownanie to mozemy otrzymac od razu z (4.16) odwotlujac sie do jednoznacz-
nosci przedstawienia wektorow (funkcji) w bazie. Catkowanie rownania (4.20) jest bardzo proste
(zmienne sie rozdzielaja). W rezultacie otrzymujemy

cmp(t) = cmp(to) e Frl=io)/h, (4.21)
Wstawiamy teraz wynik (4.21) do rozktadu (4.15) i mamy

(EL) = D cnalty) e BTy (5). (4.22)

n,o

Wspolezynniki ¢, (tg) oczywiscie zaleza od warunku poczatkowego (4.12), ktory jest dany. Nie-
trudno jest wiec je wyliczy¢. Bierzemy wyrazenie (4.22) dla chwili poczatkowej

Q;Z)O(I_:) = ¢(Fat0) = Z Cna(tO) una(F)' (423)

n,a

Mnozymy obustronnie z lewej przez Umﬁ( r), obliczamy iloczyny skalarne (catkujemy) i korzysta-
my z ortonormalnosci funkcji wtasnych hamiltonianu

<umﬁ |Y0) = Z cna(to) <Umﬂ |Una ) = Cmﬁ(t0)~ (4.24)

n,a

Obliczone w ten sposdb wspotezynniki podstawiamy do (4.22):

Y(E ) = D (tna|th) e En Oy (8, (4.25)

n,a
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co stanowi poszukiwane rozwigzanie rownania Schrodingera dla uktadu konserwatywnego. Wi-
dzimy wiec, ze uzyskane rozwiazanie jest kombinacja liniowa wyrazen typu (4.8). Oczywiscie
ogoblne rozwiazanie musi by¢, zgodnie z zasada superpozycji wynikajaca z liniowosci réwnania
Schrédingera, kombinacja liniowa rozwiazan szczeg6lnych.

Uzyskane wyniki pozwalaja nakresli¢ procedure rozwiazywania réwnania Schrodingera dla
uktadow zachowawczych (z hamiltonianem niezaleznym jawnie od czasu).

1. Rozwiazujemy stacjonarne rownanie Schrodingera (4.13), czyli zagadnienie wlasne dla ope-
ratora Hamiltona. Znajdujemy wiec wartosci (energie) wlasne i odpowiednie funkcje wlasne
tworzace baze w przestrzeni funkcji falowych uktadu.

2. Rozktadamy stan poczatkowy w bazie stanéw wtasnych, tj. obliczamy wspotczynniki we-
dlug wzoru (4.24).
3. Konstruujemy funkcje falowa dla ¢ > t( na podstawie relacji (4.22) lub (4.25).

Podkreslmy, ze kluczowa role odgrywa tu pierwszy punkt. Jest on zreszta zazwyczaj technicznie
najtrudniejszy.
4.2.2 Normowanie stacjonarnej funkcji falowej (4.25)

Udowodnilismy juz, ze réwnanie Schrodingera zachowuje norme funkeji falowej i to niezaleznie
od tego czy hamiltonian jest, czy tez nie jest funkcja czasu. Mimo to, zrobimy proste ¢wicze-
nie rachunkowe, w ktorym wykazemy, ze funkcja falowa (4.25) jest rzeczywiscie unormowana.
Istotnie, z definicji normy

[P = [ dtr ot E o
_ / d37“ [Z <una ’w0> efiEn(tfto)/h una(f‘)‘|
v n,o

X [Z (tmg [1g) e~ Fmlt=t0)/I Umﬂ(F)]
m’ﬂ

= 30 S (ol tna) € IO (i) [ 0 ) uns()  (426)

n,a m,[3

Calka w ostatniej linii to po prostu iloczyn skalarny (upe |umg) = Opmdas (ortonormalnosé
funkeji bazy). Wykonujac wiec sumowania po m i  widzimy, ze w czynniku wykltadniczym
energie sie znosza. W ten sposéb mamy

1912 = 3 (ol tna (im0
= 3 [ U@ unal@ [ % 050(R) b0l

= /vdBT‘/Vdgx ¢S(F) lz u;a(i) una(F)] ¢0(i)

- /d3r/ 432 5(F) 6(% — F) vo(R), (4.27)
A% v

gdzie skorzystalismy z warunku zupetnosci funkcji tworzacych baze. Dalsze kroki sa juz trywialne

[Wl? = [ ar vi@® v = 1, (4.28)
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bowiem poczatkowa funkcja falowa jest, z zalozenia, unormowana. Pokazemy pézniej, wprowa-
dzajac tzw. notacje Diraca, jak mozna wykona¢ analogiczne rachunki w sposéb niemalze auto-
matyczny.

4.2.3 Stan poczatkowy — stan wlasny hamiltonianu

Rozwazymy teraz pewien szczegdlny przypadek. Niech stan poczatkowy (¥, tg) = 1 (r) bedzie
jednym ze standéw wtasnych hamiltonianu odpowiadajacym energii E,,. W wypadku, gdy E, jest
gn-krotnie zdegenerowane, to 1o (r) kombinacja liniowa

Q;Z)O(I_:) = Z ba una(F)a (429)

bowiem wszystkie uno (@ = 1,2,...,¢9,) odpowiadaja tej samej (g,—krotnie zdegenerowanej)
wartosci wlasnej energii. Na mocy relacji (4.25) stan ukladu dla dowolnego ¢ > t¢

BEL) = > (umg| D batina ) e En TRy o(F)

m,3
- Z Z bor (Ump | tna ) e mt=to)/h U (T)
m,3 «
= 3" bo Gon Oga e TRy o ()
m,3 &
_  —iEn(t—to)/h Z b Una(F) = e Enlt=t0)/h (7). (4.30)

A wiec oba stany: poczatkowy 1o (r) i kocowy (T, t) roznia sie tylko globalnym (niezaleznym
od polozenia ) czynnikiem fazowym. Roznica ta nie ma zadnego znaczenia fizycznego. Stan
poczatkowy i koricowy niosa dokladnie te samg informacje. Dlatego tez stany stacjonarne (sta-
ny wtasne hamiltonianu) sa tak nazwane. Ponadto widzimy tutaj jak istotne jest rozwiazanie
zagadnienia wtasnego dla hamiltonianu (stacjonarnego réwnania Schrodingera).

Co wiecej, w rozwazanym stanie gesto$é prawdopodobienistwa znalezienia czastki w otoczeniu
punktu r jest niezalezna od czasu. Istotnie, z (4.30) mamy od razu

pE ) = WEDP = o), (4.31)

bo czynnik wykladniczy ma modut réwny jednosci.

Rozwazmy jeszeze wartosé oczekiwang obserwabli A = fl(f",f)’) niezaleznej jawnie od cza-
su dla uktadu znajdujacego sie w stanie stacjonarnym (4.30)) — stanie wlasnym hamiltonianu
(energii). Bezposrednio z definicji mamy

(4) = (wlAle) = [ o @0 AvED

= [ i@ Aw@® = (wlAlde) = (A (432

Whioskujemy wiec, ze dla uktadu w stanie wlasnym hamiltonianu wartosci oczekiwane niezalez-
nych od czasu obserwabli sg takze od czasu niezalezne.

4.2.4 Uwagi o zachowaniu energii

Z powyzszych rozwazan wynika, ze stan wlasny hamiltonianu (dla uktadu konserwatywnego) w
wyniku ewolucji czasowej pozostaje stanem wtasnym odpowiadajacym tej samej energii. Mozemy
wiec powiedzieé, ze energia jest zachowana.
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Inne spojrzenie na uzyskane rezultaty jest nastepujace. W chwili poczatkowej tg mierzy-
my energie uktadu. Otrzymujemy jedng z wartosci wlasnych, np. E,,. Po pomiarze, stan uktad
(funkcja falowa) redukuje si¢ do stanu wlasnego energii (o postaci typu (4.29)). Jest to stan
stacjonarny, ktérego ewolucja w czasie polega na pojawieniu si¢ fizycznie nieistotnego czynnika
fazowego. Ponowny pomiar energii da ten sam wynik, czyli energia ukltadu jest stala.

Oczywiscie w obecnosci oddziatywan zewnetrznych lub oddzialywania zaleznego od czasu
sytuacja sie komplikuje. Do dyskus;ji takich zagadnien wrocimy w dalszych czesciach wyktadu.

4.3 Ewolucja wartosci oczekiwanej obserwabli

4.3.1 (A); — liczbowa funkcja czasu

Niech A bedzie operatorem hermitowskim (obserwabla) odpowiadajacym pewnej wielkosci fi-
zycznej. Stan uktadu opisany jest funkcja falowa (T, t) spelniajaca rownanie Schrodingera (4.1)
lub réwnanie sprzezone (4.3). Podkreslmy, ze rozwazana wielko$¢ fizyczna moze (ale nie musi)
by¢ jawna funkcja czasu. Powstaje wowczas pytanie jak zalezy od czasu wartosé¢ oczekiwana

Ay = (b0 A1pw) = [ d*r @0 Av(Ee). (4.3

Wazne jest zrozumienie, ze ( A); jest liczbowa funkcja czasu, z czego zdaje sprawe umieszczony
u dotu indeks t.

Przyjmijmy, ze Ag (T, Dri, t) jest pewna klasyczna wielkoscia charakteryzujaca uktad fizycz-
ny (np. czastke bezspinowa). W mechanice klasycznej rx; 1 Py sa funkcjami czasu, ich ewolucja
rzadza hamiltonowskie rownania ruchu. A wiec klasyczna wielkosé A(F,p,t) zalezy od czasu w
sposoOb niejawny (uwiklany) poprzez r'i p, a takze jawnie, na co wskazuje jej trzeci argument.

Przechodzimy teraz do mechaniki kwantowej, wedtug zasady odpowiedniosci

A(F,B,t) — A(F,—ihV,1). (4.34)

Operatory potozenia i pedu od czasu nie zaleza (tzw. obraz Schrodingera). Cala zaleznosé od
czasu siedzi w trzecim argumencie. Przy obliczaniu wartosci oczekiwanej wedtug (4.33) dodatko-
wa zaleznosé od czasu wchodzi poprzez odpowiednia zaleznosé funkeji falowej ¢(t). Otrzymana
catka wzgledem d3r jest oczywiscie niezalezna od T, daje ona liczbe zalezng od czasu. A zatem
(A) jest funkcja czasu, tj. dla dowolnego ¢ jest liczba. Wyjatkiem jest sytuacja (por. (4.32)),
gdy ¥(T,t) jest stanem wlasnym hamiltonianu, a obserwabla A nie zalezy jawnie od czasu. Jezeli
jednak A = A(t) (obserwabla jest funkcja czasu), to wartosé oczekiwana ( A ) jest funkeja czasu
nawet wtedy, gdy stan 1 jest stanem wtasnym energii.

4.3.2 Rownanie ruchu dla (A),

Aby odpowiedzieé¢ na postawione powyzej pytanie, szukamy réwnania ruchu moéwiacego jak za-
chowuje sie wartos¢ oczekiwana ( A ); jako funkcja czasu. Poniewaz jest to funkcja tylko ¢, wiec
rozniczkujac rownanie (4.33) dostajemy

LAy = %/w%wwwﬁ¢mw

qov

5 (4.35)

— 3
—at/d[ Ap+ w2y 4y a

W drodkowym sktadniku dopuscilismy, ze operator A moze jawnie zalezeé¢ od czasu. Postugujac
sie rownaniem Schrodingera (4.1) 1 rownaniem sprzezonym (4.3) eliminujemy pochodne czasowe
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funkcji falowej
/d3r l— %(H@Z)) Ay + o 66—‘5 O+ %@Z)*A (H@Z))] (4.36)

Drugi czton to po prostu wartos¢ oczekiwana pochodnej czasowej operatora A. Zapisujac powyz-
sze wyrazenie nieco formalniej mamy

d A 1~ 1 .
E(I‘Ut = <E>_ %<H¢|A¢> + %<¢|AH¢>- (4.37)

Przerzucajac w drugim cztonie hamiltonian z lewego sktadnika iloczynu skalarnego do prawego,
korzystamy z jego hermitowskosci

d A 1 - 1 .
@(A)t = <§>— %W\HAW + %W\AHw% (4.38)

a nastepnie laczymy dwa ostatnie sktadniki otrzymujac
d 0A 1 S
Z (AN = <5> — (| (AH - HA) [v). (4.39)

Widzimy, ze ostatni czton to po prostu wartos¢ oczekiwana komutatora, wobec tego piszemy
poszukiwane réwnanie ruchu w postaci

zh%<A>t = <[A, ﬁ]> + ih <%it)>. (4.40)

Ostatni sktadnik jest obecny tylko wtedy, gdy obserwabla A jest jawnie zalezna od czasu. Zwroé-
my tez uwage, ze w tym wyprowadzeniu nie zakladali$émy, ze hamiltonian H jest od czasu nie-
zalezny.

Pozytek z rownania (4.40) jest w praktycznych obliczeniach na ogot maly. Wynika to stad,
ze do obliczenia jego prawej strony potrzebne nam sg dwie wartosci oczekiwane

([A, 1)) = (w@)|[A, H]|p0),
dA(t) <>
<7> = (W) | S5 (). (4.41)

Aby policzy¢ te wartosci oczekiwane musimy znaé |1(t) ) — rozwiazania rownania Schrodingera.
Mozemy wowczas bezposrednio obliczy¢ ( A ), ze wzoru (4.33). Nie ma wtedy potrzeby budowania
wzoru (4.40), a nastepnie jego calkowania.

Mimo to relacja (4.40) ma zastosowania formalno-teoretyczne, pozwalajace omowié wazne
aspekty mechaniki kwantowe;j.

e Dla obserwabli niezaleznej jawnie od czasu drugi sktadnik wyrazenia (4.40) znika, a zatem
pozostaje réwnanie
d

ih = (A)e = ([A, H]). (4.42)

Jezeli wiec obserwabla A komutuje z hamiltonianem, to jest stata ruchu. Mamy wiec na-
stepujace stwierdzenie

Gt A . B
{ _[A }f” 0} — {(ii?;ﬂ;}. (4.43)
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W szczegolnosdci, w uktadach fizycznych, ktorych hamiltonian nie zalezy jawnie od czasu
energia jest zachowana.

oir
ot

co wykazalisémy (inna metoda) juz uprzednio. Warto w tym miejscu przypomnieé, ze w

= 0, = E = const., (4.44)

mechanice klasycznej statg ruchu jest wielkosé fizyczna, ktorej nawiasy Poissona z hamilto-
nianem znikaja (zeruja sie). Przy kwantowaniu nawiasy Poissona przechodza w komutatory,
wiec stwierdzenie (4.43) mozemy uznaé za kwantowo-mechaniczny odpowiednik twierdzenia
mechaniki klasycznej.

e Relacja (4.40) jest przydatna do wyprowadzenia tzw. réwnani Ehrenfesta. Rownania te
pozwalaja wyjasni¢ sposob przejscia od mechaniki kwantowej do klasyczne;j.

4.4 Twierdzenie Ehrenfesta

4.4.1 Wyprowadzenie réwnan Ehrenfesta

Rozwazmy czastke bezspinowa poruszajaca sie w polu o potencjale (energii potencjalnej) V (F),
Oczywiscie jej hamiltonian ma postaé

. P2

H = — V(). 4.45

o V() (4.45)

Zastosujemy wyzej omawiany formalizm do operatoréw potozenia i pedu R oraz P czastki. Zaden
z tych operatoréw nie zalezy jawnie od czasu, wobec czego, na mocy (4.40) otrzymujemy rownania
ruchu dla warto$ci oczekiwanych

m%mt = (R H]), (4.46a)
m%< o= ([P, H]). (4.46b)

Wartosci oczekiwane obliczamy dla pewnego stanu |1 ) uktadu, nie ma jednak tutaj konieczno-
§ci dokladniejszego precyzowania tego stanu. Aby wykorzysta¢ rownania ruchu (4.46b) musimy
obliczyé¢ wystepujace w nich komutatory. Pierwszy z nich to

(R, H] = ﬁ[f{, P?] + [R, V(¥)]. (4.47)

Drugi komutator znika, bo dziatanie operatora potozenia i jego funkcji polega na mnozeniu funke;ji
falowej, a takie dzialania sa przemienne. Wobec tego, piszac zgodnie z (3.97) R = ¥, otrzymujemy

1 N

é . . R N . A é . > . D
- ﬁ{[mkv Py ] Pu + P, P”]} - ﬁ(lhéknpn—i_zﬁéknpn)
m m

Przechodzimy teraz do obliczen komutatora operatora pedu i hamiltonianu, potrzebnego w
(4.46b). Niech ¢ (X) oznacza dowolna funkcje falowa badanej czastki, wowczas mamy

[P, H]0@E) = [P, V(E)]0E) = —ihe Vi V()] ()
— —in& Vi (V(E) U(E) — VE)V(E)
= i (PE) VAV(E) + VE) Vi) — VEVRA(E)). (4.49)
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Drugi i trzeci sktadnik wzajemnie sie znosza, a zatem wobec dowolnosci funkcji falowej 1 (X)
otrzymujemy

[P, H] = —ih&ViV(F) = —ih VV(F). (4.50)

Wykorzystujac obliczone komutatory (4.48) i (4.50) w rownaniach (4.46), po skroceniu czynnikow
ih dostajemy

d 1.
p (r) = E<P>t’ (4.51a)
LB = —(VVE). (4.51b)

Powyzsze rownania stanowia tre$é¢ tzw. twierdzenia Ehrenfesta. Sa to kwantowo-mechaniczne
réwnania ruchu dla wartosci oczekiwanych polozenia i pedu czastki (bezspinowej) poruszajacej
sie w polu o potencjale V(X).

Rownania (4.51) sa bardzo podobne do klasycznych réownan ruchu czastki

d 1

 z - — P 4.52
7 Xk(t) — Bu(t), (4.52a)
d o =

s Pu(t) = —gradV(X) = Fy, (4.52Db)

gdzie Fyy jest klasyczng sita dzialajaca na czastke. Analogia pomicdzy réwnaniami (4.51) i (4.52)
jest ewidentna, lecz wymaga starannej dyskus;ji.

4.4.2 Dyskusja. Granica klasyczna

Zatozmy, ze (X, t) przedstawia pewien pakiet falowy opisujacy rozwazana czastke. Wowczas war-
tos¢ oczekiwana (X(t)) nazwiemy centrum pakietu. Zbior potozen {(X(t))} sparametryzowany
czasem t stanowi wowczas trajektorie, wzdtuz ktérej porusza sie centrum pakietu. Podkreslmy,
ze nie méwimy tu o trajektorii czastki, ale o pakiecie, ktéry nieodzownie ma pewne rozmycie.
Jezeli szeroko$¢ przestrzenna pakietu jest mata w poréwnaniu ze wszelkimi innymi odlegtosciami
istotnymi dla badanego ukladu, to potozenie pakietu jest dobrze okreslone (choé¢ tylko w pewnym
przyblizeniu) przez potozenie jego centrum. W takiej granicy nie ma istotnej roznicy pomiedzy
opisami klasycznym, a kwantowo-mechanicznym.

Powstaje jednak wtedy pytanie, czy ruch centrum pakietu podlega prawom mechaniki kla-
sycznej? Rownanie (4.51a) stwierdza, ze predkosé pakietu (jego srodka) jest rowna $redniemu
pedowi podzielonemu przez mase czastki. A wiec lewa strona réownania (4.51b) moze by¢ in-
terpretowana jako m - d2(%(t) )/dt?. Odpowiedz na postawione pytanie bylaby pozytywna, jesli
prawa strona (4.51b) bylaby réwna klasycznej sile

—

Fiu = — grad V(X) (4.53)

% = (%)

a wiec gradientowi energii potencjalnej wzietemu w centrum pakietu. Jednakze prawa strona
réwnania (4.51b) jest rowna sredniej sile, usrednionej po caltym pakiecie. Na ogo6t zas srednia sita

(grad V(R)) = / Pt (%,0) [VV(R)] 0(F ) # grad V() , (4.54)

% = (%)

bowiem inaczej mowige, Srednia warto$é funkcji na ogot nie jest rowna wartosci funkeji obliczonej
dla éredniej wartosci jej argumentu. Wnioskujemy wiec, ze §cisle rzecz biorac odpowiedZ na
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postawione pytanie jest negatywna: w ogbélnym przypadku ruch centrum pakietu podlega prawom
mechaniki kwantowej, a NIE klasyczne;j.

Uzyskane wyniki pozwalaja na dalsza, cho¢ juz przyblizona dyskusje. W relacji (4.54) réownosé
nie zachodzi. Jednakze mozemy lewa czesé¢ (4.54) zapisa¢ w postaci

(grad V(R)) = / 4P [W(F )2 VV(R). (4.55)

Jezeli wiee funkcja [¢(X,t) |* jest ostro wypikowana w okolicach (X)), tzn. |1)(X,t)|* szybko
zmienia sie w obszarze, gdzie V V(X) jest wolnozmienny (innymi stowy, jezeli w okolicach (X )
wyrazenie grad V(X) jest praktycznie stale), to mozemy powyzsza catke przyblizy¢ wzorem

(grad V(%)) [t ol
% = (%)

Q

VV (%)

= grad V(X) , (4.56)

%= (%)

ze wzgledu na normowanie funkcji (pakietu) falowej.

W granicy makroskopowej (klasycznej) dtugosé fali de Broglie’a \p, zwiazanej z rozwaza-
na czastka, jest znacznie mniejsza niz odlegtosci na jakich V(X) zmienia sie w istotny sposob.
Rozmiary pakietu falowego sa zazwyczaj rzedu kilku Ap, wiec relacja (4.56) jest dobrym przy-
blizeniem. W takim przypadku ruch pakietu falowego jest w dobrym przyblizeniu klasyczny i
odpowiada ruchowi czastki klasycznej o masie m w polu o potencjale V (X).

Wynik ten jest bardzo wazny, bowiem pozwala wykazaé¢, ze rownania mechaniki klasycznej
wynikaja z rownania Schrodingera w okreslonej sytuacji granicznej, ktora jest dobrze spetniona
dla zdecydowanej wickszosci uktadéw makroskopowych.
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