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Rozdziat 28

(U.7) Notacja Diraca

28.1 Przestrzen dualna. Pojecie bra

W glownej czesci wykladu wprowadziliSmy pojecie bra (¢ | € H w sposéb intuicyjny, przez
odwotlanie sie iloczynu skalarnego w przestrzeni Hilberta. Omoéwimy to teraz nieco doktadnie;j.

7 przestrzenia wektorows H stowarzyszona jest przestrzen H* zwana przestrzenia dualna.
Jest to zbior wszystkich funkcjonaléw liniowych na H. Mozna wykazaé, ze przestrzen dualna H*
ma takze strukture przestrzeni wektorowej. Liniowos¢ funkcjonatéw oznacza, ze x z przestrzeni
‘H* okresla odwzorowanie

Holy) —XE o y(y) eC, (28.1)

ktore jest liniowe, to znaczy

XM 1) + A2l v2)) = Mx( 1) + Aex(2)), (28.2)

czyli efekt dziatania funkcjonatu na kombinacje liniowa wektoréw jest kombinacja liniowa efektow
dziatania funkcjonatu na poszczegélne sktadniki kombinacji.

Nalezy zwroci¢é uwage, ze nie wolno myli¢ funkcjonatéw liniowych z operatorami liniowy-
mi. Te pierwsze przyporzadkowuja ketowi liczby zespolone, zas operator przeksztalca ket (czyli
wektor) na jakis inny ket (wektor).

Kazdy element przestrzeni dualnej bedziemy nazywaé bra i oznaczaé go (1 | € H. Dzialanie
bra na ket |v¢) daje liczbe zespolona. Sugeruje to zwiazek z iloczynem skalarnym, w ktory
wyposazona jest przestrzen H.

Kazdemu ketowi | ¢ ) € H przyporzadkowujemy bra

H 3 le) — (¢| € H, (28.3)
definiujac dziatanie funkcjonatu (¢ | na dowolny ket |1 ) € H w nastepujacy sposob

iloczyn skalarny :

(e Dle) = (elv) = { (ol%) (28.4)

Widzimy wiec, ze sposoby zapisu iloczynu skalarnego i efektu dzialania bra (funkcjonatu) na ket
(wektor) nieprzypadkowo sa identyczne. Ta identycznosé zapisu kaze jednak postawié¢ pytanie,
czy kazdemu ketowi — wektorowi z przestrzeni Hilberta, odpowiada jakie$ bra — funkcjonal liniowy
z przestrzeni dualnej?

Odpowiedz brzmi: tak. Kazdemu ketowi |9 ) € ‘H odpowiada bra (1 | € H*. Natomiast pyta-
nie odwrotne: czy kazdemu bra odpowiada ket (a wiec czy odpowiednio$é jest jedno-jednoznacz-
na), jest trudniejsze. Dla przestrzeni skonczenie wymiarowych odpowiedzia jest jednoznaczne
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tak. W przestrzeniach nieskoriczenie wielowymiarowych sprawa jest subtelniejsza. Nie bedziemy
tu wchodzi¢ w niuanse natury matematycznej. Dla naszych celow (zastosowanie w teorii fizycz-
nej, jaka jest mechanika kwantowa) mozna uwazac, ze rzeczywiscie kazdemu ketowi |¢) € H
odpowiada bra (1| € H* i na odwrot. W $wietle tych uwag moznaby przyjac, ze przestrzenie
wektorowe H i ‘H* sa izomorficzne, a wiec mozna by je utozsamic.

Odpowiednio$¢ pomiedzy ketami i bra (tj. pomiedzy przestrzeniami H i H*) oznaczylismy
znakiem 7T i nazwaliSmy sprzezeniem hermitowskim

H3lp) 2 o)l = (o] e, (28.5)
o wlasnodci ]¢>TT = | ¢). Omawiajac te operacje stwierdziliSmy, ze jest ona antyliniowa. Wyka-

zemy teraz, ze tak jest rzeczywiscie. Niech ket (wektor) | f) bedzie kombinacja liniowa

[f) = Mle1) + Al p2) (28.6)

Odpowiada mu bra (f| = | f)T. Znajdziemy (f| wiedzac, ze dziatanie {f| na dowolny ket
(wektor) |1 ) sprowadza sie do iloczynu skalarnego wektorow | f) 1] ) w tej wlasnie kolejnosci,
tj. do ( f|v). Lecz | f) jest kombinacja liniowa (28.6), zatem

(flY) = (Mpr+Xepa|[¥) = AT (o1 |¥) + A5 (w2 ), (28.7)

co wynika z antyliniowosci iloczynu skalarnego w pierwszym sktadniku. Prawa strona wzoru
(28.7) informuje nas, ze efekt dziatania bra ( f| na dowolny ket jest rowny efektowi dzialania
kombinacji liniowej

(fI=A (ol + A5 (2], (28.8)

Zestawiajac (28.6) 1 (28.8) stwierdzamy, ze kombinacja liniowa wektoréw z H przechodzi w kom-
binacja antyliniowa bra (funkcjonatéw liniowych). Stwierdzenie to, w potaczeniu z okresleniem
operacji T w (28.5) pozwala napisaé

1T = alen) + 22T = X (en |+ 03 (2] = (F]. (28.9)

Uzyskany wynik jest spojny z okresleniem operacji t w (28.5). Rzeczywiscie, niech | f ) bedzie
kombinacja liniowa jak w (28.6). Wowczas dostajemy

AT = Daler) +ralw2)]"
= e+ X (02 )T = Mler) +2ale2) = | F), (28.10)

bowiem dwukrotnie korzystamy z antyliniowo$ci odpowiedniosci pomiedzy ketami i bra.

28.2 Operatory i ich sprzezenia

W gléwnej czesci wykladu omawiajac operatory A:H—H wskazywaliSmy, Ze sprzezenie
hermitowskie operatora jest sprawa nieco subtelniejszg niz to z pozoru wyglada. Jesli operator
A odwzorowuje ket |1) na ket [¢') = A|1) to wowczas ketowi temu odpowiada

(W' = ([¢'))" = (v] AT, (28.11)

czyli (| A" to nowe bra — funkcjonatl liniowy dzialajacy na kety z przestrzeni H. Sugeruje to,
7€ na operator A" mozna spojrze¢ jako na odwzorowanie w przestrzeni dualnej H*. Formalna
relacja (28.11) moze by¢ wyjasniona za pomoca ponizszego diagramu Widzimy wiec, ze operator
Af rzeczywiscie moze byé interpretowany jako odwzorowanie At L HY — HE
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Rys. 28.1: Definicja operatora sprzezonego At Diagram ilustruje wzajemne odpo-
wiednio$ci ketow i bra powiazanych przez operatory A oraz AT. Pionowe linie odpowia-
daja antyliniowej operacji { zdefiniowanej w (28 5). Poziome linie podwojne definiuja
formalne dzialanie operatora A i operatora At dor Sprzezonego.

Twierdzenie 28.1 Relacja przyporzadkowania

"2 (¢

jest liniowa w tym sensie, ze bra bedgcemu kombinacjq liniowa (x| = A1 (p1 |+ A2 (w2 |, gdzie
A1, A2 € C, prayporzqdkowuje nowe bra (x' | = A1 (@1 |AT + X (2 |AT.

(' | = (¢ |AT € H*, (28.12)

Dowod. Bra (x| = A1{¢1 |+A2( w2 | odpowiada (antyliniowosé) ketowi | x ) = Af| w1 )+A5| ¢2).
Operator A (z zalozenia liniowy) dzialajac na | x ) produkuje

IX') = Alx) = MAle) + XA ez) = Al¢h) + X5l ¢h). (28.13)
Powstaly ket | x’) (antyliniowo) odpowiada bra

(X' = M T+ 2(@h | = Mlen AT+ X { i |AT. (28.14)
Wobec tego mamy

(x|AT = i(or [+ da(@2 [JAT = M1 |AT + ho (2 |AT, (28.15)

czyli mamy wykazana liniowos¢ relacji (28.12). m

Operatory A At odwzorowuja w siebie dwie, w zasadzie roézne, przestrzenie. Poniewaz
jednak mozemy uznaé te przestrzenie za izomorficzne, wiec rozréznienie pomiedzy dziedzinami
obydwoch operatoréw zanika. W tym $wietle, szczegblnie wyrazna jest zaleta notacji Diraca
polegajaca na tym, ze mozemy si¢ nig efektywnie postugiwaé¢ bez wnikania w omawiane niuanse
matematyczne.

Jak wspominaliSmy, wygodnie jest przyja¢ nastepujace okredlenie operatora sprzezonego
(por. (7.30)

(WA ) = ((wIdN)]e) = [(el(Alw)]
= (plAly)*, (28.16)
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co musi zachodzi¢ dla dowolnych | ), |¢) € H. Nawiasy w kolejnych réwnosciach pozwalaja
lepiej zidentyfikowaé obiekty z jakimi mamy do czynienia. W koricu jednak, notacja Diraca
umozliwia ich opuszczenie.

Twierdzenie 28.2 Operacja sprzezenia hermitowskiego operatorow ma wtasnosci:

(a). (A1) = A, (28.17a)
(b).  (AA)T = IAT (28.17h)
(). (A+B)! = AT+ BT, (28.17¢)
(d). (AB)I = BUAT (28.17d)

Dowod. (a). Zapiszmy relacje (28.16) dla dowolnych wektorow |n), |¢) € H i dla pewnego
operatora B

(n|Bl¢) = (¢|BTn)". (28.18)
Podstawmy dalej B=Ati wezmy sprzezenie zespolone obu stron

(n|AT¢)* = (¢| AT |n). (28.19)
Stosujac po lewej stronie (28.16) dostajemy

(0| Aln) = (¢| Al [n). (28.20)

Z dowolnosci wektorow |¢) i |n) wynika teza (28.17a).

(b). Bra (x| = (¢ |(AA)! (przy dowolnym (1| € H*) odpowiada ket (AA)[1)) = AN) =
A)|Mp). Temu zas ketowi odpowiada bra (A |AT = X*(¢|At (z antyliniowosci typu (28.8)).
Wobec przemiennosci liczb z innymi wielko$ciami mamy

(PIAADT = (x| = (v A", (28.21)
Z dowolnosci bra (1| wynika teza (28.17b).

(c). Niech | 1)) € H — dowolny ket. Wowcezas [1') = (A+ B)|¢), i ketowi temu odpowiada bra

(W] = (wl(A+ B (28.22)
7 drugiej strony mamy |’ ) = Al + B|w) = |41) + | b2 ). Ketowi temu odpowiada
(W' = (Y1 ]+ (¥l = (pIAT+ (p|B. (28.23)

Zestawiajac prawe strony (28.22) i (28.23), z dowolnosci (1 | wynika teza (28.17c).

(d). Niech | ) bedzie dowolny. Konstruujemy wedtug przepisu (28.11) odpowiedniosci

|¢') = Blg) — (| = (v|B, (28.24)

W'y = Ay —  (¢] = (¢ |AT, (28.24D)
Laczac powyzsze zaleznosci dostajemy ciag réwnosci

(¢ = (¢'|AT = ((p|BT) At = (¢|BIAT. (28.25)

Z drugiej strony, z (28.11) takze wynika
[¥") = (AB)|¢) — (¢"| = (¢|(4B)" (28.26)

Z poréwnania prawych stron w (28.25) i (28.26), a takze z dowolnosci keta |1 ) (a wiec rowniez
bra (1| jest dowolne), wynika juz teza (28.17d). m
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