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Rozdzial 9

Reprezentacje polozeniowa 1 pedowa

9.1 Reprezentacja potozeniowa

Reprezentacja poltozeniowa jest szczegdlnie uprzywilejowana i najczesciej uzywana. Dlatego tez
uwaga ja oméwimy, poswiecajac wiele czasu na doktadne omoéwienie i wyprowadzenie niuan-
séw pojawiajacych sie w praktycznej pracy nad réznymi zagadnieniami mechaniki kwantowe;j.
Aby unaoczni¢ sobie pewne aspekty dyskusji mozemy mysle¢ o uktadzie fizycznym ztozonym z
pojedynczej, bezspinowej czastki poruszajacej sie w polu o potencjale V(T).

9.1.1 Definicja reprezentacji polozeniowej

Reprezentacje potozeniows budujemy jako zbiér wektoréw wlasnych obserwabli R - operatora
polozenia czastki, ktory z zatozenia jest hermitowski. Jego zagadnienie wtasne zapiszemy w
postaci

R |ug) = F|uz). (9.1)

Operator R jest wektorowy, w tym sensie, ze stanowi trojke operatoréw R = (X, Y, 2) =
(X1, X9, X3) — po jednym dla kazdej ze wspolrzednych w zwyklej przestrzeni potozen. Mozemy
wiec alternatywnie napisaé

Xjlug) = |ug), =1,2,3. (9.2)

gdzie x; to sktadowe polozenia czastki, to jest ¥ = (z, y, 2) = (v1, 22, x3) € R3. Stwierdzenie,
ze wektor T (jak w rownaniu (9.1)) jest wartoscia wlasna operatora R rozumiemy wiec w sensie
trzech rownan (9.2) — dla kazdej sktadowej polozenia oddzielnie.

W roéwnaniu (9.1) wektor r pelni dwojaka role. Z jednej strony jest to wartosé wlasna ope-
ratora potozenia — r stanowi mozliwy wynik pomiaru potozenia czastki. Z drugiej strony, wektor
ten jest indeksem numerujacym (w sposob ciagly) wektory wlasne | uz) operatora polozenia.

Wektory wtasne operatora hermitowskiego R tworza baze (reprezentacje) w przestrzeni Hil-
berta H — przestrzeni standéw czastki bezspinowej. A zatem utozsamiamy wprowadzona wczesniej
baze {|uq )} z wektorami {|ug)}, za§ wektor ¥ € R3 przejmuje role ciaglego indeksu a. Wpro-
wadzimy ogolnie przyjeta notacje, oznaczajac wektor |ug) po prostu jego "numerem", a wiec
piszac

lug) = | T) oraz R|F) =F|T). (9.3)

Stosujac jednak taka notacje musimy pamietaé, ze wektor T jest wartoscia wlasng operatora
R, a zatem jest zwyklym wektorem polozenia czastki. Natomiast |ug) = |T') jest wektorem z
przestrzeni Hilberta, a wiec zupelnie innym obiektem matematycznym.
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Tak wybrana reprezentacje nazwiemy reprezentacja potozeniowa. Zbior wektorow {| )} € H
tworzy w przestrzeni Hilberta baze ciagla (numerowana przez ciagly indeks). Wektor T jest teraz
(zamiast «) indeksem, wiec zachodza odpowiedniosci

/Ida . /d3r, Sa—B) — §(FE—T). (9.4)

Bedziemy wiec nadal mieé¢ do czynienia z calkami i deltami Diraca. Catke [d3r, o ile nie sa
zaznaczone granice catkowania, rozumiemy jako catke po caltym obszarze dostepnym dla czastki.
Obszar taki zawiera sie w R3, moze by¢ podzbiorem calej przestrzeni lub tez cala przestrzenia i
zastepuje zbior indeksow 7.

Wektory | ') musza tworzy¢ baze ortonormalng i zupelna (por. (8.2) i (8.6)). Przyjmujemy,
ze 7z zalozenia sa spelnione relacje

(11 |To) = 0(F] — 1) —  ortonormalnosé¢, (9.5a)

/dgr [ EWF|=1 —  zupemosé (tzw. rozklad jedynki). (9.5b)

Na zakoriczenie tego paragrafu wypiszmy element macierzowy operatora potozenia w reprezen-
tacji polozeniowej. Z (9.3) oraz (9.5a) mamy

(FLIR|T2) = (T1|T2]T2) = T2 (F1|T2) = T2 0(F1 — 1), (9.6)

gdzie 1y — trojka liczb bedaca wartoscia wlasna operatora R moze by¢ wyniesiona na zewnatrz
iloczynu skalarnego. Widzimy wiec, ze obliczenie elementu macierzowego operatora polozenia w
reprezentacji potozeniowej jest bardzo proste. Wyrazenie (9.6) zawiera delte Diraca. Jesli zesta-
wimy je z (8.51), to stwierdzimy, ze mozemy sie spodziewa¢ uproszczen rachunkowych.

9.1.2 Funkcje falowe w reprezentacji potozeniowej

Dowolny stan |1 ) € H zapisujemy w wybranej reprezentacji (rozkladamy w bazie)

v) = 119) = [dr[F)EL). 97)

Zgodnie z definicja (8.47) wielkos¢

(Tly) = ¥(F), (9.8)

nazwiemy funkcja falowa stanu | ) w reprezentacji polozeniowej.

Przenosi sie tu cata, omawiana w poprzednich rozdziatach interpretacja funkcji falowej. Wedtug
probabilistycznej interpretacji wzoru (8.47), ¥ (r¥) — funkcja falowa stanu | ) w reprezentacji
potozeniowej, okresla amplitude gestosci prawdopodobieristwa znalezienia czastki w stanie | I),
tj. w otoczeniu punktu ¥. Méwimy tu znéw o gestosci, bo mamy do czynienia z reprezentacja
ciagta.

Zbadajmy normowanie stanu | ). Bierzemy iloczyn skalarny stanu | ) z samym soba, ko-
rzystamy z rozkladu jedynki (9.5b) i stosujemy oznaczenie (9.8), otrzymujac

Wle) = (wlilw) = [d (v19)F )
= [ @ E) = [d @ . (9.9
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A zatem funkcja falowa ¢ (r) = (|1 ) musi by¢ funkcja catkowalna w kwadracie. Jezeli tylko
(1 |1) jest skoniczone, to mozna przeprowadzi¢ normowanie funkcji falowej. Oczywiscie, zadajac
aby (¢ |1 ) = 1 otrzymujemy z (9.9) standardowy warunek normalizacyjny dla funkcji falowej (w
reprezentacji potozeniowej). Widzimy wiec, ze przenosza tu sie, i to bez zadnego problemu, wszel-
kie znane nam juz wtasnosci funkcji falowych. Uzasadnia to nazewnictwo i notacje wprowadzone

w (9.8).

9.1.3 Operatory w reprezentacji potozeniowej

Formalne (abstrakcyjne) operatory dzialaja w przestrzeni Hilberta H. Jesli wiec dwa stany [ '),
|¢) € 'H sa zwiazane ze soba relacja [1') = A |v), wowczas odpowiednie funkcje falowe w
reprezentacji potozeniowej spelniaja zwiazek wynikly, z zaadaptowania do aktualnych potrzeb,
relacji (8.49) lub (8.50). Dokonujac odpowiednich podstawieri otrzymujemy

V) = (Fle') = (FA[Y) = [dPn (FIAIT) o). (910)

A wiec tak jak w ogolnym przypadku, do okreslenia jak dziala operator A na funkcje falowe
w reprezentacji polozeniowej, niezbedne sa elementy macierzowe (| A|r’) obliczone w tejze
reprezentacji.

Operator potozenia

Operator polozenia dziatajac na stan |1 ) produkuje pewien nowy stan [¢ '), to jest [¢') =
R | ). Nietrudno jest znalez¢ zwiazek miedzy odpowiednimi funkcjami falowymi w reprezentacji
potozeniowej. Na podstawie (9.6), z (9.10) dostajemy

VIE) = (Fle) = (FIRI9) = [dPn (FIRIF) (7]9)
= [t - ) (Fe) = FEY) = FO6) (0.11)

Dziatanie operatora polozenia R, "przeniesione" do przestrzeni funkcji falowych sprowadza sie
do mnozenia ¥ (r) przez wektor potozenia. Ze wzoru tego widzimy, ze operator R spelnia ogdlny
warunek (8.52). Wobec tego, na podstawie (9.11) i (8.53) mozemy odczytac¢ operator polozenia
w reprezentacji potozeniowej

RM = 7 (9.12)

co bynajmniej nie jest wynikiem nieoczekiwanym.

9.1.4 Operator pedu w reprezentacji potozeniowej

Skorzystamy ponownie z ogblnego podejscia opisanego wzorem (8.49), lub (8.50). Rozwazymy
operator pedu P, dla ktérego interesuje nas element macierzowy (r| P |T'). Niestety w tym
przypadku nie ma z goéry zdefiniowanego dzialania operatora pedu na stany bazy potozeniowej,
musimy wiec zajacé sie obliczeniami.

Jak pamietamy mechanike kwantowa mozna konstruowaé zastepujac klasyczne nawiasy Po-
issona wielkosci fizycznych przez komutatory (pomnozone przez ih) odpowiednich operatorow
kwantowo-mechanicznych. Dlatego tez, jako punkt wyjsécia przyjmujemy kanoniczna relacje ko-
mutacyjna (3.104c) dla sktadowych operatoréow polozenia i pedu:

[X;, Py = ihdjp. (9.13)
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Biorac teraz element macierzowy (T| - |F') obu stron relacji komutacyjnej, dostajemy

(F|[X;, Pe]|T") = ihdjp(F|T") = ihd;0(F — 1), (9.14)
gdzie skorzystalismy z relacji ortonormalnosci (9.5a). Z drugiej strony obliczamy element macie-
rzowy komutatora, otrzymujac

(FI[X, BIE) = (E(XPs— PX))|E') = (2 — ) (F| Po| ) (9.15)
co wynika z rownania wlasnego (9.2) i jego sprzezenia hermitowskiego. Poréwnujac obie uzyskane
relacje mamy

i

Sd(F = 1) = = (a; —af)(F| P |F) (9.16)

W dalszych obliczeniach wykorzystamy twierdzenie, ktérego dowod podany jest w Uzupelnie-
niach.

Twierdzenie 9.1 Delta-funkcja Diraca ma nastepujgeq wtasno$é

. o ..
djpd(r) = — pr i(T). (9.17)
Wykorzystujac teze (9.17) po lewej stronie réwnania (9.16) piszemy
P .
(g =) g F - F) = = (= ) (F] B[ E), (918)

skad po skroceniu, otrzymujemy

(F| P |F') = —ih -2 6F—F) = ih aj,k

6%%
Nalezy pamietaé¢, ze wyrazenie to ma sens jedynie w ramach teorii dystrybucji, tj. w sensie

5(F — ). (9.19)

formuty (8.49), gdzie element macierzowy operatora wystepuje pod znakiem caltki.
Obliczony element macierzowy operatora pedu w reprezentacji polozeniowej wykorzystamy
w celu znalezienia wyrazenia (T'| Py |1 ) (por. regula (8.49)). Dostajemy wiec
0
(FPelw) = [ RIEE ), = i [ a6 ] w6 020)
iy

Calke obliczamy przez czesci. Czlon brzegowy (powierzchniowy) musi znikaé¢, bowiem funkcja

falowa na granicy obszaru jest rowna zeru. A wiec dalej

(F| Py |y) = —ih/d3r' 5(?-?’)%¢(f') _ a2 (¥). (9.21)

6%%
Element macierzowy operatora pedu w reprezentacji polozeniowej zawierat delte Diraca, tak jak
to rozwazalismy w ogolnym przypadku (8.51). Udalo sie nam dokonaé takich przeksztalcen, ze
doprowadzilismy do formuly majacej ogdlny ksztalt wzoru (8.53). Wobec tego mozemy napisac

(FIBlw) = PO o) = —ih 2 (), (9.22)
T
a stad, wobec dowolnosci funkeji falowej 1 (r), wynika juz konkretna postaé operatora pedu w
reprezentacji potozeniowej. Zauwazmy, ze jesteSmy tu w zgodzie z ogdlna notacja zaproponowang
we wzorach (8.50). Tak wiec mamy

Pl = —in %, k=1,23, (9.23)
czego zreszta nalezato oczekiwaé. Teraz jednak, uzyskana postaé operatora pedu w reprezentacji
potozeniowej zostata wyprowadzona z reguty komutacyjnej, a nie przyjeta jako postulat. W tym
przypadku udato nam sie pozby¢ catek, mozliwy jest zwarty zapis dziatania operatora pedu. Jest

to wiec specyficzna ilustracja relacji (8.50) gdzie sens dystrybucyjny zniknal.
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9.1.5 Zasada odpowiednioSci w reprezentacji polozeniowej

W powyzszych rozwazaniach wykazaliSmy, ze w reprezentacji potozeniowej dziatanie operatoréw
potozenia i pedu na dowolng funkcje falowa wyraza sie wzorami

(FIR|y) = RO ypE) = Fy(), (9.24a)
(FIP|y) = POyE) = —ih V(b), (9.24b)

a wiec dzialanie operatora potozenia na 1 (r) sprowadza si¢ do mnozenia przez wektor, zas dzia-
tanie operatora pedu do rézniczkowania wzgledem zmiennych przestrzennych.

Nietrudno jest zastosowaé te same argumenty co poprzednio do poteg operatoréw potozenia
i pedu. Na przyktad, stosujac dwukrotnie rozktad jedynki, dla kwadratu operatora pedu mamy

FIP210) = [dPn [l (7P F O P15 |6). (925)

Wstawiajac elementy macierzowe w/g (9.19) i wykonujac te same, cho¢ coraz bardziej zlozone
przeksztatcenia, otrzymamy w koricu

(F|B2|0) = — V() = (PO) w(@. (9.26)

A zatem znalazlszy dzialanie operatorow RiP na funkcje falowa 1(r), mozemy juz konstruowac
w reprezentacji potozeniowej dowolne inne operatory, bedace funkcjami tych dwoéch. I tak na
przyklad dla hamiltonianu H, mamy

2
H=_—+V(R) a0 = - gy (9.27)
m

repr. potozeniowa 2m

Rezultat dyskusji mozemy oczywiscie zapisa¢ w sposob bardziej ogblny, a mianowicie

Aptas (T, P) A" = A(®, —ihV). (9.28)

repr. potozeniowa

W ten sposéb, zasada odpowiedniodci wprowadzona wczedniej wtasciwie ad hoc, uzyskuje w
jezyku reprezentacji poltozeniowej rzetelne uzasadnienie formalne. Zwiazek z fizyksa klasyczng,
polegajacy na sposobie konstruowania operatoréw na podstawie klasycznych wielkosci fizycznych,
jest kolejnym uzasadnieniem szczegdlnej roli reprezentacji potozeniowe;j.

9.2 Reprezentacja pedowa

Celem niniejszego podrozdzialu jest pokazanie, ze reprezentacja potozeniowa, cho¢ najczesciej
uzywana, nie jest jedyna mozliwa. Omoéwimy pokrétce reprezentacje pedowa.

Postepujemy w sposéb zupelnie analogiczny do poprzedniego przypadku, dlatego tez ponizsze
rozwazania beda juz nieco skrotowe. Niech P oznacza wektorowy, a wiec ztozony z 3 sktadowych
P = (Pz,Py,Pz) = (Py, Py, P3) operator pedu (pewnej czastki). Jego wektory i wartosci wlasne
0zZnaczymy

Plus)=P|p)=P|p), (9.29)

gdzie jak uprzednio p jest wartoscig witasng operatora P, czyli mozliwym wynikiem pomiaru
pedu czastki. Oczywiscie p € R? i jest zwyktym wektorem. Wektor | B) z przestrzeni Hilberta
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oznaczamy jego "numerem" (analogicznie jak to zrobilismy w (9.3) dla potozenia). Stany (wek-
tory) wlasne operatora hermitowskiego P tworza w H baze, a zatem sa ortonormalne i zupelne,
tj. spelniaja relacje

!fi> = §(P1 — P2), (9.30a)
/dgp |B)(P

= 1. (9.30D)
Zbior indeksow jest zbiorem ciagtym. Wobec tego, podobnie jak w (9.4) calka po da przejdzie
w calke wzgledem d3p, a takie d(a — 3) bedzie zastapiona przez §(p — p’). Tak wybrang w
H reprezentacje (baze) nazwiemy reprezentacja pedowa. Postepujac dalej, analogicznie jak przy

dyskusji reprezentacji polozeniowej, otrzymujemy
(B1|P|B2) = B2 (P1/B2) = B20(B1 — P2, (9.31)

co oczywiscie jest elementem macierzowym operatora pedu w reprezentacji pedowe;.
Niech teraz |v) € H bedzie dowolnym wektorem opisujacym stan czastki. Wowcezas (w
analogii do (9.7)) mozemy napisa¢

v) = 1v) = [d'|B)Blv) = [d'p|B) U(B). (932
Oczywiscie wielkosé

(Blv) = ¥(B), (9.33)

nazwiemy funkcja falowa (czastki) w reprezentacji pedowej. Sprawdzmy teraz konsekwencje nor-
mowania stanu |1 ). A zatem

= (010) = (WIil) = [ (0IBNBIY),
~ ~ ~ 2
= [a i@ i) = [d | iE)| (9.34)

gdzie skorzystaliSmy z rozktadu jedynki (9.30b) w reprezentacji pedowej. Widzimy wiec, ze zgod-
nie z ogblnymi wymogami, funkcja falowa 1;([_)’) w reprezentacji pedowej jest unormowana do jed-
nosci, tak samo jak to byto w reprezentacji potozeniowej (i zreszta w kazdej innej, patrz (8.48)
i jego dyskusja). Dlatego tez interpretujemy funkcje 1;(1_)’) jako amplitude gestosci prawdopodo-
bieristwa tego, ze badana czastka ma ped w otoczeniu p.

Pracujac w reprezentacji potozeniowej badaliémy, w jaki sposéb w tejze reprezentacji wy-
razaja sie operatory potozenia i pedu. Rozwazymy ten sam problem w reprezentacji pedowe;j.
Niech wiee |9’ ) = Pl ). Wobec tego, podobnie jak przy wyprowadzaniu relacji (9.11), w tym
wypadku dostajemy

$'B) = (Blv') = (BIP|v) = (BIP1]v)
= [ (BIPIBL) (Bl (9.35)

Korzystajac z wyrazenia (9.31) otrzymujemy

= [ BioB -5 (Bilv) = B(BIv) = BUE) (9:36)

Widzimy wiec, ze dziatanie operatora pedu w reprezentacji pedowej sprowadza sie do pomnozenia
funkcji falowej ¥(p) przez ped (wartosci wlasna)

P®) 4 (B) = B ¥(B), (9.37)
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co jest wynikiem podobnym do relacji (9.11) uzyskanej w reprezentacji potozeniowej. Dosé¢ zmud-
ne obliczenia doprowadzily nas do wyrazenia (9.23) okreslajacego operator pedu w reprezentacji
potozeniowej. W duzej mierze analogiczna (nie bedziemy wiec jej tu podawac) procedura ob-
liczeniowa pozwala znalezé postaé operatora poltozenia w reprezentacji pedowej. Otrzymujemy
wtedy

55 = Vb lub XP = in % (9.38)
J

czyli operator polozenia w reprezentacji pedowej to gradient obliczany w przestrzeni peddéw
p € R3.

9.3 Zwiazek miedzy reprezentacjami |[¥) i |p)

9.3.1 Wprowadzenie

Stanowi fizycznemu |1 ) € H przyporzadkowalismy funkcje falowe

Y(r) = (F|vY) — w reprezentacji polozeniowej, (9.39a)
Y(B) = (B|Y) — w reprezentacji pedowej, (9.39b)

przy czym sa one wspotczynnikami rozktadu stanu |1 ) odpowiednio w bazach {|r)} i {|P)}, to
zZnaczy

0y = [driEEe) = [dE) e, (9.408)

w) = [dIE)BIe) = [d'|B) (), (9.40b)
Co wiecej, operatory potozenia i pedu to
Reprezentacja
polozeniowa pedowa
. 0
operator polozenia RM =7 X](-p) = h — (9.41)
6pj
0 N
operator pedu Pk(f) = —ih — P®) = p
6m‘k

Nasuwa sie wiec wniosek, ze obie reprezentacje sa wzajemnie $cisle powiazane.

Aby doktadnie zbadaé ten zwigzek, postuzymy sie metodami, ktére omawialiémy juz w po-
przednim rozdziale. Rozwazmy 1 (r) = (r|1) — funkcje falowa w reprezentacji polozeniowej i
skorzystajmy z rozkladu jedynki w reprezentacji pedowej

UE) = (F11l) = [ (F15)(Blv) = [d%p (F]B) 6(B) (942
Postepujac teraz "odwrotnie", piszemy
WE) = (BIile) = [d' (BIF)(Flv)

= [d(BI9)eE = [t (F1B) ) (9.43)
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Z powyzszych relacji wynika, ze jezeli tylko znamy wielkos¢ ( ¥|p ), to mozemy sprawnie przejsé
od reprezentacji pedowej do potozeniowej (za pomoca (9.42)), lub na odwrét od polozeniowej do
pedowej (9.43). Mozemy takze interpretowaé iloczyn skalarny (r|p) jako macierz przejscia od
jednej reprezentacji do drugiej.

Zanim przystapimy do obliczen (r'|p) zastanéwmy sie nad sensem fizycznym tej wielkosci.
Otéz umowilismy sie nazywaé (r|1) funkcja falowa stanu |1 ) w reprezentacji polozeniowej.
Wobec tego (7| p ) mozemy nazwaé funkcja falowa pedu w reprezentacji potozeniowej. Poniewaz
|p) to stan wlasny operatora pedu, wiec mozemy jeszcze precyzyjniej stwierdzié, ze (¥|p) to
funkcja wlasna pedu w reprezentacji potozeniowej. Mozemy odwrdcié rozumowanie i nazwaé
(p|7r) funkcja wlasna polozenia w reprezentacji pedowej. Oczywiscie zachodzi przy tym relacja

(pI¥) = (F[B)". (9.44)

Co wiecej |(p|T)|?, zgodnie z interpretacja probabilistyczna, jest

e gestoscig prawdopodobieristwa tego, ze czastka majaca ped P (stan wlasny) znajduje sie w
otoczeniu punktu r w przestrzeni;

e gestoscia prawdopodobienistwa tego, ze czastka znajdujgca sie w punkcie ¥ ma ped odpo-
wiadajacy wartosci wtasnej p.

Niestety, taka interpretacja sprawia powazne klopoty, ktére oméwimy po obliczeniu jawnej po-

staci funkeji (7| p).

9.3.2 Funkcje wlasne pedu w reprezentacji potozeniowej

Szukamy wiec funkcji wlasnej pedu w reprezentacji potozeniowej, czyli innymi stowy macierzy
przejscia miedzy reprezentacjami potozeniows a pedowa. Oznaczmy dla wygody

p(F) = (T[P). (9.45)

Aby znalezé te funkcje, rozwazmy element macierzowy powstajacy przez "oblozenie" zagadnienia
wlasnego pedu (9.29) przez bra (7|

—

(FIP|B) = (F|B|B) = B(FIB) = Bys(®), (9.46)

gdzie po prawej wyciagneliSmy zwykty wektor (warto§¢é wtasna pedu) przed element macierzowy.
Za pomoca relacji (9.22), w ktorej ktadziemy |1) = | p) otrzymujemy

(F|P|B) = PO(F|B) = —ihV ps(D), (9.47)
Poréwnujac prawe strony dwoch ostatnich rownan otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
—ihV p5(F) = ppp(T). (9.48)
Roéwnanie to ma oczywiste rozwiazanie w postaci
_ [
s(f) = Npexp (ﬁ p- r) , (9.49)

gdzie Ny jest stalyg normalizacyjna. Normowanie jest tu jednak sprawa delikatna. Zauwazmy
bowiem, ze z zupetosci bazy polozeniowej (9.5b) i z normalizacji (9.30a) wynika

Jd¥r les@P = [ (BI5)(FIB) = (B18) = 50). (9.50)

T
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A wiec mamy ktopot. Warto w tym miejscu przypomnieé sobie, ze w teorii transformacji Fouriera
mamy pozyteczng, relacje

(21)35(Ky — Ky) = /d3r exp[ —i (K1 — Ka) - F]. (9.51)

Wobec tego, dla naszych funkcji ¢5(r) = (| p) z warunku ortonormalizacji (9.30a) otrzymujemy

el

5(B1—B2) = (BilB2) = [d*r (B1[F)(F|B)

T, T
]N0\2/d37“exp (—ﬁpl-r) exp(ﬁp2.r)

U
’N0\2/d37“exp [— 7 (PL—P2) I‘] : (9.52)

Druga réwnosé¢ wynika z rozkladu jedynki w reprezentacji potozeniowej, a trzecia z (9.49). Za-
mieniajac w elementarny sposob zmienng catkowania ¥ = hAq dostajemy

51— B2) = INH [dPgexpl-i (B1 - o) 4]
= |No|** (27)° 6(B1 — B2) (9.53)
A wiec widzimy, ze stata normalizacyjna wynosi

1 '
N, 2 _ R N, = . 9.54
[Nl (27h)3 (27h)3 (9.54)

Wybieramy faze globalng rowng zeru. Tym samym funkcje wlasne operatora pedu w reprezentacji
polozeniowej sa postaci

1 i
r|p) = () = ———= ¢ -—p-r). 9.55
(FIB) = o) = G o (5 F) (95)
Zgodnie z wprowadzona interpretacja, mozemy na wielkosé¢ ( ¥| p ) spojrze¢ dwojako. Po pierwsze,
jest to funkcja wlasna pedu w reprezentacji polozeniowej, bowiem | p) jest stanem wlasnym pedu.
Po drugie, jest to element macierzowy macierzy przejécia pomiedzy reprezentacja polozeniowa
a pedowa (relacje (9.42) oraz (9.43)).

Latwo jest sprawdzi¢, ze powyzsza funkcja rzeczywiscie jest funkcja wtasng pedu w repre-
zentacji polozeniowej. Istotnie, zgodnie z przepisem (9.22)

. 1 l
) (3 — - ==
P ops(F) ih V nh)i2 exp (h p r)

, 1 i i, S
= —mw(ﬁ p) €xp (ﬁp'r) = Ps(r), (9.56)

tak jak by¢ powinno.

9.3.3 Zmiana reprezentacji — pary fourierowskie

Do tej pory pracowaliSmy w reprezentacji potozeniowej, w ktorej stan |1) reprezentujemy za
pomoca funkcji falowej ¢(r) = (r|¢). Chcemy teraz stan |1 ) przedstawi¢ w reprezentacji
pedowej. Korzystamy ze wzoru (9.43), gdzie podstawiamy (T|p ), a zatem

7

0E) = [ @ e@® v = G [ah e (- BF) v (9.57)
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I na odwrdt, przechodzimy od reprezentacji pedowej do polozeniowej, wiec na mocy (9.42) otrzy-
mujemy

v = [dep® 0E) = o [ 4% ew (55 F) 0E) (9.59)

Whioskujemy wiec, ze funkcje falowe stanu |1 ) w reprezentacjach polozeniowej i pedowej sta-
nowia pare transformat Fouriera. Jesli wobec tego znamy skadinad (np. z rozwiazania réwnania
Schrodingera) funkcje falowa czastki w reprezentacji potozeniowej, to za pomoca transforma-
ty (9.57) znajdziemy odpowiednia funkcje falowa w reprezentacji pedowej. Transformata (9.58)
zapewnia za$ przejécie odwrotne — od pedowej funkcji falowej do zwyktlej, tj. do reprezentacji
potozeniowe;j.

9.3.4 Czastka swobodna

Funkcje falowe ¢5(f) = (T|p) interpretowaliSmy (w reprezentacji potozeniowej) jako funkcje
wlasne pedu, albo jako wspotczynniki przejscia pomiedzy reprezentacjami | ¥) i |p). Mozemy
jednak nada¢ tym funkcjom jeszcze inng interpretacje.
Rozwazmy mianowicie czastke swobodna (bezspinowa, o masie m), ktérej hamiltonian ma
postacé
N P2
H= . (9.59)

Zbadajmy stacjonarne réwnanie Schrodingera, czyli zagadnienie wlasne dla hamiltonianu

A~

. P2
H|¢) = El¢) — o 10) = Elo), (9.60)

ktore w reprezentacji potozeniowej przyjmuje postac

h2
— — V2y(¥) = Eo¢©), 9.61
Vo) = Bol) (9.61
co oczywiscie wynika np. z (9.26). Zamiast rozwiazywaé¢ rownanie rézniczkowe (9.61) mozemy

postapi¢ inaczej. Drugie z rownan (9.60) zapiszemy jako
P*¢) = 2mE|¢), (9.62)

co stanowi rownanie wlasne dla kwadratu operatora pedu. Poniewaz za$ f’| p) = P|p), wiec
natychmiast mamy P?|p) = p?|p ). Zatem stan | ¢ ) jest stanem wlasnym pedu proporcjonalnym
do stanu |p ). A wiec po podstawieniu do (9.62) (stala proporcjonalnosci i tak sie skraca) mamy

p’|B) = 2mE|p). (9.63)

Whioskujemy stad, ze stan | p) jest nie tylko stanem wlasnym pedu, ale takze stanem wlasnym
hamiltonianu (energii) swobodnej czastki odpowiadajacym energii E = p2/2m.
Przechodzac do reprezentacji potozeniowej stwierdzamy, ze funkcja falowa

L - 1 [
ep(r) = (F|p) = anhyE P <ﬁ P r) (9.64)
jest funkcja wlasng pedu oraz funkcja wtasng energii swobodnej czastki, przy czym E = p?/2m.

Zwroémy uwage, ze energia E jest zdegenerowana, bo odpowiadaja jej funkcje wlasne (9.64), w
ktorych energia okresla jedynie wartosé p = |p|, za$ kierunek wektora pedu jest dowolny.
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9.3.5 Klopoty interpretacyjne

Normujac funkcje wtasng pedu ¢g(r) = (¥|p) (w reprezentacji polozeniowej) natrafilismy na
ktopoty. Odwotalisémy sie do "sztuczek" z teorii dystrybucji i transformacji Fouriera. Niestety nie
sa to jedyne ktopoty. Zgodnie z przyjeta interpretacja (| p ) jest amplituda prawdopodobienstwa
tego, ze czastka o pedzie P zostanie znaleziona w otoczeniu punktu r. Wydaje sie to byé w
porzadku, dopéki nie uswiadomimy sobie, ze

2 1

= (9.65)

7

2 1 [
les@” = (27h)3/2 P\ P

wiec catka z gestosci prawdopodobienistwa po calej przestrzeni R? daje nieskonczonosé. Caly

klopot w tym, ze prawdopodobieristwo znalezienia czastki w calej przestrzeni powinno by¢ réwne
1. Zanim przejdziemy do dalszej dyskusji, warto poczyni¢ dwie uwagi.

Po pierwsze, zasada nieoznaczonosci mowi, ze jesli czastka ma $cisle okreslony ped (o roz-
myciu dazacym do zera), to rozmycie jej potozenia powinno dazy¢ do nieskonczonosci. W tym
wiec sensie nasz ktopot moze wydawaé sie niewielki. Po drugie, jesli bedziemy catkowaé gestosé
prawdopodobieristwa (9.65) po skonczonej objetosci (nie wprowadzajac zadnych innych modyfi-
kacji), to wynik catkowania powinien by¢ skonczony, mozna wiec mie¢ nadzieje, ze jakos uda sie
przeprowadzi¢ normowanie prawdopodobieristwa.

Sprobujmy teraz uzmystowié sobie, skad wziety sie problemy. Wprowadzajac reprezentacje
|p) (a potem szukajac zwiazkow z reprezentacja | ') przyjeliémy milczaco, ze wartosci wlasne
pedu tworza zbior ciagly, czego konsekwencja jest relacja ortonormalizacyjna (9.30a) zawierajaca
delte Diraca zamiast delty Kroneckera i z ktorej korzystalismy w (9.52). Innymi stowy przyjelisémy,
ze operator pedu ma widmo ciagte. Oczywisdcie to samo dotyczy widma energii, gdy traktuje-
my () jako funkcje wlasng hamiltonianu czastki swobodnej. Operatory majace widmo ciggle
wystepuja w roznych zagadnieniach fizycznych i sprawiaja trudnosci podobne do omawianych tu-
taj. Nie jest naszym celem dyskutowanie matematycznych aspektéw tych trudnosci. Rozwiazuje
sie je zazwycza] technikami zblizonymi do tutaj zastosowanych, tj. (méwiac w uproszczeniu))
przez odwotanie sie do teorii dystrybucji i transformacji Fouriera. Mamy jednak wtedy do czy-
nienia z nienormowalnymi (w sensie relacji (9.65)) funkcjami falowymi. Jak poradzi¢ sobie z ich
interpretacja fizyczna?

Jeden ze sposobow przenosimy z fizyki klasycznej, gdzie czesto opisujemy fale za pomocg tzw.
fal ptaskich typu exp(iE - T —iwt), ktore rozciagaja sie w calej przestrzeni i takze sa klopotliwe
(bo np. traktujac je $cisle — niosa nieskoriczona energie). Wyjscie z klopotu polega na cichym
zatozeniu, ze fale ptaskie stanowig sktadowe pakietéow falowych. Podobnie mozemy postepowac
w mechanice kwantowej, po cichu myslac o funkcjach ¢5(r) jako o sktadowych pakietu falowego.
Matematyczna analiza pakietow bywa zmudna i dosy¢ uciazliwa. Funkcje ¢g(r) sa zas proste
i latwo poddaja sie manipulacjom matematycznym. Wygodnie jest sie wiec nimi postugiwaé
przyjmujac, ze w konicu dokonamy ich superpozycji tworzac pakiety falowe. Pakiet falowy tworzy
funkcje normowalng funkcje falowa i jego interpretacja probabilistyczna nie sprawia juz zadnych
ktopotéw. Co wiecej, pakiet charakteryzuje sie skoniczonymi rozmyciami pedu i potozenia, co jest
w pelni zgodne z zasada nieoznaczono$ci.

Innym sposobem ominiecia omawianych trudnosci interpretacyjnych jest rozwazanie ukla-
dow fizycznych w skoriczonej objetosci (w pudle o objetosci V). Metoda ta nie tylko (jak juz
wskazywaliSmy) ogranicza obszar dostepny dla czastki, lecz takze na ogo6l prowadzi do widma
dyskretnego, czyli pozwala uniknaé¢ probleméw z widmem ciaglym. Funkcje falowe sa wowczas
normowalne. Przykladem moze byé¢ czastka w nieskoriczenie glebokiej jamie potencjatu, gdzie
zadne klopoty sie nie pojawiaja.
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Podsumowujac, stwierdzamy, ze funkcje falowe (r|p) moga by¢ pozytecznym narzedziem
matematycznym (tak samo jak fale plaskie w fizyce klasycznej), a z ich interpretacja radzimy
sobie w ktéry$ z omdéwionych sposobow.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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