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Rozdziat 27

(U.6) Oscylator harmoniczny

27.1 Rozwiazanie przez rozwiniecie w szereg
W gléwnej czesci wyktadu rozwiazanie zagadnienia wlasnego dla hamiltonianu kwantowo-me-
chanicznego oscylatora harmonicznego sprowadziliémy do réownania (6.28), tj. do

mw

PO =26 O+E-DFEO =0, edde € = [T (27.1)

Poszukiwana funkcja f(£) jest zwiazana z funkcjami wlasnymi ¢ (x) hamiltonianu wzorem

mw 2
vie) = v (o)) = v = ew (— %) 7(©) (27.2)

Funkcja f(£) musi by¢ "'przyzwoita"’, taka aby funkcja falowa (&) byta funkcja normowalna, a
wiec musi by¢ spelniony warunek

[

Przedstawimy teraz zupelnie inna, cho¢ nie mniej ogélna metode rozwiazywania rownania (27.1).

2
< 0. (27.3)

exp (- 56) £(9

Podobne metody matematyczne mozna stosowaé rowniez w innych zagadnieniach zwigzanych z
poszukiwaniem rozwiazan stacjonarnego rownania Schrodingera dla innych uktadéw fizycznych.

27.1.1 Ogoblna postaé rozwigzan

Szukamy rozwiazan rownania (27.1). Postulujemy jego rozwiazanie w postaci szeregu

[e.o]

FE&) =" ant™ (27.4)

n=0

Wykonujac niezbedne rézniczkowania, podstawiamy otrzymane szeregi do rownania (27.1) i do-

stajemy
i ann(n —1)€"2 + i an [(E—1)—2n]&" =0. (27.5)
n=0 n=0

Zauwazmy, ze dwa pierwsze (n = 0 1 n = 1) wyrazy pierwszego szeregu zeruja sie. Przenume-
rowujemy sktadniki pierwszej sumy. Wprowadzamy nowy indeks sumowania n’ =n —2, (n’ =
0,1,2,... ). Wowczas, zamiast (27.5) mamy

o0

Z ano(n' +2)(n' + 1 §"+Z an [(€ —1) —2n]&" = 0. (27.6)

=0 n=0

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 47



3.10.2004 27. (U.6) Oscylator harmoniczny 48

W obu sumach wystepuja te same potegi zmiennej {. Wobec tego, z (27.6) wynika (po opuszczeniu
znaku prim)

o0

> lanta(n+1)(n+2) —an(2n — (€ - 1))]¢" = 0. (27.7)
n=0

Warunkiem znikania szeregu jest zerowanie si¢ wspotczynnikow. To za$ jest réwnowazne warun-
kowi

anta(n+1)(n+2) =an(2n — (£ - 1)), (27.8)

ktory zapiszemy w znacznie wygodniejszej postaci, jako

2n—(E-1)
(n+1)(n+2) "

(27.9)

an42 = Gn

7 tego rezultatu mamy nastepujace wnioski.

e Relacja (27.9) ma charakter zwiazku rekurencyjnego, z ktérego mozemy po kolei wyznaczac
wspolezynniki rozwiazania (27.4).

e Zadajac ag, obliczamy as, a4, itd. A wiec za pomoca zadanego ag, tworzymy szereg o
potegach parzystych.

e Analogicznie, z a1 mamy asg, as, itd. W tym wypadku generujemy szereg o potegach nie-
parzystych.

Rownanie rozniczkowe (27.1), ktore tu rozwiazujemy, jest drugiego rzedu. Jego rozwiazanie musi
wiec zaleze¢ od dwoch statych dowolnych. Tymi stalymi moga by¢ wspotczynniki ag oraz ag.
Kazdy z nich generuje w rekurencyjny sposéb rozwiazanie o okrelonej parzystosci. Mozna zreszta
tego oczekiwaé, bowiem potencjat oscylatora jest funkcja parzysta, wiec powinnismy mieé¢ wtasnie
takie dwie klasy rozwiazan. A zatem, mamy dwa liniowo niezalezne rozwigzania o okreslonej

parzystosci
1 N a
w(e) = exp (5 ) a0 Y- 2 g, (27.108)
k=0
1 = a
P (€) = exp <—§§2) ap Z —2;1“ S (27.10b)
k=0

gdzie wspotezynniki ag i a; pelnia role statych dowolnych. Wyrazy asy 1 agk41 obliczamy z relacji
rekurencyjnej (27.9). Ogolne rozwiazanie naszego rownania jest kombinacja liniowa rozwiazan
parzystego 1 ®) i nieparzystego ¢(”).

27.1.2 Dyskusja rozwinieé. Kwantowanie energii

Rozwazmy uzyskane szeregi zaréwno dla przypadku parzystego, jak i dla nieparzystego.

e Dla parzystego n = 2k, £k =10,1,2,... , mamy szereg
o
FE&) = ant. (27.11)
k=0

Relacja rekurencyjna ma zas postaé

Q2k+2 dk+1-€& 1
- 7 27.12
agk 2k +1)(2k+2) k>1 K ( )
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e Dla nieparzystego n = 2k + 1, k£ = 0,1,2,... sytuacja jest podobna. W tym wypadku
mamy
o
F(©) =) ampa . (27.13)
k=0

Natomiast relacja rekurencyjna jest postaci

agetz 4k +3-E 1
askr1  (2k+2)(2k+3)  k>»1 K

(27.14)

Widzimy wiec, ze w obu przypadkach po wytaczeniu pewnej ilodci wstepnych wyrazéw, oba
szeregi zachowuja sie tak, ze spelniona jest relacja
Q42 1 . n
— = -, dzie k=~ —, 27.15
an k & 2 ( )
ktora jest tym lepszym przyblizeniem, im wieksza jest liczba k. Aby lepiej zrozumieé¢ sens powyz-
szego zachowania sie asymptotycznego otrzymanych szeregéw, rozwazmy teraz funkcje exp(£2).

o0 2\n o0 ) 1
exp(€) =) Q =3 by gdzie bor = 73 (27.16)
n=0 n: k=0 k!
Wobec tego dla dyskutowanej funkcji exp(£2) mamy
bok+2  bogrt1) 1 1
= = - . 27.1
Dor b k+l  k>1 0k (27.17)

Na podstawie analizy funkcji exp(¢2) wnioskujemy, ze nasze szeregi (27.11) oraz (27.13) dla
duzych wartosci k, daja szeregi funkcji (&) asymptotycznie zbiezne do funkcji exp(£2). Sytuacja
jest niezadowalajaca, bowiem zgodnie z (27.2) dostaliémy rozwiazania w postaci iloczynu, ktory
asymptotycznie zachowuje sie jak

0(6) ~ e (-3¢ ) exp(€?) = exp (43¢ (27.18)

a wiec jak funkcja nienormowalna. A zatem otrzymane rozwiazanie jest niefizyczne. Jedynym
sposobem unikniecia tej trudnoéci jest zadanie, aby uzyskany szereg urywat sie, to znaczy aby
funkcja f(€) redukowata sie do wielomianu. Istotnie szereg sie urywa, jezeli w relacji rekurencyjne;
(27.9) otrzymujemy a,+2 = 0, poczawszy od pewnego n. Tak wlasnie dzieje sie, gdy zazadamy,
aby dla pewnego n znikal licznik wyrazenia po prawej stronie ogolnego wzoru (27.9). Wobec tego
warunek

2n—(£-1)=0 dla pewnego n =0, 1, 2, 3,...... (27.19)

sprawia, ze wspélczynniki o numerach mniejszych lub réwnych n sa rézne od zera, za$ te o
indeksie wickszym od n staja sie zerami. Funkcja f(&) redukuje sie do wielomianu stopnia 7.
Tym samym potwierdza sie nasz domyst, wynikajacy z jakosciowej dyskusji rozwigzan. Warunek
(27.19) mozemy zapisac¢ takze w postaci

1
£=2 (n + 5) gdzie n=0,1,2,3,...... (27.20)

Powyzsze rownanie méwi nam, ze dozwolone energie (tzn. takie, ktore prowadza do fizycznie sen-
sownych — normowalnych funkcji falowych) kwantowo—mechanicznego oscylatora harmonicznego
przyjmuja, tylko $cisle okreslone, a wiec skwantowane, wartosci.
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Wracajac, do wyjsciowych oznaczen & = 2F/hw, zapisujemy warunek kwantowania energii
oscylatora, w postaci

1
E=F, = hw <n + 5) gdzie n=0,1, 2, 3,...... (27.21)

Warunek kwantowania energii zapewnia, ze szeregi sie urywaja (redukuja do wielomianéw) dajac
rozwiazania naszego problemu

9(6) = nl€) = exp (56 Wa(©) (27.22)

gdzie W, (.) sa wielomianami n-tego stopnia. Tym samym kwantowanie energii prowadzi do funk-
c¢ji falowych, ktore sa juz normowalne, tak jak to byé¢ powinno. Na zakoniczenie dyskusji, zwr6oé-
my uwage, ze warunek kwantyzacji energii (27.19) mozemy wykorzysta¢ w relacji rekurencyjnej
(27.9), otrzymujac

Oht2 = ax ¢ 2(k — n) (27.23)

kE+1)(k+2)
Jasno wiec widaé, ze wspotczynniki o numerach k& < n sa niezerowe, zas dla k > n mamy juz same
zera. Rzeczywiscie wiec rozwiniecie (27.4) dla funkcji f(§) urywa sie i staje sie¢ ona wielomianem.
Wspoélezynniki ag oraz a; pelnia role stalych dowolnych i wyznaczaja rozwiazania odpowiednio
parzyste i nieparzyste.
Oczywiscie z warunku kwantowania (27.19) wynika & — 1 = 2n, co po wstawieniu do réwna-
nia (27.1) daje

F7(&) —261'(§) +2nf (&) = 0. (27.24)

przy czym juz wiemy, ze rozwiazaniami muszg by¢ wielomiany. Tym samym otrzymujemy ten
sam rezultat co w gtéwnej czesci wyktadu. Wielomiany Hermite’a spetniaja powyzsze réwnanie.
Wobec tego z (27.22) wynikaja funkcje falowe

2

i) = Noaso (-5 ) (0 (2729

Stala normalizacyjna otrzymamy tak samo jak poprzednio (w glownej czesci wykladu). Kwan-
towanie energii (27.21) jest tez takie samo. Wszystkie dalsze rozwazania przebiegaja wiec iden-
tycznie jak w gléwnej czesci wyktadu.

Stwierdzamy wiec, ze metoda szukania rozwigzan stacjonarnego réwnania Schrédingera za
pomoca rozwiniecia w szereg prowadzi do tych samych wynikéw co rozwiazania konfluentnego
roéwnania hipergeometrycznego.

27.2 Alternatywna postaé funkcji falowych

Lemat 27.1 Wielomiany Hermite’a spetniajg wzor

1 d\" 1
Hy(y) = exp (5 y2> (y - @) exp (—5 yz) (27.26)
ktory jest analogiczny do formuty Rodriguesa
2 d’I’L 2
Hy(z) = (=1)"e" —— e 27.2
(@) = (1)"e" o e (27.27)
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Dowo6d. Mozna go przeprowadzi¢ na wiele roznych sposobéw. Podamy najprostszy — przez in-
dukcje matematyczna. Dla n = 0 formuta (27.26) oczywiscie daje Ho(x) = 1, co jest poprawne.
Czyli pierwszy punkt dowodu przez indukcje jest gotowy. Zaktadamy stusznosé wzoru (27.26)
dla pewnego n > 0 i badamy je dla n + 1.

d g\"
e U ) L U ) K
d
= (y - d_y) 3 Haw) (27.28)

gdzie skorzystaliémy z zaltozenia indukcyjnego. Dalej wiec mamy

d
Hanl) = & [ye " 1,0 = 2 (3 )]

dH,
= yHu) - B (g () + b )
Y
d Hy(y)
— oy H,(y) — Y 27.29
y Ho(y) i (27.29)
Przeksztalcajac dalej otrzymujemy
_ 2 d
Honly) = = [ ) + e 1 Halo)
d 2 2> d
— _ L\ v g }
o () mw) + ¢ L )
d
= —¢¥ & (e_y2 Hn(y)) . (27.30)
Wielomian H,(y) w ostatnim wyrazeniu wyrazimy wzorem Rodriguesa (27.27), dostajac
d 2 2 d’I’L 2
Hya(y) = —eV = {e_y —1)"e¥ —e_y]
) e ere
dn+1
= (-prtter’ eV = Hyn(y), (27.31)

dyn+1

co ponownie wynika ze wzoru Rodriguesa. Na mocy zasady indukcji lemat jest udowodniony. m
Jezeli teraz w udowodnionej relacji (27.26) dokonamy zamiany zmiennych wedlug przepisu

y = x /mw/h, to wowczas otrzymamy
H <:c @) = ex e o i exp | — me o
" ) — P \/ wde| P\ T2n

n/2 2 hood1n 2
mw mw T mw T

Stosujac to wyrazenie w znanych juz funkcjach falowych

Un(z) = ( %)1/4 ﬁ exp (—2—;} xQ) H, (w %) : (27.33)

tatwo widzimy, ze mozna je zapisa¢ w dwoch réwnowaznych postaciach

1 = (5)" oo -5) (D

mw /4 1 mw\™? h d mw o
= — — | — — — - — . 27.34
( Wﬁ) V2" nl ( h ) (x mw dm) eXp( 2h x) (27.34)
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Otrzymane alternatywne wyrazenie dla funkcji falowych kwantowo-mechanicznego oscylatora
harmonicznego jest przydatne w niektérych innych zastosowaniach.

27.3 Szacowanie energii stanu podstawowego
z zasady nieoznaczonos$ci

Z warunku kwantowania energii F,, = hw(n + %) oczywiscie wynika, ze energia stanu podsta-
wowego (stanu o najnizszej energii) wynosi fuw/2. Pokazemy, ze wartosé¢ ta jest zgodna z prze-
widywaniami wynikajacymi z zasady nieoznaczonosci. Najnizsza energia oscylatora klasycznego
wynosi Fr,s = 0, co odpowiada oscylatorowi znajdujacemu sie w spoczynku. Sytuacja taka jest
jednak niemozliwa w ramach mechaniki kwantowej.

Bedziemy staraé sie oszacowaé energie kwantowo-mechanicznego oscylatora harmonicznego
za pomoca zasady nieoznaczonodci. Zatozymy dla prostoty, ze oscylator znajduje sie w jednym
ze swoich stanéow wtasnych v, (z) danym w (27.33). Na wstepie przypomnijmy, ze zasada nie-
oznaczonosci dla potozenia i pedu moéwi iz

o?(z) - o%(p) > %2, (27.35)
gdzie dyspersje sa okreslone wzorami

o*(z) = ((&—(z)))=(2") () (27.36a)

a*(p) = ((—(p)?*)=(p*) —(p)* (27.36D)

A zatem aby obliczy¢ dyspersje trzeba znalezé najpierw wartosci oczekiwane potozenia i pedu.
Z zalozenia oscylator jest w stanie wlasnym energii ¥,. Na mocy rozwazan z czeSci glownej
wyktadu, wiemy ze wartosci oczekiwane potozenia i pedu znikaja

(z) = (p) = 0. (27.37)
Wobec tego dyspersje dane sg wzorami
o2(z) = (22)= / T (@) 2 v (@), (27.38)
oo N B
) = (1) =1 [ do @) o val) (27 38h)

Funkcje podcatkowe w obu powyzszych wyrazeniach sg zawsze funkcjami parzystymi. Nie ma
wiec zadnych powodow oczekiwaé, ze calki te dadza zera. Z zasady nieoznaczonosci (27.35)
plynie wrecz odwrotny wniosek, obie dyspersje musza, byé¢ dodatnie. Sytuacja jest wiec inna niz
w przypadku klasycznym. Dyspersje (niepewnosci, rozmycia) potozenia i pedu oscylatora, nawet
w stanie o najnizszej mozliwej energii, nie znikaja. Méwimy, ze kwantowo-mechaniczny oscylator
harmoniczny w stanie podstawowym (gdy n = 0) wykonuje drgania zerowe, przy czym jego
energia jest wieksza niz zero i wynosi fw /2. Sprawdzimy, ze zasada nieoznaczonosci, i to catkiem
niezaleznie od naszych wczesniejszych obliczen, pozwala przewidzie¢ doktadnie taka minimalna
energie oscylatora.

Rozwazmy teraz warto$é oczekiwana energii oscylatora, czyli wartosé¢ oczekiwana hamilto-
nianu. A zatem mamy

~9 2 2
p mw= o (p7) 1 2,2
E = i - — —
(E) <2m+ 2x> 2m+2mw(x>
2
1
= 02—7(7?—1—5771(‘)202(:6), (27.39)
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gdzie wykorzystaliSmy relacje (27.38).
Na mocy zasady nieoznaczonosci (27.35) mamy np.

(27.40)

Wobec tego w (27.39) szacujemy ( E) od gory, zastepujac o2(p) w/g (27.40) przez coé wickszego.
A wiec taczac te wzory otrzymujemy

1
(E) > —+ 5 mwy, (27.41)

gdzie dla wygody oznaczylismy y = o2(z).

Zmajdzmy minimalng warto$¢ prawej strony powyzszego oszacowania. Innymi stowy, bedzie-
my manipulowaé¢ parametrem y = o2(x) > 0, tak aby zminimalizowaé¢ prawa strong (27.41). A
wiec badamy funkcje

1
99) = g T 32 mw?y. (27.42)

Jej pochodna

"(y) = — i 2 mw? (27.43)
J(y) = st T2 mw=. :
Latwo obliczamy, ze pochodna znika dla
h
y=t—": (27.44)
2mw

Poniewaz y jako dyspersja potozenia musi byé¢ dodatnie, rozwiazanie z minusem odrzucamy.
Latwo widaé, ze dla y = i/2mw, druga pochodna funkcji g(y) jest dodatnia. Zatem g(y) istotnie
ma minimum. Najlepsze oszacowanie energii oscylatora w (27.41) dostaniemy podstawiajac za y
obliczona warto$¢ minimalizujaca funkcje g(y). Elementarne obliczenia prowadza do wniosku

(E) > = hw, (27.45)

co oczywiscie jest zgodne z minimum energii wynikajacym z warunku kwantowania.

Na zakoinczenie zauwazmy, ze rownie dobrze mogliby$my z zasady nieoznaczonosci wyliczyé
o?(x), i nastepnie wyeliminowa¢ te dyspersje z wyrazenia (27.39). Postepujac dalej w zupelnie
analogiczny sposob dostaniemy to samo oszacowanie dla wartosci oczekiwanej ( E' ), przy czym
uzyskane minimum bedzie mie¢ miejsce dla

1
o*(p) =9 = 5 M. (27.46)

Zwrocmy takze uwage, ze sytuacja opisana przez dyspersje (27.44) i (27.46) odpowiada

R mhw R

a wiec minimalizacji zasady nieoznaczonodci.
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27.4 Operatory anihilacji i kreacji.
Oscylator harmoniczny
27.4.1 Operatory anihilacji i kreacji — ogdlna teoria

Postulujemy istnienie pewnej przestrzeni Hilberta (by¢ moze nieskonczenie wielewymiarowej) w
ktorej dziataé bedzie operator @ i jego sprzezenie af. Operatory @ i @' sa niehermitowskie. Dla,
tych dwoch operatoréow postulujemy fundamentalng relacje komutacyjna

[a, a'] = aa' — d'a = 1. (27.48)

Na podstawie przedstawionych postulatéw skonstruujemy przestrzen Hilberta i zbadamy sze-
reg bardzo waznych wlasnosci operatorow a oraz a'. Zrobimy to udowadniajac serie lematow i
twierdzen.

Lemat 27.2 Operator N = a'a ma pewien wektor wtasny | z) odpowiadajgcy rzeczywistej war-
tosci wtasnej z, tzn.

N|z)=a'alz) =z|z), przy czym z€R. (27.49)

Dowdd. Wynika natychmiast z faktu, ze operator N = afa jest hermitowski. m
Uwaga: Wektor | z) jest wektorem wlasnym operatora hermitowskiego. Wektor ten mozna wiec
zawsze unormowac¢. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze wektor |z ) jest unormowany

2% = 1, lub (z|z) = 1. (27.50)
Lemat 27.3 Wartosé wltasna operatora N jest (rzeczywista) nieujemna. z € R

Dowod. Poniewas | 2) oznacza unormowany wektor wlasny operatora N, zatem
v o= z2(z]2) = (z]z]2) = (z]atalz) = ((z]a")(alz))
= (alz))(alz)) = llal=)|* (27.51)

Widzimy wiec, ze z jest réwne normie pewnego wektora, wobec tego jest to liczba rzeczywista i
nieujemna. B

Lemat 27.4 Obowigzujg nastepujace relacje komutacyjne
[aT a, a} — (27.52a)
lata,at] = al. (27.52b)
Dowo6d. Proste rachunki, w ktorych korzystamy z kanonicznej relacji komutacyjnej (27.48),
prowadza do :
lata,a) = al[a,a] + [df,a]a
lafa,af| = af [a,af] + [al,a

co koniczy dowod. B

a
T} a=4a +0-a, (27.53)

Lemat 27.5 Ket a|z) jest stanem wtasnym operatora N = ata, odpowiada wartosci wlasnej
(z—1), to jest

Nalz) = (z—1)alz). (27.54)
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Dowod. Jezeli a|z) # 0, to wowczas mamy
Nalz) = ataalz). (27.55)
Ze wzgledu na relacje komutacyjng (27.52a) mozemy napisaé¢ af @ a = a a' a — a, a zatem
Nalz) = a@a—-1)]z) = az|lz)—alz) = (z—1)alz). (27.56)
Wektor @ | z) jest wiec stanem wlasnym operatora N z wartoscia wlasna (z — 1). m

Lemat 27.6 Ket a' |z) jest stanem wtasnym operatora N=atai odpowiada warto$ci wlasnej
(z+1), to jest

Natlz) = (z+1)at|2). (27.57)

Dow6d. Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzedniego lematu, w tym przypadku jednak
korzystamy z relacji komutacyjnej (27.52b) zamiast (27.52a). m

Lemat 27.7 Normy wektoréw a|z) oraz a'|z) sq dane jako
lalz) | = vz, laf =) = vVa+1. (27.58)

Dowo6d. Pierwsza norma wynika automatycznie z dowodu lematu 27.3, patrz relacja (27.51).
Druga relacja dowodzimy analogicznie

lat 1) = (af1=)) (at12)) = (=]aaf]=). (27.59)
7 kanonicznej relacji komutacyjnej mamy aaf = al @ + 1, wobec tego

lat | 2)]> = (z]ata+1]z) = (z]ata|z)+(z|z) = a|z)|?+1 = z+1, (27.60)
I

co wynika stad, ze wektor | z) jest unormowany i || @ |z) || = 2z, a wiec mamy druga relacje

(27.58), co konczy dowod. m

Lemat 27.8 Jesli wektor a™| z) # 0, to jest on wektorem wtasnym operatora N odpowiadajgcym
wartodci wtasnej (z —n):

Na"|z) = (z—n)a"|z) (27.61)

Dowo6d. Dowdd przeprowadzamy przez indukcje. Przypadek n = 1 wykazalismy w (27.54).
Zasadnicza role w dowodzie odgrywa relacja Na = aN —a, ktora wynika z (27.52a). Otrzymujemy
wtedy

Na™]z)] = Nala"|2)] = (aN-a)a"|2)] = aN[a"|2)]-a""'|z) (27.62)
Na mocy zalozenia indukcyjnego dalej uzyskujemy

N e 2)] = a(z—m)a"|2) — @™ z) = (z-n-1)a"|2), (27.63)
skad wynika tres¢ lematu. m
Lemat 27.9 Istnieje taka liczba catkowita, ze

a"|z) #0, lecz a"tz) =0, (27.64)
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Dowo6d. Z poprzedniego lematu wynika, ze a"|z) jest wektorem wlasnym operatora N odpo-
wiadajacym wartosci wlasnej (z — n). Lemat 27.3 mowi, ze wartosci wlasne N sa nieujemne.
dla dostatecznie duzego n bedziemy mieli (z — n) < 0. Jest to sprzeczne z lematem 27.3. Wobec
tego, musi istnie¢ taka liczba catkowita dodatnia, ze warunki (27.64) beda spelione, co konczy
dowod. m

Twierdzenie 27.1 Wartosci wtasne z operatora N zdefiniowane w (27.49) sq niewjemnymi licz-
bami catkowitymi. Co wiecej, istnieje unormowany wektor wtasny |0) operatora N, taki zZe

al0) =0, (27.65)
ktory nazwiemy stanem prézni.

Dowo6d. Wektor a™| z) jest wektorem wlasnym operatora N odpowiadajacym wartoséci wlasnej
z —n, mozemy wiec go unormowacé i zapisa¢ w postaci

a" |z
|lz—n) = W. (27.66)
Niech n bedzie liczba catkowita taka, ze spelniony jest warunek (27.64). Oznacza to, ze
alz—n) = 0, (27.67)
wiec norma uzyskanego wektora wynosi
la|z—n)]| = 0. (27.68)

A zatem, z pierwszej z relacji (27.58) wynika, ze
lalz—n)| = vz—n = 0. (27.69)

Implikuje to, ze z = n. Wartodci wtasne z operatora N =ata sa wiec nieujemnymi liczbami
catkowitymi. Ponadto, wnioskujemy, ze istnieje unormowany wektor |0), dla ktorego relacja
(27.64) jest spelniona i to dlan=0.m

Twierdzenie 27.2 Zgodnie twierdzeniem 27.1, przez |n) oznaczamy unormowany stan wlasny
operatora N, ktory odpowiada warto$ci wtasnej n — nieujemnej liczbie catkowitej. Wiowczas,
wektory
a f
aln a'ln
ln—1) = [n) oraz In+1) = [n) (27.70)

N Vn+1’

sq stanami wtasnymi operatora N. Relacje te pozwalajg na skonstruowanie wszystkich standw

wtasnych operatora N, przy zalozZeniu, ze przynajmniej jeden ze standw |n) jest dany (znany).
Formuty (27.70) mozna zapisaé réwnowaznie jako

aln) = Vvn |n—1) (27.71a)
atln) = Vn+1 |n+1) (27.71b)

Dowoéd. W lemacie 27.5 wykazaliSmy, ze wektor a |n) jest stanem wlasnym N nalezacym do
wartosci wlasnej (n — 1). Oznacza to, ze (zgodnie z wprowadzona notacja) a |n) jest wektorem
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proporcjonalnym do wektora | n—1). Pozostaje ustali¢ wspotczynnik proporcjonalnosci. Z lematu
27.7 wynika, ze norma || a |n) || = v/n . Wobec tego wektor

n) _ aln)
IR (27.72)

jest unormowanym wektorem wlasnym N z wartoscia wlasna (n — 1). A zatem jest on réowny

I a

wektorowi | n — 1). Pierwsza cze$¢ twierdzenia jest wiec dowiedziona. Druga czes¢ dowodzimy w
ten sam sposéb.

Lemat 27.10 Stan wtasny |n) operatora N = al a mozna skonstruowac jako
1 n
= — AT
In) N (a)" 10, (27.73)

jesli tylko stan prozni |0) zdefiniowany w (27.65) jest znany lub dany.

Dowo6d. Dowodd przeprowadzamy przez indukeje z relacji (27.71b). Dla n = 1 mamy

1 1
1) = \/Ta”()) = \/T\/l_\l) = |1), (27.74)

tak jak to by¢ powinno. Dalej dla n + 1 dostajemy

B 1 ety - L 1
n+1) = (n-i—l)!( o) nt+1vnl

af n
= Tﬂym = \/m% = |n+1). (27.75)

gdzie wykorzystaliémy zatozenie indukcyjne przy przejsciu od pierwszej do drugiej linii. B

at (ah"[0)

Lemat ten jasno okresla sposob konstrukcji stanéw wlasnych operatora N = af a. Musimy
najpierw zbudowaé (znalez¢) stan podstawowy — stan prozni |0), ktory powinien byé wyzna-
czony jednoznacznie. Jesli tak nie jest, to musimy dodatkowo dysponowaé zupelnym zbiorem
komutujacych obserwabli, ktore beda klasyfikowaé stany prozni za pomoca dodatkowych liczb
kwantowych. Znajdujac w ten sposéb odpowiedni unormowany stan prézni, mozemy nastepnie
zbudowaé stany | n) stosujac operator kreacji zgodnie z przepisem (27.73).

Lemat 27.11 Stany wtasne |n) okreslone w (27.73) sq ortonormalne, to jest
(nlm) = Opm. (27.76)

Dowo6d. Ortogonalnosé wynika z faktu, ze stany |n) sa stanami wlasnymi hermitowskiego
operatora N, a wiec tylko potrzeba wykazaé¢ ich unormowanie. Bez straty ogdlnosci mozemy
przyja¢ n > m. Wowczas, z (27.73) dostajemy

1

n!m!

(n|m) = (0]a™ (ahH™|o). (27.77)

7 drugiej strony mamy relacje operatorowe
a@hm—@hma = [a @] =at [a @] + [a at] @hm!
= af [a, @]+ @hm (27.78)
Wielokrotnie stosujac takie rozumowanie, w koricu otrzymamy

a@hm—(@Hma = m(ahm1t, (27.79)
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co mozna tez wykazaé stosujac indukcje matematycznej. Idac dalej stwierdzamy, ze

(nlm) = —== (0 [m(ah)™ " + @)™ a] [0)

1
= T (o]amt @hm1|0), (27.80)

bowiem a |0) = 0. Powtarzajac taka procedure m-krotnie, uzyskamy w rezultacie relacje

(nm) = /™ (0]am™|0). (27.81)

n!

Dla n > m mamy wiec a"~™ |0) = 0, co wynika z definicji stanu prézni. Gdy n = m, to
dostaniemy (n|m) = (0]0) = 1. A zatem stany | n ) sa ortogonalne (co nie jest nieoczekiwane)
i unormowane, tak jak to by¢ powinno, poréwnaj (27.50). m

27.4.2 Operatory anihilacji i kreacji — podsumowanie
Operatory anihilacji i kreacji (niehermitowskie) sa okreslone przez relacje komutacyjna

la,a"] = 1. (27.82)
Stany | n) sa stanami wlasnymi operatora N =afa, to jest

Nn) = ataln) = n|n), przy czym n=0,1,2 ...... (27.83)
Stan | 0) nazywamy stanem prozni. Stan ten spelnia warunek

al0)y = 0. (27.84)
Stany | n) sa ortonormalne (stany wlasne operatora hermitowskiego N)

(m|n) = dmn- (27.85)
Dziatanie operatoréw anihilacji i kreacji na stany |n) okreslone jest wzorami

aln) = Vn |n-—1), (27.86a)

atln) = Vn+1 |n+1). (27.86b)
Zauwazmy, ze relacje te sa w pelni konsystentne z poprzednimi. Wzor (27.86a) zgadza sie z
definicja (27.84) stanu prozni. Co wiecej, mamy

ataln) = a'vn n—1) = Vn al|n—1)

= Vn\J(n=1)+1 |n) = n|n), (27.87)

jak to by¢ powinno, zgodnie z definicja (27.83). Elementy macierzowe operatoréw anihilacji i
kreacji tatwo wynikaja z rownania (27.86) i warunkéw ortonormalnosci. Bez trudu otrzymujemy
formuty

(m|a|n) = Vvn (m|n—-1) = V/n Smnp-1, (27.88a)
(mla'|n) = Va+1 (min+1) = Vn+1 Smni1. (27.88b)
Praktyczna konstrukcja przebiega w nastepujacych zasadniczych krokach:

e budujemy operatory anihilacji i kreacji a oraz af, a potem sprawdzamy relacje komutacyjna

(odtwarzajaca relacje kanoniczna (27.82));

e znajdujemy (konstruujemy) stan prozni |0).

e konstruujemy stany |n) za pomoca relacji
ny =
Vnl

10). (27.89)
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27.4.3 Zastosowanie do oscylatora harmonicznego

Zastosujemy tutaj przedstawiong powyzej teorie do konkretnego przypadku.

Operatory anihilacji i kreacji dla oscylatora harmonicznego

Hamiltonian kwantowo-mechanicznego oscylatora to

. P> 1
H = -+ §mw2gz2. (27.90)

Operatory potozenia i pedu spetniaja kanoniczng relacje komutacyjna
(2, p] = ih. (27.91)
Budujemy teraz dwa operatory pomocnicze

mw P
oraz

h mwh

&>

: (27.92)

i bez ktopotu sprawdzamy, ze sg one bezwymiarowe.

Twierdzenie 27.3 Dwa bezwymiarowe, niehermitowskie operatory b oraz bt zdefintowane wzo-

rami
b= L( me o ) - L (w4 i) (27.93a)
V2 h mwh vV 2mwh L .
N 1 mw P 1 .
o= — < — - ) = — (mwz — ip), 27.93b
V2 h mwh 2mwh ( P) ( )
spetniajg relacje komutacyjng
5,07 = 1. (27.94)

~

Zatem b mozemy uznac za operator anihilacji, zas b1 za operator kreacji.

Dowo6d. Niehermitowskosé i bezwymiarowosé zdefiniowanych operatoréw jest ewidentna. Trzeba
jedynie wykaza¢ relacje komutacyjna (27.94). A zatem z definicji (27.93)

1

7 AT — ~ N N
[b,b } —2mwh[mwm + ip, mwi — ip |
o 1 2 21 A1 A A . A A PN
= Sk {m w?[Z, &] — imw(, p] —|— imw(p, | + [p, P }
Tmw IR A _ v o . _
- { = [z,p] + [p 2]} = 5% ih + (—ih)} 1. (27.95)

Poniewaz operatory bibf spetniaja relacje komutacyjna typowa dla operatoréw anihilacji i kre-
acji, wiec posiadaja one wszystkie niezbedne wlasnosci. Identyfikacja (nazewnictwo) wprowadzo-
ne w tresci twierdzenia jest wiec poprawne i uzasadnione. B

Relacje (27.93) mozna tatwo odwroci¢ i wyrazi¢ operatory polozenia i pedu przez operatory
anihilacji i kreacji

io= 50— (b+ ), (27.96a)

po= —i M(B - b)), (27.96b)
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Za pomoca tych zwigzkéw mozemy teraz wyrazi¢ hamiltonian oscylatora przez operatory anihi-
lacji i kreacji. Otrzymujemy

2 2
i o= ;L.[_i MR (b -5ty |+ - me? { 555 (a+»y)]

— ( bot + bt b ) (27.97)
Z relacji komutacyjnej (27.94) wynika bbt =1+ bTh, a zatem w koricu mamy

A hw PN PP | - 1
_ T _ thes) = -
H = = (267 b+1) hw(b b+2> M<N+2) (27.98)

~

gdzie, jak poprzednio, wprowadziliémy operator N = bl b.

Twierdzenie 27.4 Stany wtasne energm kwantowego oscylatora harmonicznego sq stanami |n )
— stanami wltasnymi operatora N = bl b. Wartosci wtasne energii wynoszq

En:hw<n+%). (27.99)

Dowd6d. Dowdd wynika natychmiast z relacji (27.98) i z wlasnosci operatora N omowionych
powyzej. &

Konstrukcja stanu prézni

Powyzsze rozwazania mialy dosé formalny charakter. Aby nada¢ im bardziej przejrzysta postac,
bedziemy teraz budowaé¢ stany wtasne energii oscylatora w reprezentacji polozeniowej, to jest
bedziemy szukaé funkcji ¢p,(z) = (z|n).

Pierwszy krokiem, wedlug nakreslonej uprzednio procedury, musi byé konstrukcja stanu préz-
ni, szukamy wiec funkcji po(x) = (2 ]0). Stan prozni jest zdefiniowany rownaniem (27.65) lub
(27.84). Postugujac sie wiec operatorem anihilacji b danym w (27.93a), dostajemy

- 1

W reprezentacji potozeniowej réwnanie to przyjmuje postaé

1 o
0 = (ol o (mwi + ) |0)
_ ﬁ [mwx + i(—ih %)} o(x). (27.101)

Ostatni wzér stanowi elementarne rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu

d
0 = ()\x + @) vo(x), gdzie A = % (27.102)
Rozwiazanie tego réwnania jest bardzo proste i ma postaé
by 2
po(z) = Ao exp <—%> (27.103)
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gdzie A jest stala normalizacyjng. Jej obliczenie daje

00 by 2
1 = \AOP/ de exp (-%) — | A |2 \/§ (27.104)

Wybierajac dowolna faze statej Ag jako réwna zeru otrzymujemy funkcje falows stanu podsta-
wowego oscylatora. Innymi stowy mamy stan prézni w reprezentacji potozeniowej

po(x) = (%)1/4 exp (— %) : (27.105)

ktory jest wlasciwie unormowany.

Konstrukcja stanéw |n)
Majac juz stan prézni w reprezentacji potozeniowej, mozemy iS¢ dalej i konstruowaé dalsze stany.
Postuzymy sie w tym celu relacja (27.89), ktora zapisujemy w reprezentacji potozeniowej

eul@) = (ln) = —=

(x| B ]0). (27.106)

Rozwazmy teraz bra (forme dualng) (| bT. Na mocy (27.93b) otrzymujemy

1

(o8 = (ol oo (monid — ip) = 22 (al (3 - -2 )
-3l mme) =] -5 amm) ]

Poniewaz operator rézniczkowy d/dx jest antyhermitowski, wiec

. A 1 d
(z|bf = 5 (x - X%)Uv]. (27.107)

Stosujac n-krotnie ten fakt w (27.106) n-krotnie, otrzymujemy
A\ 1 1d\"
@ = (2 _La , 27.1
#nl) <2) Vil <"’“ Adx> velo) (27109

Wstawiajac funkcje falowa (27.105) stanu prozni (27.105), konstruujemy réwnanie rozniczkowe
okreslajace n-ty stan wlasny energii oscylatora harmonicznego

A\ V4 1 1 d\" Az
_ (A n/2 _Lla A 271
on () (77) ] A (m i dm) exp < 5 ) (27.109)

Jest to rownanie funkcjonalne podobne do wzoru Rodriguesa (27.26) dla wielomianéw Hermite’a,
za$ parametr A jest okreslony w (27.102). Stosujac relacje (27.32) otrzymalismy alternatywna po-
sta¢ funkcji falowych oscylatora.Powtarzajac analogiczne rozwazania odnosnie formuty (27.109)
dostaniemy

@) = (@)”‘*#(@)W( S g (-1 2)
nit) = wh NoT h e dz) P on *

mw /4 1 mw 2 mw
= — —_— -— | H, — . 27.11
( 7Tﬁ> V27 ) b 2h <:C h ) (27:410)

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze metoda wykorzystujaca operatory anihilacji i kreacji prowadzi do
tych samych funkcji falowych (funkeji wtasnych energii) co standardowe rozwiazanie zagadnienia
wlasnego dla hamiltonianu (stacjonarnego rownania Schrodingera).
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Inne zastosowania

W gtownej czesci wyktadu w pracochtonny sposob (catkujac) obliczali$my elementy macierzowe
(k|lxz|n), (k|2?|n), (k|p|n) oraz (k|p?|n). Obliczenia te wymagaty dogé¢ skomplikowanych
calek. Pokazemy teraz, ze za pomoca operatoréw anihilacji i kreacji mozna przeprowadzi¢ odpo-
wiednie rachunki nieomal btyskawicznie.

I tak na przyktad z (27.96a) mamy

(k|z|n) = %(k|(5+ﬁ)|n). (27.111)

Dalej, na mocy (27.86) dostajemy

k|z|n) = % (Vakln—1) + VaTT(kln+1)). (27.112)

Skad, z ortonormalnosci stanéow |n) wynika

h
(klzln) = \/g— (Vi Skt + VAHT Spasn). (27.113)

Wynik ten jest oczywiscie identyczny z odpowiednim elementem macierzowym liczonym w za-
sadniczej czesci wyktadu przez skomplikowane caltki.

Analogicznie mozemy obliczy¢ element macierzowy (k|2%|n). Musimy jednak przy tym
pamietaé, ze operatory anihilacji bi kreacji b nie komutuja. Dostajemy wowczas

(kla?ln) = 5= (k|(b + 5 |n)
= o (kI (Bb + BB+ B+ BB |n)
= % ( nn—1) (kln—-2) + (n+1)(k|n)
+ n(kln) + /(n+1D(n+2) <k|n+2>)
_ % ( n(n —1) Sgnoz + (2n+1) 64

+ J(n+1)(n+2) Spnyo ) , (27.114)

co znowu zgadza sie z wynikiem z gléwnej czesci tekstu.
Powtarzamy podobne obliczenia dla operatora pedu. Ze wzoru (27.96b) otrzymujemy w
zupelnie ten sam sposéb

mwh

(klpln) = —i (k[(b —b")|n)

(Vn{kln—-1) — vVn+1(k|n+1))

= —

h
—— (Vn Okp-1 — Vn+1 Sppga). (27.115)

\/ 2
mwh

2

[ mw
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I wreszcie dla kwadratu operatora pedu mamy

mwh

(K1p*In) = — == (k[(b = b1 )?|n)
= Tk (B B~ B+ BB )
_ _mT‘“h ( n(n—1) (kln—2) — (n+1) (k|n)
— n{k|n) + /(n+1)(n+2) <k|n+2>>
_ mT‘”ﬁ ( n(n—1) Spns — (20 +1) 6

+ /(1) +2) Spnyo ) . (27.116)

Widzimy wiec, ze réwniez dla operatora pedu elementy macierzowe sg identyczne z relacjami
wyprowadzonymi w gléwnym wykladzie. Prostota powyzszych obliczen jasno pokazuje jak bardzo
pozyteczne sa operatory anihilacji i kreacji.
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