3.10.2004 18. Dodawanie momentéw pedu 212

Rozdziat 18

Dodawanie momentow pedu

18.1 Calkowity moment pedu

18.1.1 Przypomnienie z mechaniki klasycznej

W mechanice klasycznej, gdy rozpatrujemy uktad czastek oddzialujacych (przy czym zaktadamy,
ze oddziatywanie spehnia I1l-cig zasade dynamiki) pokazuje sie, ze momenty pedu poszczegolnych
czastek moga ulegaé¢ zmianom, jednak catkowity moment pedu takiego uktadu

N
L = Z L; = const., (18.1)
i=1
jest wielko$cia zachowang. Podobna sytuacja ma miejsce w mechanice kwantowej.

18.1.2 Przyklad kwantowo-mechaniczny

Rozwazmy dwie czastki (numerowane przez indeksy 1 i 2) poruszajace sie w polu centralnym
(wspolnym dla obu czastek). Zatozmy, ze czastki te nie oddziatuja ze soba, zatem kazda oddzielnie
ma hamiltonian

H1 = — %Vl + V(T’l), (182&)
h2
Hy = — %vg + V(ra), (18.2D)

gdzie V? to laplasjan wzgledem wspotrzednych j-otej czastki. Sktadowe momentu pedu kazdej z
czastek spetniajg kanoniczne relacje komutacyjne

(ZY, Hy] = o, i=123 k=12 (18.3)

Przypadek j = k dyskutowaliémy juz uprzednio (czastka w polu centralnym), zas dla j # k
relacja ta jest odzwierciedleniem faktu, ze rézne czastki maja rézne wspodlrzedne. Oczywiscie
wiec moment pedu kazdej z czastek komutuje z sumg hamiltonianéw. Wnioskujemy stad, ze
sumaryczny moment pedu komutuje z hamiltonianami (ich suma), a wiec jest stala ruchu (tak
jak w mechanice klasycznej).

Jezeli jednak czastki oddzialuja ze soba, to sytuacja nie jest juz tak prosta. Zalézmy, ze
energia potencjalna oddzialywania czastek zalezy jedynie od odlegltosci miedzy nimi: (|7 —T2|) =
¢(r12), a wiec hamiltonian uktadu ma postaé

H = Hy + Hy + ¢(T12). (184)
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Zbadamy teraz moment pedu jednej z czastek, np. wybierzemy sktadows, Lgl). Obliczamy komu-

tator z hamiltonianem catkowitym. Otrzymujemy
(L, H] = [LY, m] + [LY, Hy] + [LY, ¢(ri) ] (18.5)

W myél poprzednich uwag, dwa pierwsze komutatory znikaja. Pozostaje ostatni komutator, ktory
zapisujemy w reprezentacji potozeniowej
0 0
LW H] = —in <x — - —> r12) 1. 18.6
[ L, H] [ Yo T Yan ) 12) ] (18.6)

Obliczajac komutator, pamietamy, ze jest to operator dzialajacy na pewna (dowolna) funkcje
falows 1, a zatem wykonujac rézniczkowania dostajemy

0 0 0 0
e = o mJos o k)
. 09 o¢p
= —ih — — — . 18.7
i <331¢ an Y1 axl) (18.7)
Na mocy dowolnosci funkeji falowej ¢, mamy wiec
. 0p o¢p
LY, " :—h( — - —> 18.8
[ z } i L1 6’!/1 Y1 a.’L'l ( )
Pozostaje znalez¢ pochodne energii potencjalnej ¢
09 00(F1 —Tof) _ 9¢(riz) OIF1 —To| _ do(riz) = (x1 —x2) (18.9)
6%‘1 6%‘1 87“12 6%‘1 d’l"lg ’Fl — FQ’ ' '
W zupetnie analogiczny sposéb znajdziemy
0 d —
06 de(riz) (?il 232)_ (18.10)
6:1/1 d7“12 ‘1‘1 — I'Q’
Wykorzystujac obie obliczone pochodne w komutatorze (18.8) dostajemy
[L(l) H} — —Zh d¢(rl2) (xl(yl B y2) — yl(xl - m2))
z d7“12 ’Fl — ITQ‘
_in dé(r12) (ylﬂ? - 9512/2) 7 (18.11)
d7“12 ’I‘l — I'Q’

co na ogo6t jest rézne od zera. W kazdym badz razie nie widaé¢ zadnych przyczyn, dla ktorych
moglibysmy oczekiwaé, ze komutator ten znika. Wnioskujemy wiec, ze w uktadzie dwoch czastek
oddzialujacych moment pedu jednej z nich nie jest zachowany (rozumowanie powyzsze mozemy
powtorzyé dla pozostatych sktadowych). Mozemy takze przeprowadzi¢ te same obliczenia, ale
dla drugiej czastki. Wowczas, przez prosta zamiane indekséw otrzymamy

o do(r12) (yam1 — T2y
L® H] = —in ( e ) 18.12
[ z } drio ’rl — 1‘2‘ ( )
skad wynika, ze moment pedu drugiej czastki tez nie jest zachowany.
Dodajmy jednak oba uzyskane komutatory stronami
(2 + 1, H] = 0. (18.13)
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(analogiczne relacje mamy takze dla dwoch pozostalych skladowych). Wobec tego, bez trudu
wykazemy, ze

(L3, H] = 0, (18.14)
gdzie Ly = Ly + Lo. Oczywiscie wnioskujemy, ze catkowity (sumaryczny) moment pedu ukltadu
jest wielkoscia stala — jest zachowany (tak samo jak w mechanice klasycznej). Wniosek ten nie jest
nieoczekiwany, jesli uswiadomimy sobie, ze nawiasy Poissona z mechaniki klasycznej przenosza
sie na komutatory w mechanice kwantowe;j.

18.1.3 Oddzialywanie spin-orbita — dyskusja wstepna

Opisujac uprzednio atom wodoropodobny nie uwzglednialiémy spinu elektronu. Hamiltonian ato-
mu (przy wszystkich niezbednych zalozeniach, omawianych w poprzednich rozdziatach), byl po-

staci
ﬁ2
Hy = — 1% 18.15
o= 2 v, (15.15)
gdzie V(r) — potencjal coulombowski. W rozwiazaniu zagadnienia wtasnego korzystalismy z
faktu, ze
[Ly, H] = 0, [T}, H] = 0, (18.16)

skad oczywiscie wynika, ze orbitalny moment pedu jest stala ruchu. Ponadto, operator momentu
pedu ma wlasnosci komutacyjne

[ Ly, L*] = 0. (18.17)

Ze wzgledu na wypisane reguty komutacyjne, operatory Hy, L2 oraz L tworzylty ZZOK, dla
ktorego szukalismy funkcji i wartosci wlasnych.

Jezeli jednak uwzglednimy spin elektronu, to musimy ZZOK uzupelnié¢ operatorami S2 i Ss
(ten pierwszy niewiele wnosi, bo spin elektronu s = %, czyli jest ustalony). Oczywiscie operatory
spinu wchodza do ZZOK, komutuja bowiem ze wszystkimi operatorami zaleznymi od zmiennych
orbitalnych. Spin jest wiec takze staltg ruchu.

W dalszej czesci wyktadu pokazemy, ze w bardziej realistycznym modelu atomu nalezy
uwzgledni¢ tak zwane oddzialywanie spin-orbita, ktore sprawia, ze hamiltonian atomu trzeba
uzupetié¢ za pomocy wyrazenia

Hso = &(r)L-S, (18.18)

gdzie &(r) jest funkcja odleglosci elektronu od centrum sity coulombowskiej (w praktyce od
jadra). Nature fizyczna tego oddziatywania i posta¢ funkcji £(r) omoéwimy pozniej. Zbadajmy
teraz bardziej formalne konsekwencje pojawienia sie dodatkowego cztonu w hamiltonianie. Mamy
wiec teraz hamiltonian postaci

H = Hy+ Hso. (18.19)
Rozwazmy sktadowa orbitalnego momentu pedu i jej komutator z nowym hamiltonianem

Ly, H] = [Ly, Ho+Hso] = [ Lk, Hsol, (18.20)
bowiem komutator z Hy znika. Idac dalej, mamy

[ Ly, H] = [Lyg, &(r) LpSp| = &(r)Sp| Lk, Ly |, (18.21)
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bo funkcja £(r) nie zalezy od katow, a spin nie zalezy od zmiennych orbitalnych. Na mocy
kanonicznych relacji komutacyjnych otrzymujemy

[Li, H] = &(r)Spihegps Ls = ih&(r) epps SyLs = ih&(r) (§ x f,)k. (18.22)
Powtarzajac bardzo podobne obliczenia, dla sktadowych spinu dostaniemy

[Sk, H] = [Sk, Hso] = &(r) L[ Sk, Sp]
= &(r)Lyiherps Sy = hEr) erps LpSs = in&(r) (Lx§) . (18.23)

Zwroémy uwage, ze cho¢ operatory Ly, i S, komutuja, to jednak nie wolno (bez zmiany znaku)
zamieni¢ kolejnosci indeksow w tensorze €5 (iloczyn wektorowy zmienia znak przy zamianie
kolejnosci jego czynnikow). Oba powyzsze komutatory nie znikaja. A zatem w ukladzie (atomie),
w ktorym wystepuje oddziatywanie spin-orbita, ani L ani S nie sa stalymi ruchu, nie sa zacho-
wywane. Poniewaz operatory L3 i S3 nie komutuja z hamiltonianem (18.19) wiec przestaja by¢
dobrymi kandydatami do konstrukcji ZZOK.

Dodajmy jednak komutatory (18.22) i (18.23) stronami

[Li+ Sp, H] = ih&(r) [(Ex§)k + <§xf)kj = 0. (18.24)

co wynika z komutacji Li §, oraz z antysymetrii iloczynu wektorowego. Oczywiscie wiec suma-
ryczny (catkowity) moment pedu czastki o spinie S i orbitalnym momencie pedu L, zdefiniowany
jako suma

J =1L+ S, (18.25)
jest stala ruchu, bowiem z (18.24) wynika oczywiscie
[Jp, H] = 0. (18.26)
Co wiecej, w zupelnie analogiczny sposob obliczymy komutator
[J2, H] = [JwJ, H] = Ji [Ji, H] + [Ji, H] Ji
= Jp [Lg+ Sk, H] + [Lr+ Sk, H] Jp = 0. (18.27)

7 naszej dyskusji wynika, ze L3 i S3 nie mogg wchodzi¢ do ZZOK odpowiadajacego hamil-
tonianowi H = Hy + Hgo. Z drugiej strony, na mocy relacji komutacyjnych (18.25) i (18.27)
widzimy, ze kandydatami do nowego ZZOK beda operatory J2i Js. Aby jednak oméwi¢ ZZOK
wlasciwy dla atomu, w ktérym wystepuje oddzialywanie spin—orbita, musimy najpierw zbadaé
nature i wlasnosci operatora J=L+S.

18.2 Dodawanie dwéch momentéw pedu

18.2.1 Dyskusja i wprowadzenie

7 obu powyzszych przykladéow wynika konieczno$é kwantowo-mechanicznego dodawania dwéch
momentéw pedu i to niezaleznie od ich natury orbitalnej czy spinowej. Operatory mozna dodawacé
(cho¢ trzeba przy tym uwazaé¢, w jakich przestrzeniach one dzialaja). Jak jednak wygladaja
wartosci i wektory wlasne operatora bedacego suma, jakie sa dopuszczalne zakresy ich zmien-
nosci. Na pytania tego typu postaramy sie teraz odpowiedzieé.
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Rozwazaé bedziemy sytuacje ogdlng i badaé

J =5+ jo (18.28)
gdzie Il ijg sa operatorami momentu pedu (dowolnej natury fizycznej) posiadajacymi wszel-
kie wtasnosci typowe dla momentu pedu. Sktadowe j ,(:) pierwszego moment pedu jl spelniaja
kanoniczne relacje komutacyjne

[0, 30 ] = it erpg 552, k.pq = 1,2,3. (18.29)
Operator ten ma ortonormalne stany wlasne | j; m ), takie ze

JElam) = B +1) [jima), (18.30a)

i [gima) = hma [ jima). (18.30b)

Liczba kwantowa j; > 0 (przypadek j; = 0 jest trywialny) przyjmuje wartosci catkowite lub
potoéwkowe. Liczba kwantowa mi przyjmuje wartosci od —j; do +ji, zmieniajac sie co 1. Dla
ustalonej liczby kwantowej j1

e mamy (2j; + 1) stanéw rézniacych sie liczbami kwantowymi m;

e operator j} dziala w podprzestrzeniach £(j1) o wymiarze réwnym (271 + 1);

e operator jl (ani tez zadna z jego funkcji) nie wyprowadza wektoréw stanu poza podprze-

strzen £(j1).

Zupelie analogiczne relacje obowiazuja i dla drugiego momentu pedu. Dla porzadku wypiszemy
je. A wiec mamy relacje komutacyjna

(52, 3] = iherpg 58, k.pq = 1,2,3. (18.31)
Ortonormalne stany | j2 ms ), spelniaja zagadnienia wlasne

35 lj2ma) = B ja(ja + 1) | j2ma), (18.32a)

i 1ama) = hma|jams). (18.32b)

Liczba kwantowa jo > 0 jest catkowita lub poléwkowa. Liczba mo = —js,..., +j2 1 zmienia sie;

co 1. Dla ustalonego jo mamy (2jo + 1) stanéw o réznych liczbach kwantowych me, operator jo
dziata w podprzestrzeniach £(j2) o wymiarze (271 + 1) i nie wyprowadza z niej wektoréw stanu.

Przypomnijmy jeszcze, ze w teorii operatoréw momentu pedu wprowadziliSmy operatory
podnoszace i obnizajace j(f) = jyg):l:i jék), (k = 1,2). Operatory te dzialajac w podprzestrzeniach

E(jr) na stany | jr my ) podnosza lub obnizaja liczbe my:

i | am) = A \/j1(j1 +1) =ma(mi £1) |jimi£1) (18.33)

~(2)‘~ _ h\/' oL 1) — +1 i +1 18.33b

jx’ jama) = j2(j2 +1) —ma(ma £1) [jama£1) (18.33b)
Zwroémy takze uwage, ze operatory 51 ifg sa niezalezne. Dziataja w réznych podprzestrzeniach,
wiec

[j1, J2] = 0, lub réwnowaznie [jlil)’ jl(f)} = 0. (18.34)

Celem naszym jest zbadanie operatora J= jl —|—j2 (18.28). Operatorowi temu odpowiada
przestrzen (2j; + 1)(2j2 + 1)-wymiarowa, bo dla kazdego wektora z £(j1) (a jest ich 2j; + 1))
mamy (2j2 + 1) wektorow z £(jz2), i na odwrot. Cheemy poszukaé odpowiedzi na kilka pytan:

e Jakie sg najwazniejsze wlasnosci operatora J= j‘l +jg?

e Jakie ma on wartosci wtasne?

e Jak skonstruowac baze¢ w przestrzeni £(.J), ktora jest (251 + 1)(2j2 + 1)-wymiarowa?
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18.2.2 Podstawowe wlasnosci operatora J :jl +j;
Przede wszystkim badamy relacje komutacyjna dla sktadowych operatora J= fl —1—52.
[ Jp] = [0+ 57 30+ 50
= U001+ 000 + 62001 + 2 50 (18.35)

Drugi i trzeci komutator znikaja, bowiem oba dodawane momenty pedu sa z zalozenia niezalezne
(18.34). Pierwszy i czwarty wynikaja z kanonicznych relacji komutacyjnych (18.29) i (18.31),
otrzymujemy wiec

[Jiy Jp] = iherperit 4 iheppri® = ihegpdy. (18.36)

T r

Operator J = Il +I2 spelnia wigc kanoniczne relacje komutacyjne wlasciwe dla momentu pe-
du. Mozemy wiec go nazwaé operatorem catkowitego (sumarycznego) momentu pedu. Na mocy
ogolnej teorii wnioskujemy, ze istnieja stany | JM ) o whasnosci

(JM|J'M'Y = 65560, (18.37)

a wiec ortonormalne, ktére ponadto spetniaja réwnania wtasne

2| IMY = R2J(J+1)|JM), (18.38a)
J3|JM) = hM|JM), (18.38b)
gdzie M = —J, —J +1, ..., J—1, J. Mozemy takze i tutaj wprowadzi¢ operatory podnoszacy

i obnizajacy J1 = J1 £ iJo:

Je |JM) = h\JJ(J+1) - M(M£1) |JM=1) (18.39)

O liczbie kwantowej J wiemy, ze jest nieujemna i catkowita lub poldéwkowa. W celu jej
wyznaczenia rozumujemy w sposOb nastepujacy. Operatory 51 ifg (dla ustalonych liczb ji i jo)
dzialaja w podprzestrzeni stanow £(j1) ® E(j2) rozpietej przez wektory | ji1 ma )| jo mo ) i majacej
wymiar rowny (271 +1)(2j2+1). W tej samej podprzestrzeni dziala takze operator J, ktory, jako
funkcja jl ijg, nie wyprowadza wektoréw poza te podprzestrzen. Wobec tego operator J dzieli te
podprzestrzen na bloki o okreslonych liczbach J, przy czym kazdy blok jest (2J + 1)-wymiarowy
(bo tyle jest liczb M dla danego J). Powyzsze stwierdzenia mozemy sformulowaé inaczej. Stany
wlasne operatoréw 51 i‘fg, dla danych (ustalonych) wartosci liczb j; i jo tworza

{ljima)|jama)} — baza (251 +1)(2j2 +1) wymiarowa w £(j1) ® £(j2). (18.40)

Stany wlasne operatora J tworza natomiast baze

{lJM)} - { (18.41)

pewna liczba blokow, kazdy
o wymiarze (2J + 1) .
Poniewaz moéwimy o tej samej podprzestrzeni (w ktorej dziataja rozne operatory) wiec obie bazy

musza by¢ réwnoliczne. Wnioskujemy, ze liczba J musi sie zmienia¢ od pewnego Jpin do Jmaz,
w ten sposéb aby

JImaz
> (2J+1) = (251 + 1)(242 + 1). (18.42)

Jmin
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Musimy wiec ustali¢ liczby Jpin oraz Jpae, a takze dokladnie okresli¢ zalezno$é miedzy ba-
zami (18.40) i (18.41). Zanim do tego przejdziemy zauwazmy, ze wektory bazy (18.40), tj.
| j1 ma )| j2 mo ) sa stanami wlasnymi operatora J3, poniewaz

J3ljima)|jame) = <j§1)+j:§2))|j1m2>|j2m2>
= Rh(mi+m2)|jimz)|jamsa). (18.43)

Niestety jednak nie sa to stany wtasne operatora J2. Wynika to stad, ze
N - - - o
= (Gi+h) =32+ 3+ 25 & (18.44)

gdzie iloczyn mieszany jest konsekwencja relacji (18.34). Nie wiemy, jak iloczyn Il 'jg dziata na
wektory | j1 ma )| jo ma ), dlatego tez nie mozemy stwierdzi¢, czy badane sa wektorami wlasnymi
J2. Do iloczynu skalarnego wchodza wszystkie sktadowe, wiec iloczyn ten bedzie zawieraé¢ ope-
ratory podnoszace i obnizajace jil )i jf ). Oznacza to, ze iloczyn skalarny jl -Ig bedzie mieszaé
stany o liczbach mq, mq £1 oraz mg i mg 1. A zatem widzimy, ze na ogot stany | j1 ma ) | jo m2 )
nie s3 stanami wlasnymi J2.

18.2.3 Wartosci wlasne (liczby kwantowe) J oraz M

Operatory J2 i Js maja warto$ci wlasne oznaczone odpowiednio przez J i M. Ich wtasnosci
wynikaja z ogdlnej teorii momentu pedu. Jak juz méwiliémy, problem polega na ustaleniu zakresu
zmiennosci przede wszystkim liczby J. Jesli to ustalimy, to z ogdlnej teorii bedziemy wiedzieé
jakie sa dopuszczalne M (dla danego J). Pomoca jest tu fakt, ze stany |ji,mo)|j2, ma) sa
stanami wtasnymi operatora Js3. Z jednej strony mamy

J3|JM) = hM |JM), (18.45)
za$ z drugiej (por. (18.43)) otrzymalismy

J3ljima)|j2ame) = h(mi+ma)|jimz)|jzmsa). (18.46)
W naturalny sposéb wnioskujemy wiec, ze

M = mi + ma. (18.47)

Idac dalej, na podstawie ogolnej teorii momentu pedu wnioskujemy, ze Myae = [Mi1]maz +
[Mm2]maz = J1 + j2. Oczywiscie M4, musi odpowiadaé Jyee, a zatem

Jmaa} = .jl + .j2- (1848)

Pierwszy krok naszej analizy jest gotowy. Pozostaje okresli¢ odpowiednie Jyu,. Zanim do tego
przejdziemy, zauwazmy, ze z uzyskanego rezultatu wynikaja nastepujace wnioski

e Jedli 1 i jo sa catkowite, to J tez jest calkowite;

e Jesli 71 1 jo sa polowkowe, to J jest catkowite;

e Jesli jp jest calkowite, a jo potowkowe (lub odwrotnie), to J jest potéwkowe.

e Mozliwe wartosci liczby J rozpadaja sie na dwie klasy (tak jak w ogolnej teorii momentu

pedu). Poniewaz M zmienia sie zawsze co 1, wiec J zmienia sie takze co 1 i jest albo
potéowkowe albo caltkowite.

W dalszych rozwazaniach przydatne sa dwa nastepujace lematy.
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Lemat 18.1 Dla liczb catkowitych zachodzi relacja

%(% +1) = (N+1)>% (18.49)
k=0

Trywialny dowdd przez indukcje pomijamy. B
Lemat 18.2 Dla liczb catkowitych zachodzi relacja

Nmax
> 2k+1) = (Nmae +1)* — N (18.50)
Nmin

Dowé6d. W oczywisty sposéb mamy

Nmax Nmagc Nminfl
SRk+1) = > 2k+1) — D (2k+1). (18.51)
Npin k=0 k=0

Dwukrotne zastosowanie poprzedniego lematu daje natychmiast teze. m
Wracamy teraz do poszukiwania J,,;,. Wiemy juz, ze Jpqae = j1+ jo. Wobec tego w warunku
(18.42) stosujemy lemat (18.50) i piszemy
Jjitj2
Yo RI+1) = (it +1)?—Jdn, = (20 + D)2+ 1) (18.52)
Jmin

Elementarne wymnozenie i uproszczenie prowadzi do réwnania

Trin = Ji + J5 — 21j2 = (h — j2)*. (18.53)
A stad oczywiscie wynika (Jy,i, nie moze by¢ ujemne)
Imin = |]1 - j2|’ (1854)

co stanowi poszukiwany rezultat. Otrzymane wyniki pozwalaja na sformutowanie dwoch waznych
wnioskdw.

1. Przy dodawaniu momentéw pedu o ustalonych liczbach kwantowych j; i jo powstaje su-
maryczny moment pedu, dla ktérego liczba J przyjmuje wartosci

J = (j1+72), (G1+i2)—1,...... g = g2l (18.55)

Liczby M sa odpowiednie do J (zgodnie z ogdlna teoria). Przebiegaja co jeden od —J do
J.

2. Dla ustalonych j; i jo, przestrzen £(j1) ® £(j2), w ktorej stany |71 mq)|jim1) tworza
(271 + 1)(2j2 + 1)-wymiarowa baze, jest podzielona na podprzestrzenie £(J). Kazda z
podprzestrzeni £(J) ma wymiar rowny (2J + 1), przy czym liczba kwantowa J zmienia sie
co jeden od Jpin = |71 — J2| do Jimax = 1 + Jo

18.2.4 Wektory wlasne operatoréow J2 i J3

Ogolna dyskusja

Zajmiemy sie teraz konstrukcja kolejnych podprzestrzeni £(J). Przestrzen £(j1) ® E(j2) (dla

ustalonych j; i j2) zostala podzielona na bloki £(J), gdzie liczba kwantowa J zmienia sie od
Imin = |71 — J2| do Jmaz = J1 + jo. Wobec tego mozemy napisac
EG)®EG) = ET=qi+j) ® EJ=h+i—-1) @

D .o ® E(J = |j1 — 72) (18.56)
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Przestrzen £(j1) ® E(j2) tworza wektory
[jimy) [jame) = [jima; jama) € E(j1) @ E(j2), (18.57)

ktore nazwiemy baza niesprzezona. Natomiast wektory

Jmaac

lj1j2, IM) € € E(J), (18.58)
J:Jmin

nazwiemy baza sprzezona. Bedziemy szukaé¢ zwiazkéw pomiedzy wektorami obu baz, lecz naj-
pierw poczyimy pewne uwagi.

e Po lewej stronie (18.58) ustalone liczby jj i jo stuza jako parametry pomocnicze (zeby
pamietaé, iz sktadamy momenty pedu odpowiadajace liczbom j1 1 ja).

e Stany obu baz sa stanami wlasnymi operatora J3 (poréwnaj relacje (18.45)—(18.47) i ich
dyskusje). Wobec tego w zwiazkach pomiedzy bazami musi by¢ spelniony warunek

M= m + ms (18.50)

e Obie bazy rozpinaja te sama przestrzeni, sa wiec réwnoliczne i kazda z nich zawiera po
(271 + 1)(2j2 + 1) wektoréow. Zatem ich wymiary

Jmaz
dim [ £(j1) © £(j2)] = dim{ > e(J)] = 2+ 1)@+ 1) (18.60)
J=Jmin

Podprzestrzen £(J = j1 + jo)

Przypadek ten odpowiada maksymalnej wartosci J = Jae = j1+J2. Wobec tego liczba M moze
przybiera¢ (2J + 1) = [2(j1 + j2) + 1] wartosci, co méwi nam, ze

dim E(J = j1 + j2) = 2(j1 + jo) + L. (18.61)

Podprzestrzen ta zawiera wektory postaci | j1 j2, J = j1 + j2, M ). Maksymalna warto$¢ M, =
Jmaz = j1 + j2. Poniewaz obowiazuje warunek (18.47), tj. M = my + mg, wiec My,q, musi
odpowiada¢ mi = j; oraz ma = jo. Wnioskujemy wiec, ze wektorowi bazy sprzezonej | j1 jo, J =
J1+ jo, M = ji + jo) musi odpowiada¢ wektor | ji,m1 = ji; j2,m2 = jo) z bazy niesprzezone;.
Napiszemy wiec

|j1d2, J =1+ jo, M =j1+J2) = |j1,m1 = ji; jo,m2 = j2), (18.62)

co takze okredla relacje faz pomiedzy obydwoma wektorami.

Kolejne wektory podprzestrzeni £(J = j1 + j2) odpowiadaja wartosciom liczby M zmniej-
szajacej sie od M = ji + jo co jeden. Stany te zbudujemy stosujac operator obnizajacy (18.39),
ktorego dzialanie na wektory bazy sprzezonej zapiszemy teraz jako

J-\jrjas IMY = ByJJ(J +1) = M(M = 1) |jija, J M = 1). (18.63)
Ktadac po obu stronach J = M = j; + jo, otrzymamy

J_ |jig2, J = j1 + jo, M = ji + jo)

= hy201 +J2) |Jije, J =051+ 2, M =j1+j2—1). (18.64)
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Zamieniajac miejscami lewa i prawa strone, wyrazamy J_ jako sume¢ dwoch momentéow pedu:
J_ = j(j) +j(2), a takze podstawiamy relacje (18.62). Dostajemy

|jij2, J=g1+Jjo, M =j1+52—1)
1
= ————J_|jije, J =1+ Jo, M =ji+ j2)
h\/2(j1 + J2)

1 (1), -2\ . o .
_ n LM = 15 ja,ma = o). 18.65
h /72(]'1 ]2) (‘77 J- ) |]1 my = J1; Jj2,Mma2 ]2> ( )

Stosujac wyrazenia (18.33) odpowiednio dla m; = j; w pierwszym sktadniku i dla mg = jo w
drugim, obnizamy liczby kwantowe mq i ms:

|jije, J=d1+Jjo, M =j1+j2—1)

1 {h\/'('+1) 1) |j SR )
= T J1UJ1 — 1\ — Ji,m1 = 7J1 — 15 J2,MmM2 = J2
h/2(51 + jo2)

+ ﬁ\/jz(jz +1) = j2(j2 — 1) [Jj1,m1 = j1; jo,ma2 = ja — 1)

J1 . . . .
“\Vith |j1,m1 = j1 — 15 j2,ma = ja)
J2 . o )
Tt |j1,m1 = ji; jo,m2 = j2 — 1) (18.66)

Nietrudno sprawdzié, ze tak otrzymany wektor jest unormowany i ortogonalny do wektora po-
przedniego, tj. do (18.62). Widzimy réwniez, ze wektor bazy sprzezonej z M = ji + jo — 1 jest
kombinacjg liniowa dwoch wektoréw bazy niesprzezonej, w ktérych mi = j;1 — 11 mg = jg,oraz
m1 = 7J1 1 mo = jo — 1. W obu przypadkach oczywiscie spelniony jest warunek M = m1 + mso.
Mozemy dalej kontynuowaé te procedure i bada¢ kolejny wektor bazy sprzezonej, nalezacy
do podprzestrzeni £(J = ji + j2), to jest wektor | jij2, J = j1 + jo, M = j1 + jo — 2). Robimy
to analogicznie, dziatajac operatorem J_ na obie strony wzoru (18.66). Otrzymamy wowczas
kombinacja liniowa trzech wektoréw :
- o o | J1ma = j1 — 25 ja,ma = j2)
|jije, I =ji+de, M =ji+j2—2) = , , , ' (18.67)
[j1,mu =1 — 15 jo,ma = j2 — 1)
| j1,ma = j1; J2,ma = ja — 2)
gdzie konkretne wartosci trzech wspotczynnikéw kombinacji liniowej mozna do$é prosto wyliczy¢.
Procedura taka jest zmudna, ale w koricu wyczerpiemy podprzestrzen £(J = j; + jo) konstru-
ujac wektory |jije, J = j1 + jo, M) bazy sprzezonej jako kombinacje liniowe wektoréw bazy
niesprzezone;j.

Podprzestrzen £(J = j1 + jo — 1)

Kolejny blok charakteryzuje liczba J o jeden mniejsza niz Jpa., a wiec J = j; + jo — 1.
W tym wypadku, liczba M, = j1 + J2 — 1, za$§ My = —71 — j2 + 1. Wymiar podprzestrzeni
E(J =j1+ j2 — 1) jest wiec o dwa mniejszy niz poprzedniej

dim&E(J =j1 +jo—1) = 2(j1 + jo) — 1. (18.68)

Rozumowanie nasze biegnie podobnie jak w poprzednim przypadku. W podprzestrzeni £(J =
Jj1+j2 — 1) wektorem o najwickszej mozliwej wartosci liczby kwantowej M jest wektor | j1j2, J =
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Jj1+je—1, M = j; + jo —1). Poniewaz zawsze M = mj + mg wiec oczekujemy, ze wektor ten
jest kombinacja liniowg dwoch wektoréw bazy niesprzezonej

|jijos J=g1+jo—1, M=ji1+jo—1)
= alji,m1 =j1—1; j2,m2 = j2)
+ B 1j1,m1 = j1; j2,me = ja — 1), (18.69)

bowiem tylko w ten sposéb mozna wyprodukowaé¢ M = j; + jo — 1 = m; + my. Wektor (18.69)
powinien by¢ unormowany, a zatem powinien by¢ spelniony warunek

la)> + |8)* = 1. (18.70)

W tym miejscu musimy przypomnieé sobie, ze w badanej w poprzednim punkcie podprzestrzeni
E(J = j1 + j2) wystepuje wektor (18.66) z ta sama liczba M = j1 + jo — 1. Wobec tego musimy
zazadac, aby wektory (18.66) i (18.69) byly ortogonalne. Poniewaz wektory bazy niesprzezonej
sa z zalozenia ortonormalne, wiec zadanie ortogonalnodci sprowadza sie do warunku

J1 J2
J1+ 72 J1+Jj2

@ = 0. (18.71)
Rownania (18.70) i (18.71) tatwo rozwiazujemy otrzymujac || i |5]. Okreslaja wiec one liczby o
i B z dokladnoscia do czynnika fazowego, ktory moze byé dowolny. Aby jednoznacznie okreslaé
wektory bazy sprzezonej, potrzebna jest jakas konwencja wyboru faz (do tego problemu wrocimy
dalej). Konwencja taka rzeczywiscie istnieje, za jej pomoca przyjmujemy wybor: (3 rzeczywiste i
dodatnie, wtedy z (18.71) wynika, Ze « jest ujemne. W ten sposéb mamy

[ J2 [ g1
a = — i — — . — . 18.72
J1+ )2 b J1+ )2 ( )

Wobec tego zwiazek (18.69) przybiera postaé

ljijes J=ji+je—1L, M=ji+j—-1) =

J2 : L :
= — Tt |j1,m1 = j1 —1; ja,ma = ja)
J1 ‘ o ‘
i+ s | j1,m1 = ji; ja,me = j2 — 1), (18.73)

Zbudowalismy wiec pierwszy wektor (z maksymalnymi J i M) nalezacy do podprzestrzeni £(J =
j1 + j2 — 1). Nastepne otrzymamy aplikujac odpowiednia ilo§é¢ razy operator J_ = j(,l) + j(,z).
Nietrudno zauwazy¢, ze kolejny wektor |j1j2, J = j1 + jo — 1, M = j1 + jo — 2) powstajacy z
wektora (18.73) przez zastosowanie J_ bedzie kombinacja liniowa typu wektora (18.67), z ktorym
trzeba bedzie go ortogonalizowac.

Dalsze podprzestrzenie £(J)

Niech J = J'. W podprzestrzeni £(J’) (o wymiarze 2.J" 4+ 1) budujemy najpierw wektor z mak-
symalna mozliwg wartoscia liczby M, tj. wektor

| j1g2, J', M =J"). (18.74)

Wektor ten jest kombinacja liniowa wektorow | ji,mq; j2, mo ) (nalezacych do bazy niesprzezonej)
takich, ze spetniony jest warunek M = m; + my. Zadanie unormowania wektora (18.74) daje
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pierwsze réwnanie wigzace wspotczynniki kombinacji liniowej. Co wiecej, w podprzestrzeniach
E(J) takich, ze J > J', wystepowaly juz wektory z liczbami M = M’ = J'. Konstruowany wektor
(18.74) musi by¢ ortogonalny do wektoréw zbudowanych w poprzednich krokach. Warunki orto-
gonalnosci prowadza do dalszych rownan na wspolezynniki kombinacji, jaka jest wektor (18.74).
Wyznaczajac te wspotczynniki (wybierajac fazy wedlug pewnej konwencji) budujemy w koncu
wektor (18.74). Nastepnie stosujemy operator J_ i konstruujemy dalsze wektory podprzestrzeni
E(J'). Procedura ta, cho¢ wydaje sie by¢ koncepcyjnie prosta, jest bardzo pracochlonna.

Podsumowanie

Tabela zamieszczona na nastepnej stronie zbiera wyniki naszej dyskusji. Przedstawia ona wekto-
ry podprzestrzeni £(J) dla kolejnych J zmieniajacych sie od Jpar = j1 + j2 do Jmin = [J1 — ja.
Pionowe kolumny s/a utworzone przez wektory postaci | j1jo, JM ) baz sprzezonych rozpinaja-
cych podprzestrzenie £(J). W wektorach tych (dla zwarto/sci zapisu) nie zostaly wpisane, pet-
ni/ace role parametr/ow pomocniczych, liczby jj i j2. Ponadto, liczba J wystepujaca w kazdym

"

z wektor /ow jest okreslona "'numerem"’ odpowiedniej podprzestrzeni (pierwszy wiersz tabeli).

Podkreslmy, /ze wszystkie wektory wypisane w tabeli s/a wzajemnie ortonormalne.
Warto jest takze popatrzeé¢ na te tabele "poziomo", to jest wzdtuz jej wierszy. W pierwszym
wierszu mamy tylko jeden wektor, ktory zgodnie z (18.62) jest rowny

| j1je, J =1+ J2, M =41+ 32) = |j1,m1 = j1; ja,m2 = j2). (18.75)

W drugim wierszu mamy wektory ktore sa kombinacjami liniowymi (18.66) lub (18.73). Mozemy
wiec napisaé

{ |j1jos J =g1+j2, M =j1+j2—1) }
|jijes J=j1i+je—1, M=j+jo—-1)

: | j1,m1 = j1; Jo,m2 = j2 — 1)
komb. lin. { : (1876)

| j1,m1 = j1 — 1; ja,ma = ja2)

co oznacza, ze kazdy wektor z lewej jest pewng kombinacja liniowa dwoch wektoréw z prawe;j.
Analogicznie mozemy napisa¢ dla trzeciego wiersza tabeli

|jije, J =J1+Jo, M =j1+ 52— 2)
|jije, J=g1+Jjo—1, M =ji1+j2—2)
|jije, J =g1+J2—2, M =ji1 +j2—2)

| j1,m1 = j1; jo,ma = j2 — 2)
komb. lin. . . . .
S ljimy=j1— L ja,ma=ja—1) o, (18.77)
| j1,m1 = j1 —2; j2,ma = ja)

w ktorym kazdy wektor po lewej jest kombinacja trzech po prawej. Mozemy dalej kontynuowaé
wypisywanie podobnych zwiazkéw, az wreszcie dojdziemy do J = [j1 — jo| 1 skoriczymy tym
samym cala procedure.
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18.3 Wspolczynniki Clebscha-Gordana (CG)

18.3.1 Wprowadzenie

Przestrzen £(j1) ® £(j2) (dla ustalonych j; i j2) rozpieta przez wektory bazy niesprzezonej
[im)jima) = [jima;jome) (18.78)

podzielilismy na bloki £(J) rozpiete przez wektory |j1j2, JM ). Pokazalismy, ze wektory bazy
sprzezonej sa kombinacjami liniowymi wektoré6w bazy niesprzezonej. Obie bazy sa réwnoliczne, bo
rozpinaja (cho¢ na rozne sposoby) jedna i te sama przestrzeri. Wobec tego na relacje pomiedzy
wektorami obu baz mozemy spojrzeé¢ inaczej. Zwiazek miedzy obiema bazami musi by¢ dany
przez pewna transformacje unitarna (bowiem tylko taka zachowuje ortonormalnosé). Szukamy
wiec transformacji

| jimasjame) < | JM) = | jija, JM) (18.79)

przy omoéwionych juz warunkach, jakie musza spelnia¢ liczby J i M. Relacje (18.79) zapisujemy
teraz bardziej formalnie. Transformacja unitarna pomiedzy obiema dyskutowanymi bazami ma

postac
J1 Jo
|Jije, JM ) = > > g gama ) jimas jama | jija, JM ) (18.80a)
mi1=-—j1 me=—j2
- chji%l,jQMQ|jlml;j2m2>’ (18.80b)
mi1 mo

gdzie skorzystalismy z relacji zupelnosci dla podprzestrzeni £(j1) ® £(j2) (przy ustalonych j; i
J2). Wspolezynniki tworzace unitarna macierz przejscia od bazy niesprzezonej do sprzezonej

(jima;jama | jija, JM ) = CJM (18.81)

Jjima,jema>

nazywamy wspotczynnikami Clebscha-Gordana (w skrocie CG). Podkreslmy raz jeszcze, ze liczby
j1 oraz ja sa tu ustalone (pelnia role parametréow). Wspotczynniki CG tworza wiec macierz
kwadratowa o wymiarach (277 + 1)(2j2 + 1) x (251 + 1)(2j2 + 1), bo tyle mozliwych wartosci
przebiegaja zbiory par liczb (m1, ms) oraz (J, M) (co zreszta okresla wymiary przestrzeni £(j1)®
E(j2)). Elementy tej macierzy sa numerowane zaré6wno przez liczby my i mg, jak i przez J i M.
Ze wzgledu na dosy¢ skomplikowany sposéb numeracji wspotczynnikow CG, metoda ich zapisu
w postaci typowej tablicy liczbowej jest kwestia umowy. Pewne przyktady oméwimy w dalszych
czesciach wyktadu. Ogoélne formuty pozwalajace jawnie obliczy¢ wartosci wspotczynnikow CG sa
bardzo ztozone. Dalsza dyskusje ograniczymy do spraw zasadniczych i nie bedziemy sie zajmowaé
szczegdlami teorii.

Zwrocmy uwage, ze relacje (18.80) wyrazaja wektory bazy sprzezonej jako pewne kombinacje
liniowe wektoréw bazy niesprzezonej. Wobec tego wspotezynniki CG sa identyczne z wspotczyn-
nikami kombinacji liniowych omawianych w poprzedniej czesci tego rozdziatu. A zatem przed-
stawione metody konstrukcji bazy sprzezonej mozna wykorzysta¢ do znalezienia odpowiednich
wspotczynnikow CG.

18.3.2 Wlasnosci wspotczynnikow CG

Przedstawimy najwazniejsze wlasnosci wspotezynnikow Clebscha-Gordana (CG) (18.81). Bedzie-
my na ogdl pomijaé Sciste dowody, skupiajac si¢ raczej na intuicyjnym omoéwieniu i wyjasnieniu
ich wtasnodci.
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A. Nieréwnoéé trojkata

Jak wiemy, liczby j; i jo odgrywaja role parametréw, natomiast liczba J okreslajaca catkowity
moment pedu spelnia warunek (18.55), ktory zapiszemy w postaci

g1 —=Jdol < J < i+ (18.82)

Warunek ten nazywamy nieréwnoscia trojkata. Wspotezynniki CG, ktérych numery nie spetniaja
nieréwnoséi trojkata sa tozsamosciowo rowne zeru.

Na nieréwnos¢ trojkata mozna po prostu spojrzeé¢ geometrycznie. Dowolny z bokéw trojkata
musi mie¢ dtugo$¢ nie mniejszg niz bezwzgledna warto$é réznicy dlugosci dwoch pozostatych
bokow, i nie wieksza niz suma tych dwoch dtugosci. Intuicyjnie wiemy, ze suma dwodch wektorow
tworzy trzeci bok trojkata, w ktérym dwa pozostale boki to dwa dodawane wektory.

B. Warunek na wartosé liczby M

Jak juz dyskutowaliémy, zaréwno wektory bazy niesprzezonej jak i sprzezonej sa wektorami
wlasnymi operatora Js. Dlatego tez dla liczby M zachodzi relacja M = mj + ma, (por. (18.47)).
Wspotezynniki CG musza wiec wigzaé tylko te stany, ktore spelniajg ten warunek. Innymi stowy
zadamy, aby wspotczynniki CG mialy wlasnosé

c/M =0, jesli my +mg # M, (18.83)

Jjimai,jama

co oczywiscie mozna zapisa¢ rownowaznie

c/M #0, wtedy i tylko wtedy, gdy mi1+ me = M. (18.84)

Jjimai,jems

C. Relacje ortogonalnosci dla wspétczynnikow CG

Wspotezynniki CG tworza macierz unitarng, a wiec powinny spetniaé relacje ortogonalnosci wia-
$ciwe dla macierzy tego typu. Jednak ich numeracja nie jest taka, do jakiej jestesmy przyzwy-
czajeni. Dlatego tez wyprowadzimy odpowiednie zwiazki pomiedzy wspotczynnikami CG.

W naszych rozwazaniach wykazaliSmy, ze obie bazy sa ortonormalne. Skorzystajmy wiec z
relacji ortonormalnosci dla bazy sprzezonej

(J1g2, J' M| j1j2, IM ) = 61 Snaaar- (18.85)

Wykorzystujac relacje zupelnosci dla podprzestrzeni £(j1) ® £(j2) (41 1 j2 — ustalone) mozemy

napisac
S0 Onner = Y Y (g, J M | jymas jama ) jymas jama | jrjz, JM )
mi mo
JM * AIM
- ZZ(lemthmQ) Cj1m1,j2m2 (18.86)
mi mo

co stanowi pierwsza z poszukiwanych relacji ortogonalnosci dla wspétczynnikow CG. Zwrdémy
tutaj uwage, ze podwojna suma (suma wzgledem mq i mg) jest w gruncie rzeczy zbyteczna.
Poniewaz musi by¢ spelniony warunek (18.83), wiec na przyklad mo = M — my. Wybierajac M
i sumujac po m; w kazdym nieznikajacym sktadniku indeks mo jest automatycznie ustalony.

Druga relacje ortogonalnosci otrzymamy w podobny sposob, ale "odwracajac" rozumowanie.
Zaczynamy od bazy niesprzezonej, dla ktoérej mamy warunek ortonormalnosci

<j1m1;j2m2 |.]1m,17.]2m,2> = 5m1m/16m2m’2 (18'87)
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Relacja zupelosci dla sumy podprzestrzeni £(J) musi uwzgledniaé¢ fakt, ze liczba J zmienia sie
w ramach nieréwnosci trojkata, tj. od Jpin = [j1 — J2| do Jmar = J1 + J2. Wobec tego mamy
teraz

Jmaz

Z Z | j1g2, IM )(j1je, JM | = (18.88)
J=Jmin M=—J

Stosujac (18.88) we wzorze (18.87) dostajemy

Jma:l:
v, Omamy, = D 2 {dvma; jama | jaja, JM ) jija, JM | jumy; jamsy )
Jma$ %
JM
- Z ZC jima,jame (leml,]QmQ) ) (18.89)
J=Jmin M

a to jest druga relacja ortogonalnosci dla wspotczynnikéw CG. W tym przypadku liczby m i
mg automatycznie okreslaja M = mq + mo, zatem suma wzgledem M ogranicza si¢ do jednego
sktadnika (czyli znak sumy po M jest w gruncie rzeczy zbedny).

W obu relacjach ortogonalnosci wystepuja sprzezenia zespolone wspotczynnikow CG. Poka-
zemy dalej, ze mozna tak wybraé fazy, aby byly one rzeczywiste, a wiec "gwiazdka" oznaczajaca
sprzezenie zespolone jest w gruncie rzeczy zbyteczna, piszemy ja raczej dla porzadku.

Wspotcezynniki CG sa (niestety) zapisywane w dosé skomplikowany sposob. Formuty (18.80)
wskazuja jednak, ze wspotczynniki te tworza po prostu macierz przejscia z bazy niesprzezonej do
bazy sprzezonej. Relacje ortogonalnosci zapewniaja, ze macierz przejscia jest unitarna (a nawet
ortogonalna, bo wspotczynniki CG sa rzeczywiste). Dzieki temu baza ortonormalna przechodzi
w baze ortonormalna, tak jak by¢ powinno. Co wiecej, jak zaraz pokazemy, wspotczynniki CG
zapewniaja takze przejicie w druga strone. Mozemy wiec napisaé

baza niesprezona wspdtezynniki CG baza sprezona
|j1m1; ijQ > transformacja unitarna |j1j2; JM>

(18.90)
i (jesli tylko znamy odpowiednia macierz) mozemy przechodzi¢ od jednej bazy do drugie;j.

D. Przejscie od bazy sprzezonej do niesprzezonej

Formuta (18.80) definiujaca wspolczynniki CG jest transformacja unitarna pozwalajaca wyra-
zi¢ wektory bazy sprzezonej przez wektory bazy niesprzezonej. Poszukamy teraz transformacji
odwrotnej: z bazy sprzezonej do niesprzezonej. Wymaga to odwrocenia macierzy unitarnej. Naj-
prosciej to zrobi¢ w nastepujacy sposob. Przypomnijmy relacje (18.80)

|jija, JIM) = YN "IN | dima; jama ). (18.91)
mi1 m2
Pomnoézmy ja stronami przez wspotczynnik (C'* JM, )* 1 przesumujmy wzgledem liczb J oraz

_]1m ]Qm
M zmieniajacych sie w odpowiednich zakresach. W rezultacie dostaniemy

%:%(01%1 samy) 172, IM) =
Z ZZ Z (C]i%l,]gm2> C]Jlml ]2m2|j1m1;j2m2 > (1892)

J M m1 ma2
Suma wzgledem J i M po prawej stronie odtwarza relacje ortogonalnosci (18.89), a wiec produ-
kuje odpowiednie delty Kroneckera. A zatem mamy

ZZ( CPM, oy ) 0720 IMY) = 305 Gy Oty | G105 ). (18.93)

mi mo

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 227



3.10.2004 18. Dodawanie momentéw pedu 228

Wykonujac sumowanie, opuszczamy primy i dostajemy

Jmaac

]jlml;j2m2> = Z Z (Cji%hjzmz) ’jljg, JM) (18.94)
J szn -

Suma wzgledem M jest zbyteczna, bowiem zadane po lewej my i msy automatycznie okresla-
ja nieznikajace wspoOtczynniki CG, dla ktorych M = mq + my. Poniewaz (czego jeszcze nie
wykazalismy) wspolczynniki CG sa rzeczywiste, wiec rowniez znak sprzezenia zespolonego jest
niepotrzebny.

E. Relacje rekurencyjne dla wspo6lczynnikéw CG

Do obliczeni i badania wlasnosci wspotczynnikéw CG bardzo wygodne sa relacje rekurencyjne,
ktorymi teraz sie zajmiemy. Wezmy teraz relacje (18.80b) lub (18.91)

| jija, JM ) = DN I | i jama ). (18.95)

mi msg

Poniewaz J. = j(l) —f—j(f), wiec na lewa strone (18.95) mozemy podziala¢ operatorem Jy (patrz

(18.39)), a na prawa operatorem jg) —|—jf) (por. (18.33)):

Jeljijz. IM) = 3% Con, jums ( i 44 ) | j1ma; jama ). (18.96)

mi1 m2

Wobec relacji (18.33) i (18.39) mamy dalej

VI +1) = MM £1) |jije, JM £1)

S s [\/j1(j1 +1) —mi(m1 £1) [j1,m1 £ 1;52,m2)

mi ma

+ 2l + 1) = ma(ma £1) | j1,ma;ja,ma£1)] . (18.97)

Domykamy obie strony za pomoca bra (jim);jam) |. Po prawej korzystamy z ortonormalnosci
wektoréw bazy niesprzezonej

VI +1) = MM £1) (jim); joml | jrje, JM £ 1)

Z ZC]{%hmT@ [\/jl(jl + 1) - ml(ml + 1) 6m ;mi1t1 6m2m2

mi mo

+ \/.72(.72 + 1) - m2(m2 + 1) 5m’1,m1 5m’2m2i1 (1898)

Iloczyn skalarny po lewej stronie to nic innego niz wspolezynnik CG (por. definicja (18.81)).
Wykonujac uwaznie sumowania dostajemy

VI +1) = MM £1) 077!

]1m ,]2m2

JM -
= Cjim31,jama, \/Jl(]l +1) — (m} F1)m]

+ OJM 1 fd2(i2 + 1) — (mh F 1)m) . (18.99)
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Powyzszy zwiazek pomiedzy réznymi wspodlczynnikami CG jest poszukiwang relacja rekurencyj-
na, ktora pozwala jawnie je konstruowac¢. Dla przejrzystosci zapisu wypiszmy powyzsze relacje
oddzielnie

VI +1) = ML -1) o

Jjimai,jama

- JM
= VG + D) = malm +1) G,

+ \/i2li2 + 1) — ma(mg + 1) CPM (18.100a)

Jimai,jama+1

VIT +1) = M(M +1) ol

Jjimai,jems

- JM
= \/.71(.71 + 1) - ml(ml - 1) Cj1m1—17j2m2

+ \Ji2liz + 1) — ma(mg — 1) CFM (18.100D)

Jjimi,jama—1
F. Wybér fazy wspotczynnikow CG

Generalnie rzecz biorac, wspolezynniki CG (jako wspotezynniki pewnych kombinacji liniowych)
moglyby by¢ zespolone, cho¢ oczywiscie musialtyby spelnia¢ np. relacje ortogonalnosci. Analizu-
jac w poprzedniej czesci wektory bazy sprzezonej jako kombinacje liniowe wektorow bazy nie-
sprzezonej stwierdziliSémy, ze wybor faz wspotezynnikéw kombinacji jest w zasadzie dowolny. Jak
sie okazuje w praktycznych zastosowaniach, bardzo pozyteczne jest wybranie pewnej konwencji
wyboru fazy i jej konsekwentne stosowanie. Wygodna i do$é¢ powszechnie przyjeta jest nastepujaca
konwencja:

c = (Ji,m = ji;j2,me = J —jiljij2, JJ) € Ry (18.101)

Jimi=ji,j2me=J—j1°
Aby zrozumieé¢ ta konwencje, zapiszmy rozktad (18.80), w ktorym M = J, a wiec liczba M ma
(dla danego J) maksymalna wartos¢

J1
|jija, JTY = > Ol omamgomy | J1ma;ja,ma = J —ma). (18.102)
mi=—j1

Poniewaz tutaj J = M = mj + ma (zgodnie z warunkiem (18.84)), wiec automatycznie mo =

J—my i jest ustalone, wiec suma wzgledem my jest zbyteczna. Wspotezynnik, ktérego faze narzu-

ca konwencja (18.101) wystepuje w rozkladzie (18.102) jako ten, w ktorym liczba m; przyjmuje

najwieksza dozwolona wartosé, czyli mq = ji;. Wowcezas liczba my w (18.101) z koniecznosci wy-

nosi me = J — j1. Nierownosé trojkata (18.82) wraz z relacja rekurencyjna (18.100b) zapewniaja,
ze wspotczynnik wskazany w konwencji (18.101) nie moze by¢ réwny zeru.

Przyjmujac powyzsza konwencje i stosujac relacje rekurencyjne, nietrudno zorientowacé sie, ze
w konsekwencji wszystkie wspotezynniki CG sa rzeczywiste. Natomiast znaki kolejnych wspot-
czynnikdéw juz moga by$ rozne. Nie ma prostego sposobu okreslenia znakéw wspotczynnikow
CG.

Aby zilustrowaé reguly (konwencje) wyboru faz rozwazmy sytuacje, gdy J = j1 + jo — 1.
Dla tego J najwieksze mozliwe M to oczywiscie M = J = j; + jo — 1. Wobec tego kombinacja
liniowa (18.102) przyjmuje w tym wypadku postac

|j1j2, =1+ Jj2— 1L, M=j1+j2—1)
j1
= > Cf;%fjiWQZJ—ml | j1,m1;5 ja,ma ). (18.103)

m1=—J1
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Rozwazmy (idac od gory) kolejne sktadniki sumy wzgledem m:

e Gdy mi =ji,tome=M—mi;=J —m1 =751 +jo—1—7j1 = jo — L.

e Gdymi=j1—Ltome=M-mi=J—-—mi=j1+jo—1—j1+1=jo.

e Gdymi =51 -2, tome=M-—-—mi=J—-—mi=j1+jo—1—j1+2=7+1,
co jest niemozliwe, bo msy jest ograniczone: —jo < Mg < Jjo.

A wiec suma (18.103) zawiera efektywnie tylko dwa niezerowe sktadniki

|jije,J =ji+je—1,M=ji+j—1) =
JM=J . o iy
= Oz jomamjo—1 [J1,m1 = J15 Jo,m2 = jo = 1)

+ gM=J | j1,m1 = g1 — 1; ja,ma = ja) (18.104)

Jimi=ji1—1,jama=j2

Zestawiajac to wyrazenie z relacja (18.69) widzimy, ze mozemy napisaé

B o= cii (18.105a)

Ji,mi1=j1,j2ma=j2—1

o = ¢lM=J (18.105h)

Jimi=ji1—1,jama=j2

gdzie oczywiscie mamy J = M = j; +jo— 1. Konwencja wyboru faz (18.101) sprawia, ze pierwszy
z powyzszych wspotezynnikow (tj. 3) wybieramy rzeczywisty dodatni. Tak wtasnie zrobilismy w
(18.72), cho¢ tam tego nie uzasadnialiémy. Dlatego tez, poréwnujac (18.72) i (18.105), mozemy
wypisa¢ dwa wspodlezynniki CG dla J = j; + jo — 1:

JM=J . J1

Cj1,m1:j1,j2m2:j2—1 = T+ s (18.106a)
JM=J 72

Cj17m1=j1*1,j2m2=j2 = = (18.106b)

J1+J2
G. Uwagi koncowe

Wspotezynniki CG petnig bardzo wazna role w licznych zagadnieniach fizyki atomowej i mole-
kularnej. Sa one doskonale znane, ich konkretne wartosci liczbowe (dla mnoéstwa szczegolnych
przypadkow), wlasnosci algebraiczne itp., sa zebrane w roznorodnych tablicach i monografiach.
Znane s3 jawne i bardzo ogélne wyrazenia dla wspotczynnikow CG, a takze ich wzajemne relacje.
Co wiecej, mozliwe jest uog6lnienie polegajace na tym, ze mozna sktadac¢ nie tylko dwa momenty
pedu, ale takze trzy i wiecej.

Zagadnieniami tymi nie bedziemy sie tu zajmowaé, bowiem teoria momentu pedu mogtaby,
sama z siebie, stanowi¢ temat rocznego wyktadu. Poprzestaniemy na przedstawionych informa-
cjach i rozwazymy pewne przyklady konkretnych obliczeri.

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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