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Rozdzial 3

Podstawy formalizmu mechaniki
kwantowe]

W zasadzie wyktad metod matematycznych fizyki (II-gi rok studiow) powinien zapewni¢ odpo-
wiednie przygotowanie matematyczne czytelnika. Mimo to jednak choc¢by dla ustalenia notacji)
przypomnimy tu najistotniejsze fakty. Podkreslamy, ze celem niniejszego wyktadu nie jest Scistosé
matematyczna, lecz raczej pogladowosé, ktora pozwala skoncentrowaé sie bardziej na fizycznych,
niz matematycznych aspektach mechaniki kwantowej. Wiele stwierdzen, czy wtasnosci obiektéow
matematycznych podamy bez dowodéw, czy wyprowadzen. Czytelnika zainteresowanego fizyka
matematyczng odsytamy do bardziej specjalistycznej literatury.

3.1 Przestrzen funkcji falowych i operatory

3.1.1 Przestrzen funkcji falowych — przestrzen Hilberta

Uwaga :
W wielu ponizszych wzorach bedziemy pomijaé¢ argumenty funkcji, co nie powinno wptynaé na
przejrzystosé i sensownosé formut.

Przestrzen wektorowa F funkcji falowych

Interpretacja probabilistyczna narzuca na funkcje falowe czastki (uktadu fizycznego) warunek

[ w@En P = el = 1. (3.1)

Ogranicza to klase dopuszczalnych funkcji falowych do przestrzeni funkcji catkowalnych z kwad-
ratem. Przestrzeni ta jest przestrzenia Hilberta, oznaczang zazwyczaj przez £2. Dodatkowe prze-
stanki fizyczne kaza dalej ograniczy¢ przestrzen funkcyjna. Zadamy wiec, aby funkcje falowe
mialy wlasnosci:

e byly ciagte i r6zniczkowalne tyle razy ile trzeba;

e na brzegach obszaru V funkcje falowe powinny znikaé;

e jesli V — obszar nieskoiiczony, to lim|g_. 1(F) = 0.
A zatem pracujemy na ogoél w podprzestrzeni przestrzeni £2. Podprzestrzen ta oznaczymy przez
F. W niektorych przypadkach wygodnie jest pracowaé¢ w przestrzeni funkcji nienormowalnych
w powyzszym sensie. Sytuacja taka ma miejsce np. dla czastki swobodnej (gdy energia poten-
cjalna znika). O sytuacji tej juz wspominaliSmy i wskazaliémy na sposoby ominiecia klopotow z
funkcjami nienormowalnymi. Powrécimy do tego problemu pézniej.
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Fakt, ze funkcje falowe tworza przestrzenn wektorowa jest bardzo istotny. Wtasnosci przestrze-
ni wektorowych wskazuja, ze kombinacje liniowe funkcji falowych sa takze funkcjami falowymi.
W ten sposob, niejako automatycznie uwzgledniamy zasade superpozycji.

Przestrzen F jest wyposazona w naturalny iloczyn skalarny

o, p e F—— (¢ly)eC, (3.2)

ktory jest zdefiniowany przez nastepujaca catke

(elv) / d*r (F)" (F). (3.3)
Iloczyn skalarny w przestrzeni wektorowej musi spetniaé¢ warunki:

(elv) = (¥le)", (3.4a)

(el(Mvr + Ava)) = M(elvn) + Aa(plv2), (3.4b)

((Arer + Ae@2)[v) = A (eilv) + A (p2]0). (3.4¢)

przy czym relacja (3.4c) wynika z dwoch poprzednich. Formuty (3.4b) i (3.4c) oznaczaja, jak
moéwimy, ze iloczyn skalarny jest liniowy w drugim, a antyliniowy w pierwszym sktadniku.
Z definicji iloczynu skalarnego wynika okreslenie normy wektora z przestrzeni F

Rl = (vlv) = [ @ P = [ dbr v @ o). (35)
lloczyn skalarny w przestrzeni F spelnia bardzo wazna nieréwnosé, zwana nieréwnoscia

Schwarza
[(or [92)? < (W [ ) (o [ 2), (3.6)

przy czym réwnos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy wektory 1, ¥ € F sa proporcjonalne, to znaczy
gdy 1 = A, ()\ S (C)
Baza ortonormalna w F
W przestrzeni Hilberta (wektorowej) mozna wybraé¢ baze ortonormalna, tj. zbiér funkcji (wekto-
row) {u;} spelniajacych warunek

(u;|uj) / d3r uf (F) u; () = 0y, (3.7)

i takich, ze dla dowolnej funkcji falowej ¥ (r) € F mozna zbudowaé rozktad

W(F) =Y ciuiF), ¢ €C. (3.8)
i
Rozktad ten jest jednoznaczny. Jesli funkcja falowa zalezy od innych parametréw (np. od cza-
su), to wspotezynniki ¢; rozktadu takze beda zaleze¢ od tych parametrow. Latwo sprawdzié, ze
wspotezynniki ¢; dane sa wzorem

cx = (ug|vY) /dgr ug(T) (F). (3.9)

Zwroémy uwage, ze indeksy numerujace wektory bazy ¢ € 7 — tworza pewien zbior Z. Indekséw
tych jest tyle, ile wynosi wymiar przestrzeni Hilberta F. Zatem zbiér Z moze by¢ skonczony lub
nie, co zalezy od charakteru konkretnego zagadnienia.
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Dla dwoch wektorow ¢, 1 € F mozemy wypisaé¢ rozklady typu (3.8), to jest

p(r) = Z b ui(T), U(E) = D eu(F), (3.10)

i
wowczas z ortonormalnosci bazy (i z liniowosci przestrzeni) wynika, ze
(olv) = > ba, (3.11a)
%
lell> = > [6:l%,  oraz  [o]* = > |al” (3.11Db)
i i
W szczegdlnosci, dla unormowanej funkcji falowej mamy wiec

P =1 = > |al® =1, (3.12)
i
co oczywiscie ma zasadnicze znaczenie przy probabilistycznej interpretacji funkcji falowe;.

Relacja zupelnosci

Rozwazmy rozktad (3.8) funkcji falowej 1 wezmy pod uwage wyrazenie (3.9) dla wspotezynnikow
tego rozktadu. Otrzymujemy wtedy

P(r) = Z ciu;(f) = Z (ui | V) ui(r), = Z

i

[ %) v | wl@)
v

= [ % [z u; (%) ui<f'>] (). (3.13)

i
Poréwnujac obie strony tej relacji, wnioskujemy ze
S w(®) u(®) = 0& 1), (3.14)
i

co stanowi tzw. relacje zupelosci dla funkeji { u;(r) } tworzacych baze w przestrzeni F. I na
odwrot, zbior funkcji spelniajacych relacje (3.14) tworzy baze w F.

3.1.2 Operatory na przestrzeni funkcji falowych
Operatory liniowe w F

Operator dzialajacy na przestrzeni F jest odwzorowaniem

A: F — F, (3.15)
to znaczy wektorowi (funkcji) ¥ € F przyporzadkowuje inny wektor ¢/ = fhb € F (z tej samej

przestrzeni). W naszych rozwazaniach ograniczamy sie do badania operatoréw liniowych, to jest
takich, dla ktorych

AN + Xotn) = MAY + oAy, (3.16)

dla dowolnych Ay, Ay € C.
Operatory mozna mnozy¢ (sktadac) (zwroémy uwage, ze jako pierwszy dziata na funkcje
falowa operator stojacy z prawa)

~

(AB)y = A(Bvy) = Ay, (3.17)
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gdzie v/ = B 1. Nalezy z cala moca podkresli¢, ze mnozenie operatoréw jest na ogdt nieprze-
mienne (nie jest obojetne w jakiej kolejnosci dzialaja), to jest

AB # BA. (3.18)
Bardzo pozyteczne jest pojecie komutatora dwoch operatoréw

[A, B] = AB - BA (3.19)
Za jego pomoca, zamiast relacji (3.18), wygodnie jest zapisa¢ nieprzemienno$¢ mnozenia (skta-
dania) operatoréw w postaci

[A, B] = C, (3.20)

gdzie operator C jest na ogdél rézny od zera.
Przyktadem operatoréw dziatajacych na funkcje falowe sa: operator mnozenia funkcji falowej
przez wspoélrzedna x i operator rézniczkowania wzgledem tej wspotrzednej

XFE) = xy), (3.21a)
Dy (F) = aa_x (F). (3.21b)

Pracujac z tymi operatorami nalezy zachowa¢ pewna ostroznosé¢ wynikajaca stad, ze moga one
wyprowadzaé funkcje falowe z przestrzeni funkcji normowalnych, tzn. rezultat ich dzialania na
funkcje normowalna moze byé funkcja, ktora juz nie jest normowalna. Jest to pewien niuans
matematyczny, ktéry moze w pewnych zastosowaniach mie¢ duze znaczenie. Mimo to jednak,
nie bedziemy si¢ zbytnio przejmowaé ta trudnosdcia. W wigkszosci badanych tu konkretnych
przypadkéw takich probleméw nie ma.

Twierdzenie 3.1 Zdefiniowane powyzej operatory X oraz D, sq nieprzemienne. Ich komutator
WYN oSt

(X, D,] = {x %} = — L (3.22)

Dowé6d. Niech 9 (1) € F bedzie dowolna funkcja falowa. Wowcezas mamy
P . 0 0 . oY(r 0 S
X, Do) = (2gn — o) v = o 8 = [y

ox dx ox ox
_ magf) - <g—i) W(F) - w—agf) = @ (3.23)

bowiem sktadniki pierwszy i trzeci (zawierajace pochodne funkcji falowej) sie¢ znosza. Z dowolnosci
funkcji ¢ wynika teza (3.22). m
Elementy macierzowe operatoréow

Operator A dzialajac na funkcje falowa ) produkuje nowa funkcje ¢/ = Aw. Mozna wiec obliczaé
iloczyn skalarny

(l0") = (¢l dv) = [ & '@ [Av(D)]. (3.24)

Tak obliczona liczbe (w ogodlnosci zespolona) nazywamy elementem macierzowym operatora Ai
zZwyczajowo zapisujemy jako

[ dr e @ Av@ = (o] Al0). (325)

Jak pokazemy dalej, notacja ta jest wygodna i pozyteczna. Ma ona charakter mnemotechniczny,
a ponadto pozwala na pewne interesujace uog6lnienia.
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Zagadnienie wlasne dla operatora

Rownanie operatorowe flw = A\, gdzie A € C, nazywamy zagadnieniem wtasnym dla operatora
A. Wektor ® nazywamy wektorem wlasnym, za$ liczbe A (w ogolnosci zespolona) wartoscia
wlasng. Intuicyjnie mozna to zrozumieé¢ w nastepujacy sposob: wektory wlasne operatora A sa
to takie wektory, ze dziatanie operatora A "wydluza" je lub "skraca", przy czym jednak ich
"kierunek" pozostaje niezmieniony.

Operatory sprzezone

Niech A bedzie operatorem na przestrzeni Hilberta F. Operator Af nazwiemy sprzezonym do
operatora A, jesli dla wszystkich ¢, ¢ € F spetniony jest warunek

(W1 (ATe)) = (ol (Av))* = ((AY)|e). (3.26)

Sprzeganie operatora jest wiec swego rodzaju reguta przenoszenia go z prawego do lewego sktadni-
ka iloczynu skalarnego (lub na odwrdét). Zapisujac iloczyny skalarne za pomoca catek otrzymamy

/d?’mz) (B)(A o)) U d*r o (F) (A (E)) } /d3 (Av@) .  (327)
Postugujac sie elementami macierzowymi wzor (warunek) (3.26) zapiszemy jako

(WIAT), = (plAly) lub (W] AT[@)" = (plAlv), (3.28)

gdzie druga réwnosé jest po prostu sprzezeniem zebpolonym pierwszej.
Operator Af - sprzezony do danego operatora A jest wyznaczony jednoznacznie, przy czym
podstawowe wlasnosci operacji sprzegania operatoréw sa nastepujace

(A+B) = At4+Btf (3.29a)
(AB)" = BfAl (3.29b)
(“r)T - A (3.29¢)
(OMAl)Jr = o Af, dla aeC. (3.29d)

Dowody (wyprowadzenia) tych wlasnosci mozna znalezé w podrecznikach algebry liniowej lub
metod matematycznych fizyki.

Zwroémy uwage, ze jezeli przestrzen F jest skoiiczenie wymiarowa, to operator Aw niej
dzialajacy, jest reprezentowany przez macierz ztozong z elementow a;; € C. Operator sprzezony
AT jest wowczas reprezentowany przez macierz transponowana o wspoétczynnikach sprzezonych
w sposdb zespolony

Lemat 3.1 Operatorem sprzezonym do operatora ﬁm (patrz (3.21b)) jest operator

) o' 0
| (i - _ 2
bt <8x> - (3.31)

Dowod. Jako punkt wyjscia we/xmy prawa strone warunku (3.26) lub (3.27). Dla dowolnych
funkcji falowych ¥ (¥) i ¢(r) mamy

(Do) l0) = [t (22 E) o), (.32
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Caltke obliczamy przez czesci

o /vd% V¥ (F) (6%?)). (3.33)

gdzie w pierwszym sktadniku obliczamy wartosci na brzegu 0V obszaru V. Czlon ten znika na

(Dat) @) = ¥*(F) @(F)

mocy przyjetych na poczatku rozdziatu zatozeri dotyczacych funkeji falowych. A zatem widzimy
ze

(De) o) = [arwe) (- 220) = () (- =) ) (3.34)

X

Poréwnujac wynik z lewa strona (3.26) stwierdzamy, ze teza (3.31) jest udowodniona. m

Funkcje operatoréow

Jezeli zwykta (liczbowa) funkcja f(z) ma rozwiniecie w szereg potegowy (szereg Taylora)
oo
f2) = > fa?", fn €C, (3.35)
n=0
to za pomoca tego rozwiniecia definiujemy funkcje operatora A
A A e A
F o= f(A) = ) f.A" (3.36)
n=0

Poniewaz umiemy mnozy¢ i dodawaé operatory definicja taka jest zrozumiata. Nie bedziemy tu
badaé¢ matematycznych kwestii dotyczacych na przyklad zbieznosci szeregdéw operatorowych. W
pewnych przypadkach udaje si¢ praktycznie wyliczyé taki szereg, co pozwala zapisaé¢ funkcje
operatorowa w zwartej postaci.

Niech A i ¢ beda wartoscia i wektorem wlasnym operatora A (tzn. flgp = \p). Wowezas AF i@
sa rozwigzaniami zagadnienia wlasnego dla k-tej potegi operatora A. Wynika to z wielokrotnego
podziatania operatorem A na wektor wlasny . Stosujac to rozumowanie do kolejnych sktadni-
kow rozwiniecia (3.36) stwierdzamy, ze f(A) i ¢ sa, odpowiednio, wartoscia wlasna i wektorem
wlasnym funkeji operatorowej f(A).

3.1.3 Operatory hermitowskie

Operator samosprzezony — hermitowski to taki, ze

A = Al (3.37)
a zatem taki dla ktorego, na mocy (3.28), zachodzi

(v1Adlg) = (p|Alp), lub (W1 Alp) = (p|Al9). (3.38)

Twierdzenie 3.2 Operator P, = —ihD, jest hermitowskr, t.j

(P = (—m %)T = P, (3.39)

Dowoéd. Na mocy relacji (3.29d) i (3.31) mamy
(P = (=inD,)' = in(D,)" = in(-D,) = P, (3.40)

co koniczy dowod. B
Operatory hermitowskie maja caly szereg pozytecznych wtasnosci, z ktérych bedziemy w
trakcie wyktadu czesto korzystac.
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1. Jezeli A = At to A =0 wtedy i tylko wtedy, gdy (1| A|v) = 0 dla wszystkich wektorow
(funkcji) ¢ € F.
2. Operator A jest hermitowski wtedy i tylko wtedy, gdy

(¢IAly) € R, (3.41)

dla kazdego 1 € F. Relacja ta wynika automatycznie z definicji (3.38).

3. Wartosci wlasne operatora hermitowskiego sa rzeczywiste.
A — hermitowski, oraz Au = \u, = AeR. (3.42)

Z (3.41) mamy (u|A|u) € R. Wobec tego uzyskujemy (u|A|u) = Mu|u) = A u|? €
R. Poniewaz norma wektora jest z definicji rzeczywista, wiec w rezultacie

(ul Alu)

A =
[l lf?

eR. (3.43)

4. Jezeli A = At (operator hermitowski) to jego wektory wlasne odpowiadajace réznym war-
tosciom wlasnym sg ortogonalne.

A — hermitowski

~ Ul 1 u9

Au; = A

i u1 )\1U1 == to znaczy . (3.44)
uz = Aou
2 2U2 (up [ug) = 0
Al #E Ao

Z zalozenia i z wlasnosci (3.4) iloczynu skalarnego mamy nastepujacy ciag réwnosci
Ao{uy Jug) = (ug | Adgua ) = (ug | A|ug ). Korzystamy dalej z (3.38) i uzyskujemy

Ag(ug|ug) = (uglAlur)* = (up|dw)* = (A1 (uz|ur))”
= )\*f(ugluﬂ* = )\1<U1’U2> (3.45)

co wynika z faktu, ze A1 € R, oraz z wlasnosci iloczynu skalarnego. A zatem
()\2 - )\1) <U1 |UQ > =0. (346)

Poniewaz A1 # A2, wiec musi by¢ (uj |ug ) = 0, co koriczy dowod.

5. Mowimy, ze wartosci wlasne operatora (hermitowskiego, ale niekoniecznie) sa zdegenero-
wane, jedli jednej i tej samej wartoéci wlasnej opowiada g, réznych wektoréw wtasnych.
Wowczas

Auln = a, uin, in = 1,2, ..., gn. (3.47)

n

a wiec jednej wartosci wtasnej a, odpowiadaja funkcje wtasne dodatkowo numerowane
przez i, = 1, 2, ..., gn. Liczbe g, nazywamy stopniem degeneracji warto$ci wtasnej a,.
Moéwimy, ze a,, jest gp-krotnie zdegenerowana. Funkcje {ulr }f:zl odpowiadaja jednej i tej
samej wartosci wlasnej, nie mozemy wiec a prior: twierdzi¢, ze sa one ortogonalne. Mozna
jednak udowodnié¢, ze funkcje te rozpinaja g,-wymiarowa podprzestrzen JF, przestrzeni F,
a wiec stanowia w JF,, baze, ktéra mozna nastepnie poddaé procedurze ortogonalizacji i w
koiicu unormowac.
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6. Dowolna kombinacja liniowa funkcji {U%”}inzl,z,...,gn odpowiadajacych g,-krotnie zdegene-
rowanej wartosci wlasnej a,, operatora A

an
Yo = Y. Cirulp, Cir e C, (3.48)
in=1

jest funkcja wlasng operatora A odpowiadajaca tej samej wartosci wlasnej. Istotnie, z
liniowo$ci problemu wynika, ze

gn gn
Ao = A(Z c;nu;n> "o A
=1 i=1

gn gn
= Z Cirap uyr = ap (Z cn u%”) = ap Yn, (3.49)
i=1 i=1

co konczy uzasadnienie tezy.

7. Jezeli wiec badajac zagadnienie witasne dla operatora A - hermitowskiego znajdziemy
wszystkie wartosci wlasne {a,} o stopniu degeneracji odpowiednio réwnym g,, to po-
dzielimy przestrzen F na g,-wymiarowe podprzestrzenie JF,, (oczywiscie moze si¢ zdarzy¢
gn = 1). Przeprowadzajac (o ile to potrzebne, gdy g, # 1) procedure ortonormalizacji
w kazdej z podprzestrzeni F,, otrzymamy ortonormalny zbior wektorow (funkcji) {uin}
(funkcje odpowiadajace réznym n sa, zgodnie z (3.44) ortogonalne). Twierdzimy, ze w
przestrzeni skoriczenie wymiarowej

dimF =N <oo, A=Al —  {u"} —baza ortonormalna w F. (3.50)

W takim przypadku baza liczy skoriczona liczbe elementéw. Wobec tego, podobnie jak w
(3.8) mozemy zapisa¢ dowolny wektor (funkcje) z F w postaci rozwiniecia

N  gn
D(E) = DY O ug(E), gdzie Gt = (uy [¥). (3.51)
n ip=1

gdzie sumy sg skoriczone. A wiec w przestrzeni skoriczenie wymiarowej dowolny wektor
mozna roztozy¢ w bazie utworzonej przez wektory wilasne operatora hermitowskiego. W
przestrzeni nieskoniczenie wymiarowej twierdzenie to moze, ale nie musi, by¢ prawdziwe.
Oczywiscie o ile zachodzi, to wtedy baza liczy nieskoiiczenie wiele elementéw i suma w
(3.51) jest takze nieskonczona.

8. Jezeli funkcja f(z) jest rzeczywista (wspolczynniki rozwiniecia w szereg sa rzeczywiste) to
woOwczas

f(2) — rzeczywista F=f(A) = Ft
. =

A (3.52)
A = AT — hermitowski hermitowski

Jezeli wiec operator A = Af spelnia zagadnienie wtasne Au = au, a € R, to zagadnienie
wlasne dla f(A) ma rozwiazanie z rzeczywistymi warto§ciami wlasnymi f(a) i tymi samymi
wektorami wlasnymi.

3.2 Obserwable i pomiary

3.2.1 Obserwable

Obserwabla nazwiemy taki operator hermitowski, dla ktorego zbiér wektoréw wtasnych tworzy
baz¢ w przestrzeni F. Zatem dla obserwabli, twierdzenie (3.50) obowiazuje, i to niezaleznie od

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 37



3.10.2004 3. Podstawy formalizmu mechaniki kwantowej 38

wymiaru przestrzeni F. Wobec tego dla obserwabli z definicji mamy

A = At — obserwabla an € R, degeneracja g,—krotna
= (3.53)

Aulr = ay, ulr {u»} — baza ortonormalna w F

Dla dowolnej funkcji falowej 1 € F mozna zbudowaé rozklad postaci (3.51), spelniajacy warunek

In
X lorf =1, (3.54)

n ip,=1

wynikajacy z zadania unormowania funkcji falowej (por. (3.12)). W relacjach tych baza {uir}, a
co za tym idzie i sumowania (wzgledem indeksu n), moga by¢ skonczone lub nie.

3.2.2 Wyniki pomiaréw i ich prawdopodobienstwa

Mowilismy, ze stan ukladu fizycznego jest w pelni okreslony przez funkcje falowa (¥, t) — wek-
tor z pewnej przestrzeni Hilberta F. Zajmiemy sie teraz omdwieniem sposobu przewidywania
wynikéw pomiaréw dostarczajacych informacji o uktadzie fizycznym. Wskazemy, jak na podsta-
wie znajomosci funkcji falowej mozemy uzyskaé takie informacje. W uktadach fizycznych mozna
mierzy¢ rozne wielkosci je charakteryzujace. Oczywiscie to, jakie wielkosci maja sens i jakie sa
mierzalne zalezy zaré6wno od struktury uktadu, jak i od warunkéw konkretnego doswiadczenia.

Koncepcja pomiaru ma w fizyce klasycznej sens intuicyjny, ktéry nie wymaga specjalnych ko-
mentarzy. W mechanice kwantowej sytuacja jest jednak inna. Wynika to przede wszystkim stad,
ze pomiar przeprowadzany w uktadzie kwantowo-mechanicznym zaktoca jego stan. Postaramy sie
wyjadni¢ najwazniejsze aspekty pojecia pomiaru kwantowo-mechanicznego, choé¢ niektore subtel-
nosci sg do dzi§ przedmiotem kontrowersji oraz aktywnych badan naukowych.

Przede wszystkim przyjmiemy, ze pomiar jest dokonywany za pomoca makroskopowego urza-
dzenia podlegajacego zasadom mechaniki (fizyki) klasycznej. Oznacza to, ze do opisu przyrzadu
pomiarowego nie jest potrzebna mechanika kwantowa. Przyjmiemy tez, ze aparatura pomiarowa
jest, przynajmniej teoretycznie, tak doktadna i precyzyjna jak tylko to potrzebne ( w praktyce,
niestety, istnieja roznorodne ograniczenia natury technicznej).

Sformutujemy teraz postulaty, mowigce w jaki sposéb mechanika kwantowa pozwala przewi-
dywaé¢ wyniki pomiaréw wiazac je z funkcja falows uktadu.

Postulujemy, ze kazdej wielkosci fizycznej A (ktorej sensu fizycznego na razie nie pre-
cyzujemy), mozemy przyporzadkowaé¢ pewna obserwable

~

wielkos¢ fizyczna A —— A = AT obserwabla, (3.55)

a wiec operator hermitowski, ktérego wartosci wlasne sa rzeczywiste, a wektory wlasne
tworza baze ortonormalna w przestrzeni stanéw (funkcji falowych).

Nastepnie postulujemy, ze analizujac wyniki doswiadczenia polegajacego na pomiarze pewnej
wielkosci fizycznej A charakteryzujacej badany uktad fizyczny bedziemy zawsze stosowaé zasade
rozktadu spektralnego. Znaczenie i sens tej zasady jest nastepujacy.

e Wynik pomiaru wielkosci A musi byé¢ liczba (odpowiednio mianowana), ktora nalezy do
zbioru {a,} wartosci wlasnych obserwabli A przyporzadkowanej wielkosci A. Wyjasnia to
dlaczego zadamy, aby obserwabla byl operator hermitowski — wynik pomiaru musi by¢
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= Uklad =
L (I‘, t) pomiarowy ¥ '(I‘, t)
VWWWWUWWA - wielkosd A Lamasinadis
= XnCn Pn (F) Wartosci { a, } = (Pk(l_:)

\u' z prawdopodob.

ag 2
P, = | ekl

Rys. 3.1: Schemat ilustrujacy idee rozktadu spektralnego — wyniki pomiaru wielkosci
fizycznej A.

liczba rzeczywista. Zbior wartosci {a,} moze by¢ skonczony lub nie (od tego zalezy tak-
ze ksztalt zbioru wskaznikow). Charakter zbioru wartosci {a,} zalezy wiec zaréwno od
tego jaki uktad fizyczny rozwazamy, jak i od tego jaka konkretnie wielkosé fizyczng mie-
rzymy. Postulat ten ilustruje srodkowa cze$é rysunku 3.1, w ktérej urzadzenie pomiarowe
"wyrzuca" wartosé a,.

e Ograniczymy sie na razie do dyskusji przypadku bez degeneracji. Zatozymy, ze uktad fi-
zyczny zostal przygotowany w ten sposob, ze tuz przed pomiarem jego funkcja falowa miata
postacé

B(E) = 3 Cunl®), (3.56)

gdzie uy, (r) — funkcje wlasne obserwabli A odpowiadajace warto$ciom wlasnym a,, i tworza-
ce baze w przestrzeni F. Ilustruje to fala "wchodzaca" do przyrzadu pomiarowego (rys.3.1)
Mechanika kwantowa pozwala nam jedynie powiedzieé¢, ze prawdopodobienistwo tego, ze w
wyniku pomiaru wielkosci A otrzymamy warto$é wlasng ay wynosi

oo LGP wle)E )P
S lCal Sl 0] TolP

Mianownik powyzszego wyrazenia wypisaliSmy w sposéb jawny, jednak suma w nim wy-

(3.57)

stepujaca jest rowna jednosci (normalizacja funkcji falowej 1)), Zatem mianownik ten jest
tak naprawde zbyteczny. Zwroémy uwage, ze iloczyn skalarny w liczniku tego wyrazenia,
to nic innego niz kwadrat modutu rzutu wektora ¢ na (jednowymiarows — przypadek bez
degeneracji) podprzestrzen odpowiadajaca wartosci wlasnej ag. Iloczyn skalarny (ug | )
nazywamy amplituda prawdopodobieiistwa tego, ze w wyniku pomiaru wielkosci fizycz-
nej A otrzymamy warto$é wtasng ar odpowiedniej obserwabli A. Moéwimy tez niekiedy,
ze (ug |1 ) jest amplituda prawdopodobienistwa tego, ze czastka przygotowana w stanie
1 jest w stanie wu,. Stwierdzenie takie ma (niestety) charakter nieco zargonowy i nieja-
ko antycypujacy pomiar, bowiem w domysle zostaje powiedzenie, ze "w wyniku pomiaru
wielkosci A otrzymamy wartosé wlasna a,". Oczywiscie prawdopodobieristwa Pj, dane w
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(3.57) spelniaja
b =1, (3.58)
k

bo prawdopodobieristwo otrzymania jakiegokolwiek wyniku pomiaru musi by¢ zawsze row-
ne 1.

e Niezwykle istotne jest to, ze zbior {ay } mozliwych wynikéw pomiaru wielkosci fizycznej
A nie zalezy od tego jaka (przed pomiarem) funkcja falowa (T, ¢) opisywata stan uktadu.
Zbiodr ten zalezy jedynie od obserwabli A-od jej wartosci wtasnych. Jakie obserwable i jak
skonstruowane dotycza danego uktadu zalezy od jego natury fizycznej, a nie od tego jaka
jest jego aktualna funkcja falowa. Z drugiej strony, prawdopodobienistwa Pj otrzymania
konkretnej wartosci ay zaleza juz od v poprzez amplitudy C = (uy |¥).

e 7 powyzszego postulatu wynika, ze jesli uktad fizyczny zostal przygotowany w stanie wia-
snym obserwabli A, to jest gdy w kombinacji (3.56) mamy C, = Ok, czyli gdy ¥(r) = ug(r),
wowczas w wyniku pomiaru wielkosci fizycznej A otrzymamy wartosé ay z prawdopodo-
bienistwem réwnym 1.

e Jezeli w rezultacie pomiaru wielkosci fizycznej A otrzymalidémy wartosé wtasna ay obser-
wabli A, to postulujemy, ze po pomiarze nastepuje tak zwana redukcja funkcji falowej,
polegajaca na tym, ze ¢ (r) — funkcja falowa przed pomiarem przechodzi w nowa funkcje
(fala "wychodzaca" na rys.3.1)

(F)

P(F) = u(F). (3.59)

pomiar a

Stan uktadu po pomiarze jest opisywany przez funkcje falowa uy, bedaca stanem (wekto-
rem) wlasnym obserwabli Az jednowymiarowej (brak degeneracji) podprzestrzeni Fy. Jesli
po pierwszym pomiarze (zanim funkcja falowa zdazy w wyniku ewolucji czasowej zmieni¢
sie w znaczacy sposob) dokonamy ponownego pomiaru wielkosci A to, z prawdopodobieri-
stwem 1, otrzymamy znéw warto$é¢ ar. Wynika to stad, ze po pierwszym pomiarze, a tuz
przed drugim, uktad znalazl sie w stanie ¢’ (¥) = wuy(F). Efekt ten, zachodzacy w chwili po-
miaru, nazywamy "redukcja" funkcji falowej. Nazwa ta bierze sie¢ stad, ze z catej kombinacji
liniowej (3.56) "wybrany"zostal stan odpowiadajacy rezultatowi pomiaru. Redukcja funk-
¢ji falowej zachodzgca w chwili pomiaru jest jednym z najbardziej tajemniczych aspektow
mikroswiata i do dzi§ budzi istotne kontrowersje. Jednym z wyjasnien jest stwierdzenie, ze
redukcja funkcji falowej zachodzi dlatego, ze aparat pomiarowy jest (w/g naszych zalozen)
obiektem klasycznym. Pelny kwantowo-mechaniczny opis uktadu ztozonego z badanego
uktadu i z przyrzadu pomiarowego jest bardzo skomplikowany i, jak sie wydaje, takze nie
jest w pelni zadowalajacy. Jako ciekawostke mozna powiedzie¢, ze Roger Penrose (jeden
z najwybitniejszych wspolezesnych fizykow matematycznych) wiaze redukcje funkeji falo-
wej z zupelnie dzi$§ niezbadanymi efektami wynikajacymi z kwantowej natury oddziatywan
grawitacyjnych. Fakt zachodzenia redukcji funkcji falowej (zreszta potwierdzony doswiad-
czalnie) przyjmiemy, w niniejszych wyktadach, jako prawo przyrody, ktorego natura jest
nieznana. Pomiar "niszczy" funkcje falowa (T,t) (te sprzed pomiaru) i "ustala" nowa
ug (r), ktora nastepnie ewoluuje w czasie zgodnie z rownaniem Schrodingera.

Przypadek z degeneracja

Przeprowadzona do tej pory dyskusja dotyczyta obserwabli A, ktorej wartosci wlasne sg niezde-
generowane. Trzeba wiec uog6lni¢ nasza analize na przypadek z degeneracja. Rozklad funkcji
falowej na funkcje wlasne obserwabli A ma teraz postac¢ (3.51), co jest oczywistym uogoélnieniem
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rozktadu (3.56). Wygodnie nam bedzie postugiwaé sie nieco zmodyfikowanym zapisem, dlatego
relacje (3.51) zapiszemy w postaci

> Ual(B), gdzie Z Cin uin (F). (3.60)

Funkcje {1, } sa wiec kombinacjami liniowymi funkcji wasnych obserwabli A, ktore odpowiadaja
jednej i tej samej wartosci wlasnej a,,. Mozemy je interpretowac jako "sktadowe" (rzuty) pelnej
funkeji falowej, lezace w g,-wymiarowych podprzestrzeniach F,, przestrzeni F. Kazda z funkcji
{¢n} jest funkcja wtasna obserwabli A, to jest spelia relacje fh/)n = a,¥, 1 to niezaleznie od
wartosci wspolczynnikow kombinacji (druga czesé (3.60)). Wynika to z wlasnosci (3.49) wektorow
wtasnych operatoréw. Co wiecej, funkcje takie odpowiadajace dwom réznym wartosciom wlasnym
sa ortogonalne

(VU | n) = Omn. (3.61)

Dowod mozna przeprowadzi¢ metoda taka sama w stwierdzeniu (3.44). Zwroéémy jednak uwage,
ze funkcje 1), () nie sa na ogot unormowane. Aby wiec mozna je byto nazwaé funkcjami falowymi,
nalezy je unormowac.

Rozwazmy ponownie pomiar wielkosci fizycznej A. Wynikiem pomiaru moze znowu by¢ tylko
jedna z wartosci wlasnych obserwabli A, powiedzmy aj. Tak samo jak poprzednio, dopuszczalne
wyniki pomiaru nie zalezg od funkcji falowej 1. Natomiast prawdopodobieristwo uzyskania wia-
$nie takiego wyniku zalezy od stanu uktadu i jest dane przez kwadrat modutu rzutu wektora
na podprzestrzen Fi, a wiec przez

P, — [{¥e |9)]? K lww)? (3.62)

SaXio |G P S 1O P

Rownosé iloczynow skalarnych (9 [¢r) = (9 |v¢) wynika z ortogonalnosci wektorow ,, o
réznych indeksach. Bez trudu sprawdzamy, ze

9k , gn
(elp) = D2 ()22 >0 Ol wy)

ikil n g,=1
9k gn L gk

= (O Cl G = 3[BT = (o). (3.63)
=1 n i,=1 =1

Wobec tego, w przypadku degeneracji, prawdopodobienistwo uzyskania w wyniku pomiaru war-
tosci ap wynosi

Clk Ik i 2
P = zk 1‘ _ ik—1‘<uk |1/)>‘
YL Xl | O Ty [ [9) ]2
9k k
in=1 ‘(uk |7/)>‘
= ) 3.64
Tk (364

gdzie ponownie mozna pominaé¢ mianownik, jako réwny jednosci ze wzgledu na normowanie
funkcji falowej 1. Otrzymane prawdopodobieristwo (3.64) ewidentnie stanowi uogodlnienie wzoru
(3.57), do ktorego sie redukuje, gdy przy brak degeneracji "odpada" suma po indeksie ij. Suma
wszystkich uzyskanych tu prawdopodobienistw jest rowna jednosci, tak samo jak w przypadku
bez degeneracji (wynika to z warunku normowania funkcji falowej i z relacji (3.51)).
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Po pomiarze (wartosci ay) funkcja falowa 1 redukuje sie do podprzestrzeni Fj. A zatem, dla
przypadku z degeneracja, stan uktadu po pomiarze wyraza sie

In, r
oE) = XY i) v = 0

el pomiar aj, - HwkH )

(3.65)

gdzie jawnie normujemy zredukowana funkcje falowa. Poniewaz |[¢1]|? = (v |vn) = (n |9),
wiec podstawiajac (3.60) i (3.63) do powyzszego, dostajemy

pomiar ag Z}(‘]::l ‘Clzk’2 ;{7::1 ‘C/i‘kp

Tym razem mianownik jest potrzebny, bo ¢ nie byta unormowana. Podsumowujac stwierdzamy,
ze stan uktadu tuz po pomiarze jest stanem witasnym obserwabli Az wartoscia wlasna ay.
Podkre$lmy jednak, Ze nie jest dowolny wektor z podprzestrzeni Fj, lecz "czesé" wektora
(sprzed pomiaru) lezaca w F 1 potem unormowana. Zauwazmy jeszcze, ze przechodzac we wzorze

(3.66) do przypadku niezdegenerowanego (g, = 1, indeks i,, zbyteczny) otrzymujemy

Cy, up(T)

_ z‘Arg(Ck) g
= e ug(r), 3.67

W(F) W) =

pomiar
co rozni sie od formuly (3.59) jedynie czynnikiem fazowym o module réwnym 1. Czynnik ten nie
ma znaczenia fizycznego, (omoéwimy to bardziej szczegdltowo za chwile) wiec mozemy uznaé, ze
przewidywania fizyczne wynikajace z (3.59) i (3.66) sa jednakowe.

Aby praktycznie wykorzystaé te reguly, trzeba odpowiedzie¢ na zasadnicze pytanie, jak kon-
struowaé¢ obserwable (operator) A odpowiadajacy wielkosci fizycznej A. Jezeli bedziemy umieli
to zrobi¢, wowczas (przynajmniej w zasadzie) rozwiazujemy zagadnienie wlasne dla tego opera-
tora, to jest znajdujemy zbiory {a,} oraz {u,} — wartosci i wektory wtasne. Rozktadajac funkcje
falowa 1 w szereg wzgledem bazy {u,} obliczymy wspoétczynniki C,, = (u, |9), czyli ampli-
tudy prawdopodobienstwa. Tym samym mozemy obliczy¢ prawdopodobieristwo (3.57), tego ze
w wyniku pomiaru uzyskamy dla wielkosci fizycznej A wartosé réwna a,,. Zanim zajmiemy sie
odpowiedzia na pytanie, jak skonstruowaé obserwable fl, poczynimy kilka istotnych uwag.

Pewne uwagi dodatkowe. Efekty interferencyjne

Jezeli funkcje falowa pomnozymy przez dowolny czynnik o € C, co "psuje" normowanie, to po
pierwsze stwierdzamy, ze nie ma to wpltywu na rozwigzania zagadnienn wlasnych dla obserwabli
(liczba si¢ skraca). Po drugie, przewidywania fizyczne wynikajace ze wzoréw (3.57) lub (3.64)
nie ulegna zmianie, bowiem dodatkowy czynnik |a|? pojawi si¢ zaréwno w liczniku jak i w
mianowniku, wiec skroci sie. Dlatego tez zawsze bedziemy normowaé funkcje falowe.

Analogicznie, nie ma wplywu na przewidywania fizyczne zamiana funkcji falowej v na 1/; =
¢'%1p. Nie psuje to ani normowania, ani prawdopodobienstw, bo || = 1. Wnioskujemy wiec, ze
dwie proporcjonalne funkcje falowe reprezentuja ten sam stan fizyczny.

Niezbedna tu jest jednak pewna ostroznosé. Dla przykitadu rozwazmy funkcje falowa

¥ = %(ewlwl L+ ), (3.68)

gdzie 1y, sa unormowane, za$ fazy ¢, € R. W zasadzie e’®*1)y, oraz 1, reprezentuja ten sam stan
fizyczny. Jednak superpozycje trzeba traktowaé ostroznie. Korzystajac w elementarny sposéb z
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wlasnosci iloczynu skalarnego, dostajemy
(W) = 5 (91 +ePn) [ (11 + e Pn) )

eI (4 [y ) o+ % e HI%2 (4 |4y )

1 L
+ 5 e [ gr) + o eI (Y |4n)

+ Re[e @27 (y; [45)], (3.69)

NN

—_

skad jasno wynika, ze réznica faz moze odgrywaé istotna role. Wnioskujemy wiec, ze globalny
czynnik fazowy nie ma znaczenia fizycznego i moze by¢ wybrany dowolnie. Natomiast réznica
faz (faza wzgledna) pomiedzy dwoma (lub wiecej) funkcjami falowymi tworzacymi superpozycje
moze mie¢ znaczenie zasadnicze.

Aby sie jeszcze lepiej o tym przekonaé, zaldézmy ze unormowane funkcje falowe 11 i 99 sa
stanami wlasnymi obserwabli B odpowiadajacymi wartosciom wlasnym by # bs. Wobec tego
funkcje te sa ortogonalne: (|1 ) = 0;i. Niech teraz A bedzie inna obserwabla, ktora ma
wartosci wlasne a, (dla prostoty — niezdegenerowane) i odpowiednie stany wlasne u,. Jesli
uktad fizyczny jest w stanie ¢, to na mocy relacji (3.57) prawdopodobienistwo uzyskania wyniku

pomiarowego a, wynosi Py(a,) = | (un | ) |*
Rozwazmy teraz stan
Y o= P + agie, a; = (¢ l¢) €C, (3.70)

przy warunku |aq |? + |az|? = 1, ktéry zapewnia normowanie funkeji ¢. Wielkosci |a;|* skrétowo
nazywamy prawdopodobienistwem tego, ze uklad w stanie ¢ zostanie znaleziony w stanie ;.
Scislej mowiac, |ozj|2 interpretowaé nalezy jako prawdopodobienistwo tego, ze w wyniku pomiaru
wielkosci fizycznej B (obserwabli E) otrzymamy wartosci b;.

Pytamy teraz, jakie jest prawdopodobienistwo uzyskania warto$ci a, w wyniku pomiaru
wielkosci fizycznej A, gdy stan ukladu jest opisany funkcja falowa 1 okreslona w (3.70). Zgodnie
z definicja (3.57), przy unormowanej funkcji falowe;j

Plan) = [(un )P = [(un| (et + agts))[’
= (un| (0191 + a2i) )(un| (a1t + azyh))”
= JoaP[(un [ 91)* + |aal?[(un [92)]?
+ araz(un [P1)(un [P2)" + ajao(uy 1) (un | 2)
= Ja1*Pi(an) + |az|*Pa(an)
+ 2Re[ay g un |11 ) (un [92)7] (3.71)

Trzeci czton tego wyrazenia zalezy nie tylko od wartosci modutéw liczb zespolonych «a; ale takze
od rozmicy ich faz (fazy wzglednej). Czlon ten mozemy nazwaé interferencyjnym. Jego obecnosé
jest charakterystyczna dla zagadnien mechaniki kwantowej i dobrze ilustruje fakt, ze faza globalna
funkcji falowej jest bez znaczenia (mozna ja wybra¢ w sposob dowolny), natomiast faza wzgledna
ma znaczenie zasadnicze i w zadnym wypadku nie wolno o niej zapominagé.

3.3 Wartosci oczekiwane

W poprzednim podrozdziale wprowadziliSmy postulat moéwiacy, ze wyniki pomiaréw wykony-
wanych w uktadach kwantowo-mechanicznych podlegaja zasadzie rozktadu spektralnego. Nie
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jesteSmy na ogol w stanie powiedzie¢, ze wynik pomiaru wielkosci fizycznej A da konkretny wy-
nik. Mozemy natomiast powiedzie¢, ze wynik aj (warto$¢ wlasna obserwabli fl) otrzymamy z
prawdopodobienstwem Py (patrz (3.57) lub (3.64)). Mechanika kwantowa, w przeciwieristwie do
fizyki klasycznej, nie pozwala przewidywaé¢ wynikow pojedynczego pomiaru. Wiedzac jak uktad
jest przygotowany (znajac odpowiednia funkcje falowa) mozemy jedynie oblicza¢ prawdopodo-
bienistwa takich czy innych rezultatéw pomiaru. Wynika stad, ze wykonujac pomiar w uktadzie
fizycznym przygotowanym w stanie opisanym funkcja falowa ¢ (r,t) nie mozemy $cisle przewi-
dzie¢ jego wynikow. Co wiecej, po pomiarze nastepuje redukcja funkeji falowej i (na ogol) uktad
przechodzi do stanu innego niz ten, w ktérym go przygotowano. Tak wiec pojedynczy pomiar nie
daje informacji o funkcji falowej przed pomiarem, a jedynie o stanie uktadu po pomiarze, ktory
to stan jest stanem wlasnym obserwabli odpowiadajacym zmierzonej wartosci wlasnej. Wyjat-
kiem jest sytuacja, gdy uktad przed pomiarem zostal przygotowany w stanie u, (¥) — jednym ze
stanéw wtasnych obserwabli A odpowiadajacej mierzonej wielkosci fizycznej. Pojedynczy pomiar
mozemy uznaé za metode przygotowania uktadu fizycznego w okreslonym stanie wlasnym takiej,
czy innej obserwabli.

Jak wiec wyglada realistyczna sytuacja pomiarowa pozwalajaca wnioskowaé o funkcji falowej
Y(F,t) charakteryzujacej stan uktadu zanim dokonaliSmy pomiaru? Poniewaz postugujemy sie
pojeciem prawdopodobieristwa, pouczajace jest rozwazenie sytuacji pomiarowej z punktu widze-
nia standardowego rachunku prawdopodobienistwa. Zatézmy, ze wynik a; pewnego doswiadczenia
pojawia sie z prawdopodobienstwem pg. Jaki jest sredni wynik duzej serii ztozonej z N > 1 po-
miaréw, w ktorej kazdy z wynikow aj otrzymano ny razy ? Najpierw zauwazmy, ze w oczywisty
sposob >, ng = N. Zgodnie z czestoSciowa interpretacja prawdopodobienstwa mozemy napisac
pr = ni/N (co jest stuszne przynajmniej przy N — oco). Mozemy wiec intuicyjnie stwierdzié¢, ze
$redni wynik pomiaréw to

(a) = % = Zakpm (3.72)
k

Wracamy teraz do zagadnieri mechaniki kwantowej. Rozwazmy, dla prostoty, przypadek bez
degeneracji. Wielkosci fizycznej A odpowiada obserwabla A o wartosciach wtasnych a,, i wekto-
rach wtasnych wu,, stanowiacych baze¢ ortonormalna w przestrzeni funkcji falowych. Stan uktadu
fizycznego opisywany jest (unormowana) funkcja falowa v, ktéra zgodnie z (3.56) mozemy roz-
tozyé w bazie

¢ = Y Chu, Cpn = (un|v), > ICn? = 1. (3.73)

Zalézmy teraz, ze mamy bardzo wiele identycznych ukladéw, kazdy przygotowany w stanie ).
W kazdym z nich wykonujemy pomiar wielkosci A. Nie mozemy przewidzie¢ doktadnie wyniku
pojedynczego pomiaru. Umiemy jedynie stwierdzi¢, ze pomiar taki da warto$é ay z prawdopo-
dobiefistwem Py = |Cy|?> = |[(uy |9 )|?. Jaka wiec bedzie wartosé érednia wynikow takiej serii
pomiaréw?

Mozemy tez spojrze¢ inaczej. Pomiaru wielko$ci A dokonujemy w jednym uktadzie znajdu-
jacym sie w stanie 1. Z prawdopodobienistwem Py, otrzymujemy wartosé ay. Po redukeji funkcji
falowej ponownie przygotowujemy uktad tak, aby znéw znalazl sie w stanie ¥. Ponawiamy po-
miar, spodziewajac sie na ogél innego rezultatu a,,, ktéry zdarzy sie z innym prawdopodobieri-
stwem P,,. Nastepnie powtarzamy te procedure wielokrotnie, pytajac o §redniag wartosé naszych
rezultatéw doswiadczalnych.

W obu przypadkach, rozumujac na gruncie teorii rachunku prawdopodobienstwa, stwierdza-
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my, ze Srednia warto$é z wielu pomiaréw powinna wynosié¢
> apPy. (3.74)
k

Rozwazmy te wielko$é dalej, korzystajac z wprowadzonych juz ustalen dotyczacych pomiaréw i
ich prawdopodobieristw. Z postulatu (3.57) otrzymujemy wiec

ZakPk = Zak\ uk‘¢ ZakaCk, (3.75)

gdzie ostatni krok wynika z rozkladu (3.73). Przeksztalcajac dalej, wiemy, ze funkcje {u,,} tworza
baze, wobec czego piszemy

(A) = ZZamC};Cmékm = ZZaka (ug | U ). (3.76)

L om

7 okreslenia iloczynu skalarnego dalej mamy
Z CiiCn /d T Uy (F) G, Uy (F) (3.77)

7 okreslenia dzialania operatora A na funkcje u,, i z liniowosci wyrazen wynika dalej

chk /d r (T Aum( ))
— /d3 < > Cru *(F) (A ZCmum(F)> (3.78)

Rozpoznajemy rozwiniecia (3.73) funkcji falowej i jej sprzezenia. Otrzymujemy wiec

(4)

[t @ (Av@) = (v]Ale), (3.79)

gdzie postuzylismy sie notacja (3.25) dla elementu macierzowego operatora. Stwierdzamy wiec,
ze mechanika kwantowa pozwala obliczy¢ poszukiwana $rednig za pomoca wzoru (3.79).

Liczbe (mianowang) ( A) = (1| A |1 ) nazywamy wartoscig oczekiwang wielkosci fizycznej A
(ktorej odpowiada operator — obserwabla fl) dla uktadu fizycznego, ktérego stan opisuje funkcja
falowa 1. Podkreslmy jednak, ze obliczenia ( A) dotycza

e albo $redniego wyniku pomiaréw przeprowadzonych na duzej liczbie identycznie przygoto-
wanych (w stanie ) egzemplarzy danego ukladu fizycznego;

e albo dlugiej serii pomiaréw wykonywanych w jednym uktadzie, ktéry po kolejnym pomiarze
jest ponownie przygotowany w stanie 1.

Zauwazmy, ze warto§é oczekiwana (A) = (1| A|) jest zawsze rzeczywista, co wynika
zarOwno z powyzszego wyprowadzenia, jak i z wtlasnosci (3.41) operatoréw hermitowskich. Po
drugie, widzimy, ze wazna role odgrywa fakt unormowania funkcji falowych, ktorej norma nie
pojawia sie w mianownikach. I wreszcie zauwazmy, ze zmiana globalnej fazy funkcji falowej (tj.
zamiana 1) — ¢?1)) w zaden sposob nie wplywa na wielko$é obliczanej wartosci oczekiwanej.

Oczywiscie pozostaje problem konstrukeji operatoréw hermitowskich — obserwabli odpowia-
dajacych wielkosciom fizycznym. Aby wykorzysta¢ praktycznie formute (3.79) trzeba wiedzie¢
jak operator A dziata na funkcje falows ¢(F).
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3.3.1 Dyskusja dodatkowa. Dyspersje

Wartosé oczekiwana ( A ) dana w (3.79) mozemy obliczy¢, gdy tylko znamy funkcje falowa uktadu
fizycznego i postac operatora (obserwabli) A.

Faktyczny pomiar jest dokonywany na wielu identycznie przygotowanych egzemplarzach ba-
danego uktadu. Kazdy z pomiaréw daje ktéras z wartosci wlasnych a; obserwabli A z prawdo-
podobieristwem Py = |{uy, |9 )|?
o rozkladzie Py i tym samym o funkcji falowej ¢ uktadu. Rozklad prawdopodobienistwa mozna

. Wielokrotnie powtarzane pomiary dostarczaja wiec informacji
scharakteryzowaé za pomoca dyspersji (wariancji) zdefiniowanej jako

. 2 . .
<(A — (1) > = ((A2-2(4)d+(4)2))

= (A%)—(A)? = (¢|A%|p)—(y]|Alv)? (3.80)

przy czym (A) € R jest liczba komutujaca z dowolnym operatorem. Wartosé oczekiwana ( A)

ey

jest dana wzorem (3.75). Natomiast ( A% ) obliczamy korzystajac z rozktadu (3.73) i otrzymujemy
(%) = (| A%]y) = (| <A22uk<uk W>>>
k
= D (we|v)(w| Auw) = 3 afl(u[9)* = Y af |Gyl (3.81)

k k k

bowiem z zagadnienia wlasnego obserwabli A wynika, ze A2y, = a2 uy. Laczac teraz formuly
(3.80), (3.81) i (3.75) dostajemy

o2(A) = Y al|Cu] - (Z ak]Ck\2> . (3.82)

k k

Przy podnoszeniu szeregu do kwadratu musimy uwazaé

o*(A) = D@l = 3 arlCul* Y am|Cul’

k k
= Z ay ]Ck\Q [ak — Z am\CmF} . (3.83)
k m

Dyspersja rozktad wynikéw pomiarowych jest wiec dosé skomplikowanym wyrazeniem, ktére na
0go6! jest rozne od zera. Sukcesywne pomiary wielkosci fizycznej A w ukladzie przygotowanym w
stanie 1) pozwalaja zbudowaé rozklad prawdopodobieristwa Py, = |{ uy | )|?, za$ jego dyspersja
\/02(A) dostarcza dalszych informacji o funkcji falowej 1.

Szczegblna sytuacja ma miejsce wtedy, gdy stan ¢ uktadu tuz przed pomiarem jest stanem
wlasnym obserwabli A. Oznacz to, zgodnie z (3.73), ze 1) = us, a zatem wspolczynniki rozktadu

spemhiaja C,, = d,s. Zachodzi woéwczas nastepujace

Twierdzenie 3.3 Stan v uktadu jest stanem wtasnym obserwabli A wtedy © tylko wtedy gdy
dyspersja 0?(A) zeruje sie

(v =u} <= {4 =0} (3.84)
Wartosé oczekiwana obserwabli jest wtedy rowna jednej z jej wartosci wtasnych.

Dowoéd. Zalozmy najpierw, ze 1) = ug, czyli Cp, = 0,,5. Wowczas ze wzoru (3.83) wynika, ze

o2(A) = Z ay Oks lak - Z am, 5m31 = as(as—as) = 0, (3.85)
k m
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co koriczy dowod pierwszej czedci twierdzenia.

Przeprowadzimy dowdd w przeciwng strone. Rozwazmy operator A = A — ( A), gdzie (A)
jest wartoscia oczekiwang wielkosci A w dowolnym stanie (unormowanym) . Obliczamy norme
wektora

|Aw|* = (Apldv) = (w] &), (3.86)

bowiem operator A jest hermitowski (suma operatora hermitowskiego i liczby rzeczywistej). Idac
dalej, mamy

| 40| = (1A - (ANA-ADw) = (142 ]9) — (AP (%|0)
= o%(A). (3.87)
Teraz, z zalozenia, 02(A) = 0. Zatem norma H Ay H2 = 0. Zerowg norme ma tylko wektor zerowy,
wiec
Ay =0 — A = (A (3.88)

Ostatnia réwnos$¢ oznacza, ze funkcja ¢ jest funkcja wlasna obserwabli Az wartoscia wlasna
(A). Twierdzenie jest udowodnione. m

Jesli funkcja falowa uktadu jest superpozycja standéw wlasnych obserwabli odpowiadajacych
réznym wartosciom wlasnym, to wowezas dyspersja o2(a) # 0. Méwimy wtedy, ze wielkoé fizycz-
na, ktorej odpowiada obserwabla A nie ma dobrze okreslonej wartosci. Przyktad taki rozwazamy
w Uzupetnieniach.

W dowodzie poprzedniego twierdzenia "ukryty" jest dowod nastepnego.

Twierdzenie 3.4 Dyspersja dowolnej wielkosci fizycznej mierzona w dowolnym stanie uktadu
fizycznego jest zawsze nieujemna.

~

o?(A) > 0, dla kazdej obserwabli A. (3.89)

Dowod. We wrzorze (3.87) pokazalismy, ze 02(A) = ||A||2. Norma dowolnego wektora jest
nieujemna, co koriczy dowodd. B

3.4 Konstrukcja operatoréw — obserwabli

3.4.1 Operatory polozenia i pedu

Na obecnym etapie budowy formalizmu mechaniki kwantowej przyjmiemy dwa ponizsze przypo-
rzadkowania jako postulaty.

1. Operatorem potozenia czastki, ktéry oznaczymy przez R jest operator ztozony z trzech
sktadowych (tzw. operator wektorowy) R = (X7, X9, X3), ktorych dzialanie na funkcje
falows, sprowadza sie do jej pomnozenia przez odpowiedniag wspotrzedna

X (F) — XuF) = 7o),  j=1,23 (3.90)

Wspoétrzedne sa rzeczywiste, wiec tak zdefiniowany operator jest hermitowski. Poniewaz
dziatanie operatora R sprowadza sie¢ do mnozenia funkcji falowej przez odpowiednie wspot-
rzedne, wiec czesto przyjmujemy, ze

R =T, (3.91)

czyli po prostu utozsamiamy operator z samym wektorem wodzacym.
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2. Operatorem pedu jest operator P = —ihV. Ma on trzy sktadowe, z ktérych kazda dziala
na funkcje falows
5 . 5 L 0
P : Y(f) —— Pj(r) = —ih E (r). (3.92)
Lj
Zgodnie z twierdzeniem (3.39) jest to operator hermitowski. Zwroémy uwage, ze w tej chwili
formalizujemy intuicyjne przypuszczenie (2.23).

Nalezy pamietaé¢, ze méwimy tu o operatorach potozenia i pedu, a nie o potozeniu i pedzie czastki.
Mechanika kwantowa nie moze nam powiedzie¢ jakie jest potozenie czy ped czastki. Jedyne
co mozemy powiedzie¢ (na mocy relacji (3.79)) to to, ze dla czastki znajdujacej siec w stanie
opisywanym funkcja falowa (¥, t) wartosci oczekiwane polozenia i pedu wynosza odpowiednio

(F) = (VIR[Y) = [ ¥ ot EOTuED, (3.933)
(B) = (#|Pv) = [ % o E0[-ihV 6(E 1), (3930)

Jedng z zasadniczych cech mechaniki kwantowej, catkowicie odmienng od fizyki klasycznej
jest to, ze obserwable—operatory nie sa przemienne — nie komutuja. W oparciu o twierdzenie
(3.22) i definicje (3.90), (3.92), mozemy napisaé¢ kanoniczna relacje komutacyjna dla operatorow
polozenia i pedéw

~ ~

[ X;, P.] = ihdjp. (3.94)

W dalszych rozdziatach rozwiniemy formalizm mechaniki kwantowej, w ramach ktoérego poka-
zemy, ze przedstawione tu rozumowanie mozna odwréoci¢. Chodzi o to, ze jako postulat mozna
przyja¢ relacje komutacyjna (3.94), a z niej wyprowadzi¢ definicje (3.90) i (3.92), co odbierze im
status postulatow.

Umowa terminologiczna

Piszac funkcje falowa w postaci ¢ = (', t) usilowaliémy powstrzymaé sie od nazywania jej
argumentu r potozeniem czastki. Przypominamy wiec, ze sens fizyczny maja jedynie:

e |(F,t)|* — gestosé prawdopodobieristwa znalezienia czastki w sasiedztwie punktu ¥ € V
(por. (2.27) i jego dyskusja);

e (T) — warto$¢ oczekiwana (3.93a) okreslajaca sredniag wartos$¢ zmierzonego polozenia czast-
ki (pomiar wielokrotny).

Aby unikngé¢ dziwolagdéw stownikowych czy gramatycznych, od tej pory bedziemy mowié o wek-
torze ¥ — argumencie funkcji falowej jako o wektorze potozenia. Jest to jednak umowa termino-
logiczna nie niosgca sensu fizycznego. Pamietamy, ze wektor ¥ NIE jest polozeniem czastki, w
tym sensie co w mechanice klasycznej.

3.4.2 Zasada odpowiedniosci

W mechanice klasycznej stan ukladu fizycznego jest okreslony przez podanie wspotrzednych
i pedéw uogolnionych (zmiennych kanonicznych) {q;(t), p;(t)} w funkcji czasu. Wielkosci te
ewoluuja w czasie zgodnie z hamiltonowskimi réwnaniami ruchu. Wielkosci fizyczne charaktery-
zujace uklad (np. energia, ped kinetyczny, moment pedu, itp.) sa zbudowane jako pewne funkcje
zmiennych kanonicznych. Na gruncie klasycznym potrafimy (dla jednej czastki) zbudowaé¢ funkcje
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Ak = Agi(Tr, Pris t), ktora odpowiada jakiejs wielkosei fizycznej. Poniewaz wiemy jak tworzyé
funkcje operatorow (por. (3.36)), wiec nasuwa sie mysl, aby w klasycznej funkcji Ag; zamienié
ry — R oraz Prl — P, co pozwoliloby dostaé¢ pewien operator. Natrafiamy jednak od razu na
dwie trudnosci.

e Funkcje Ay, budujemy na ogol za pomoca zmiennych kanonicznych (wspohrzednych uogol-
nionych, np. sferycznych). Posta¢ takich funkcji moze zaleze¢ od wyboru uktadu wspol-
rzednych. Nie wiemy wiec, jaki uktad wspoétrzednych jest wlasciwy do przeprowadzenia
zamiany wielkosci klasycznych na operatory.

e Operatory nie komutujg. Wiemy, ze R -P #* P-R. Co gorsza, iloczyn operatorow R-P
nie jest hermitowski, bowiem

N o o ot
(R-P) — (XPJ; + YR, + ZPZ)
- PX +PY + P.Z=P R #R-P. (3.95)

Iloczyn taki nie jest wiec obserwablg — nie moze odpowiadaé¢ wielkosci fizycznej, choé kla-
syczny iloczyn Ty - Pr; = Pl - T Die sprawia zadnych trudnogei.
Unikna¢ tych trudnosci mozna przez przyjecie nastepujacych zatozeri.
1. Klasyczng wielkosé Ay; budujemy we wspotrzednych kartezjaniskich i wtedy stosujemy pod-
stawienia (3.90) i (3.92) tworzac w ten sposob operator kwantowo-mechaniczny.
2. W razie potrzeby stosujemy procedure symetryzacyjng. Aby wyjasni¢, na czym to polega,
zilustrujemy ja przyktadem
L 1o o o x
Ty P —— §(R-P+P-R). (3.96)
Wobec relacji (3.95) operator po prawej jest ewidentnie hermitowski, moze wiec by¢ obser-

wablg — odpowiadaé¢ wielkosci fizycznej.

W $wietle tych uwag, formulujemy zasade odpowiedniosci, zwang tez czasami zasadg kwantowa-
nia.

Obserwable (operator hermitowski) A tworzymy z klasycznej wielkosci fizyczne]
Ak (Txr, Pri, t) wyrazonej we wspoltrzednych kartezjaniskich przez podstawienia

A~ A

¥y — R=F, Py — P=—ihV, (3.97)

przy (o ile taka potrzeba zachodzi) zastosowaniu odpowiedniej procedury symetryzacji.
Zasade ta bez trudu stosujemy dla jednej czastki i tatwo uogélniamy dla N czastek,
gdy operatory beda mie¢ dodatkowo numer okreslajacy, do ktorej czastki si¢ odnosza.
Po zbudowaniu obserwabli mozemy, znéw w razie potrzeby, przej$¢ do innego uktadu
wspotrzednych.

W zasadzie mozna formutowaé zasade odpowiednio$ci w sposob bardziej ogélny — niezalezny od
uktadu wspolrzednych. Podejscie takie jest jednak znacznie bardziej skomplikowane (odpowiednie
relacje nie bylyby takie proste jak (3.97)). Zyskujac na elegancji matematycznej niewiele by$my
zyskali na fizycznym zrozumieniu teorii.
Na zakonczenie podkreslamy, ze
e istnieja wielkosci fizyczne (np. spin czastek elementarnych), ktore nie maja odpowiednika
w fizyce klasycznej. Konstrukcja odpowiedniego operatora — obserwabli musi byé wtedy
przeprowadzona innymi metodami.
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e czas t nie jest obserwabla. Jest to parametr zewnetrzny mierzony za pomocs zegara ze-
wnetrznego w stosunku do jakiekolwiek uktadu kwantowo-mechanicznego.

3.4.3 Hamiltonian czastki

Hamiltonian uktadu fizycznego pelni w mechanice klasycznej zasadnicza role i odpowiada energii
uktadu. Skupiajgc na razie uwage na pojedynczej czastce o masie m, wypisujemy jej klasyczny
hamiltonian

—2
p .
Hy = —27’2 + V(T t), (3.98)

gdzie V (Ty, t) jest energia potencjalna wynikajaca z oddzialywania czastki z otoczeniem. Energia
potencjalna jest funkcja potozenia czastki, wiec jej kwantowo-mechaniczny odpowiednik bedzie
ta sama funkcja operatora R, ktorej dzialanie na funkcje falows sprowadza sie do pomnozenia
P(r,t) przez V(T,t).

Przechodzac do mechaniki kwantowej, w my$l zasady odpowiedniodci, stwierdzamy, ze wiel-
kosci fizycznej jaka jest energia odpowiada¢ bedzie operator Hamiltona (zwany krotko hamilto-
nianem) o postaci

. 2 2

P . I
H = — Rt = — — V? T t). .
o + V(R,1) QmV + V(¥ t) (3.99)

Wynik ten, uzyskany w oparciu o zasade odpowiedniodci oczywiscie w petni pokrywa sie z wy-
prowadzona per analogiam relacja (2.25). Rownanie Schrodingera (2.6) postulowane uprzednio
dla pojedynczej czastki staje si¢ wiec przypadkiem szczegdlnym réwnania

0

ih = W(F ) = H (T, t). (3.100)

Tym samym postulatem mechaniki kwantowej jest jedynie rownanie (3.100) (patrz takze (2.26)),
za$ rownanie (2.6) wynika zen, oczywiscie po zastosowaniu zasady odpowiedniosci do konstrukeji
hamiltonianu pojedynczej czastki.

3.5 Nawiasy Poissona i relacje komutacyjne.
Metoda kwantowania

Omawiali$émy tutaj formalizm mechaniki kwantowej stosujac pojecia intuicyjne. Nie byto naszym
celem ani przedstawienie formalnego opisu petnej struktury matematycznej mechaniki kwanto-
wej, ani tez utrzymanie matematycznej $cistoéci. W tym podrozdziale skrotowo oméwimy jeden
ze sposobow formalnego przejscia od fizyki klasycznej do kwantowej. W tym celu przypomnijmy
znane z mechaniki klasycznej pojecie nawiaséw Poissona. Rozwazmy uktad fizyczny o n stop-
niach swobody opisany wspohrzednymi i pedami kanonicznymi ({g;}, {p;}). Wielkosci fizyczne A
i B przedstawione sa za pomoca funkeji Ag;(g;, p;) oraz By(gi, pi). Dla wielkosci tych tworzymy
nawiasy Poissona zdefiniowane wzorem

- <5Akl OBy OBy 3Akz>

{Ak, Brlp = (3.101)
P ]2::1 dq;  Op, dq; Op;

Przechodzac na grunt mechaniki kwantowej wiemy, ze wielkosciom fizycznym A i B musimy przy-
porzadkowaé odpowiednie obserwable (operatory hermitowskie) A oraz B. Reguta ich konstrukcji

jest nastepujaca. Klasyczne nawiasy Poissona musza przechodzi¢ w komutator operatoréw

1 N A
{Au, Bu}p ————— = [4 B]. (3.102)

kwantowanie +h

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 50



3.10.2004 3. Podstawy formalizmu mechaniki kwantowej 51

Tak narzucony warunek kwantowania wystarczy do skonstruowania mechaniki kwantowej w od-
powiednio dobranej przestrzeni funkcji falowych. Zastepuje on zasade odpowiedniosci, bowiem
narzucenie relacji komutacyjnych pozwala wyznaczyé postaé operatoréow.

Aby lepiej zilustrowaé te procedure, rozwazmy pojedyncza czastke opisang klasycznie trzema
sktadowymi potozenia ¥ = (z1,x2,23) i trzema sktadowymi pedu p = (pi1,p2,p3). Bez trudu
obliczamy nawiasy Poissona

3
oz Oxpm 0Ty Oxp
{zk, Tm}p = < - ) = 0, (3.103a)
P jz: Ox; Op; Ox; Op;
3
Opk Opm  Opm Opg
{pks Pmtp = ( - ) =0, (3.103b)
P ]z:: Ox; Op; Ox; Op;
3
Oz Opm O0pm Oxy
= —_— = . .1
{zk, pm}p jz (8:0] ap, de, Op, ) Okm (3.103c)

W mysl reguty (3.102) klasyczne nawiasy Poissona przechodza w relacje komutacyjne dla opera-
toréw polozenia i pedu

[(Xp, Xm] = 0, (3.104a)
[P, P] = 0, (3.104b)
[Xy, Pn] = ihopm. (3.104c)

Ostatnia z nich jest identyczna z relacja (3.94), ktora wynikla z konkretnej postaci operatorow
X oraz P, . Uzyskana tutaj relacja (3.104c) ma charakter ogolniejszy, bo nie zalezy od postaci
wystepujacych w niej operatoréw — jest narzucona z gory. Mozna wiec przeprowadzi¢ konstrukcje
operatoréw w nastepujacy sposob:

e wybraé¢ (ustali¢) relacje komutacyjne;

e dobraé¢ odpowiednia przestrzen Hilberta (przestrzen stanéw — funkeji falowych);

e znalez¢ konkretng postaé operatoréw.

Warto zwroci¢ uwage, ze rezultaty ostatniego kroku (tj. postaé¢ operatoréw) zaleza od doboru
przestrzeni Hilberta. W dalszych rozdzialach podamy przyktady takiej wtasnie procedury. W
szczegolnoscd, relacja (3.104¢) zastosowana do operatorow polozenia i pedu w odpowiednio do-
branej przestrzeni funkcji falowych doprowadzi nas do uprzednio postulowanych odpowiednio$ci
(3.90) i (3.92). Omoéwimy i inne przyktady, w ktorych relacje komutacyjne postuza jako punkt
wyjécia do konstrukcji operatoréw — obserwabli.

Metoda konstrukeji formalizmu mechaniki kwantowej polegajaca na zastapieniu klasycznych
nawias6w Poissona przez komutatory kwantowo-mechanicznych operatoréw jest jednak zmudna.
Rozpoczynajac studia nad mechaniky kwantows powinno sie wiedzieé¢ o istnieniu tej metody i o
szczegodlnej roli jaka w niej odgrywaja komutatory. W dalszym ciagu wykladu najczesciej jednak
bedziemy wybiera¢ bardziej intuicyjne, choé¢ z pewnoscia mniej éciste podejscie.

* ok ok ok ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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