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Rozdzial 8

Reprezentacje w przestrzeni stanow

8.1 Definicja reprezentacji

8.1.1 Intuicyjne wprowadzenie

Wektor jest abstrakcyjnym pojeciem geometrycznym. Wykonanie konkretnych obliczenn wyma-
ga zadania (wybrania) odpowiedniego uktadu wspotrzednych, w ktorym wektor utozsamiamy z
kolumna liczb. Wybor uktadu wspotrzednych to, innymi stowy, wybor wektoréw bazy — jednost-
kowych wektorow osi uktadu. Wspotrzedne wektora to wspotezynniki jego rozktadu na wektory
wybranej bazy. Podobnie postepujemy w mechanice kwantowej, cho¢ postugujemy sie nieco inng
terminologia.

Wybér reprezentacji to po prostu wyboér bazy w przestrzeni Hilberta — przestrzeni stanow
uktadu fizycznego. Wybierajac baze przedstawiamy wektory przez ich "sktadowe", za§ operatory
reprezentujemy przez odpowiednio obliczone elementy macierzowe. Wybor bazy — reprezentacji
jest w zasadzie dowolny, lecz tak jak wyboér uktadu wspoétrzednych w mechanice klasycznej, jest
na ogél podyktowany wygoda obliczen.

Jako baze w pewnej przestrzeni Hilberta H wybierzemy zbior wektorow (ketow),

{ |ua)} = bazaw przestrzeni’H, «a€Z. (8.1)

Moéwimy czesto, ze dokonaliSmy wyboru reprezentacji U. Jezeli wybrana baza stanowi zbior
wektorow wtasnych pewnej wielkosci fizycznej — obserwabli U, to wybranej bazie — reprezentacji,
nadajemy nazwe zwiazana z owa wielkoscia fizyczna. Na przyklad, gdy baza {|u, )} odpowiada
stanom wlasnym hamiltonianu, to méwimy o reprezentacji energetycznej, bowiem wtedy U=H
jest hamiltonianem, czyli operatorem energii.

Zwracamy tu uwage na nastepujaca okolicznosé. Wektory bazy sa numerowane indeksem o
z pewnego zbioru Z. Mozemy tu mie¢ do czynienia z trzema réznymi przypadkami.

e Wymiar przestrzeni Hilberta H jest skonczony (dim H = N < oo0). Wowczas zbior T
jest tez skonczony i zawiera N elementow, ktére mozna ponumerowaé od 1 do N. Wtedy
O — B) = bap jest zwykla deltag Kroneckera.

e Wymiar przestrzeni H jest nieskoriczony (dim H = oo) lecz przeliczalny (mocy takiej, jak
zbior liczb naturalnych N). Zbior Z jest przeliczalny i pokrywa si¢ z N, zas §(a — 8) = dap
jest nadal delta Kroneckera.

e Wymiar przestrzeni Hilberta H jest nieskoniczony, nieprzeliczalny (dim H = oo, mocy
continuum, jak zbior liczb rzeczywistych R). Zbiér Z tez jest nieprzeliczalny, a 6(a — ()
nabiera sensu tzw. delty Diraca.
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8.1.2 Relacje ortonormalnosci i zupelnosci

Wybraliémy reprezentacje U, a wiec baze w przestrzeni Hilberta. Zaktadamy, ze jest to zbior
wektoréw ortonormalnych, czyli taki, ze wektory te spelniaja warunek

(ualug) =d(a = p) (8.2)

Z faktu, ze zbior {|u, )} jest baza w H wynika, ze dowolny ket (wektor) |4 ) € H mozna (i to w
sposob jednoznaczny) zapisa¢ jako kombinacje liniowa wektoréw bazy postaci

0) = [Lda f(0) | ua) = [ da|ua) f(a), (53

gdzie wspotezynniki f(a) sa liczbami (zaleznymi od parametru «), a wiec nie ma znaczenia,
czy napiszemy je przed, czy za wektorem. Rozklad taki nazwaé¢ mozemy rozkladem keta 1))
w reprezentacji U. Do dyskusji tego rozktadu wrocimy w dalszym ciagu wyktadu. Sens caltki w
powyzszym wzorze zalezy od omawianego wyzej charakteru zbioru indekséw. Ponownie mamy
trzy mozliwe przypadki.

e « € {zbior skoriczony}. Calka przechodzi w sume skonczona. Wspodlezynniki zapisujemy
jako f(a) = fa, przy czym stanowia one ciag skoriczony.

e « € {zbidr nieskoriczony, przeliczalny }. Caltka oznacza sume nieskonczona (szereg), a wspot-
czynniki f(a) = f, sa ciagiem nieskoriczonym.

e « € { zbior nieskoriczony, continuum}. Catka pozostaje catka. Wspotezynniki f(«) sa pewna
funkcja indeksu a. (W zasadzie nic nie stoi na przeszkodzie, aby oznaczaé¢ je rowniez za
pomoca symbolu fy).

Wprowadziliémy w ten sposéb ogélna notacje, ktéra w razie potrzeby mozemy dopasowaé do
konkretnego przypadku, odpowiadajacego jednej z trzech oméwionych mozliwosci. W dalszym
ciagu naszych rozwazan nie bedziemy za kazdym razem, tam gdzie nie jest to konieczne, omawiaé
tych trzech mozliwosci. Dalsza dyskusje prowadzimy w notacji wtasciwej dla trzeciego przypadku.
Adaptacja zapisu dla dwoch pozostalych, w $wietle powyzszych uwag, nie powinna stanowic
zadnego problemu.

Oczywiscie z relacji ortonormalnosci (8.2) zastosowanej do rozktadu (8.3) wynika

(ug |9) = [ da {ug|ua) f() = [ da 5@~ B) Fe) = £(5). (8.4)

Wielkosci (ug | 1)), gdzie indeks 3 przebiega odpowiedni zbi6r wartosci, czesto bywaja nazywane
funkcjami falowymi w reprezentacji U (do sprecyzowania i omowienia tej nazwy wrocimy dalej).
Dalsze rozumowanie ilustruje nastepujacy ciag rownosci. Korzystamy z (8.3) i (8.4)

0) = [ dalua) fe) = [ dafua) (ual) = [ dafua)(ua|]]6). (8.5)

Relacja (8.5) musi by¢ stuszna dla dowolnego keta | 1) € H, wiec piszemy
/da\uaxua\ _ /da J (8.6)
T z

gdzie 1 jest operatorem jednostkowym (operatorem identycznosci) na rozwazanej przestrzeni
Hilberta H. Relacje (8.6) nazywamy relacja zupeinosci bazy w H, lub rozkladem operatora
jednostkowego (w skrocie — jedynki) w reprezentacji U. Operator identycznosci na przestrzeni H
zostal wicc roztozony na operatory rzutowe P, = | ug ) (uq |, z ktorych kazdy rzutuje na kierunek
wyznaczony przez kolejny wektor wybranej bazy.
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Wyprowadzilismy tutaj relacje zupelnosci zaktadajac jednoznacznos$é rozktadu wektora w
pewnej bazie. Zachodzi tez stwierdzenie odwrotne. Jezeli pewien zbiér wektorow spetnia relacje
zupelnosci (8.6), to zbiér ten stanowi baze ortonormalna w badanej przestrzeni. Skoro zas jest
baza, to rozklad typu (8.5) jest jednoznaczny.

8.2 Reprezentacje ketéw, bra oraz operatoréw

8.2.1 Reprezentacje ketéw i bra

Analizujemy teraz wektor (ket) |1) € H, w ktorej wybrana zostata baza ortonormalna {|u, )},
czy tez innymi stowy, reprezentacja U. Na podstawie relacji (8.3), ktora jest przedstawieniem
wektora 1) jako kombinacji liniowej wektorow bazy, mozemy wektor ten utozsami¢ (w repre-
zentacji U) ze "stupkiem" — kolumna

0y — | (uale) | = | s | (87)

w ktorym kazdy z elementow jest liczba obliczona z (8.4). Gdy indeks « przebiega zbior skoriczony,
to kolumna (8.7) ma tyle elementow, ile wynosi wymiar przestrzeni H. Jezeli za$ zbior indeksow
jest nieprzeliczalny, to powyzsza kolumne mozna utozsamié¢ z pewng zwykla funkcja parametru
(zmiennej) a. Relacja (8.7) Scisle taczy si¢ z rozkladem (8.5), tj. |¢) = [rda |uq ) (uq |9), ktory
mozna tez interpretowaé jako dzialanie operatora identycznosci, okreslonego w (8.6) na ket |1 ).
Wielkosci (uq | 1) sa wspotezynnikami rozktadu (sktadowymi) wektora stanu w wybranej bazie
— reprezentacji.

Zupelnie analogicznie mozemy ztozy¢ bra i operator jednostkowy, a wiec utworzy¢ nowe bra
(¢| 1 € H*, ktore dzialajac na wektor |t ) musi dawaé to samo co po prostu (¢ |. Wobec tego
musi byé

(6 = (611 = [ da(¢]ua) (ual. (53

Interpretujac powyzszy wzor jako rozklad bra na "sktadowe", widzimy, ze (¢ |ug ) = (uq | @)*. A
wiec mamy tu do czynienia ze sprzezeniami zespolonymi wspolezynnikow (sktadowych) keta | ¢ )
hermitowsko sprzezonego z badanym bra. Otrzymany zwiazek jest przejawem antyliniowej relacji
miedzy ketami i bra. Stanowi on rozktad bra (¢ | w reprezentacji U. Jezeli teraz b(a) = (uq | @)
beda wspotczynnikami rozktadu (w reprezentacji U), takimi jak w (8.3), dla wektora (keta) | o),
wowcezas ze wzgledu na antyliniowo$¢, odpowiednie bra bedzie mie¢ w przestrzeni H* rozktad

(¢l = [ dBb(B) (us) (59)

8.2.2 Reprezentacja iloczynu skalarnego

Przechodzimy do dyskusji iloczynu skalarnego dwoch wektorow. Z rozkladow (8.9) i (8.3) otrzy-

([Lasv @) (ua) ( [da (@) |ua))

= [ da [ d8 () f@) (w5 0a), (8.10)

mujemy

(elv)
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bo liczby b*(8) i f() sa przemienne z ketami i bra. I dalej z ortonormalnosci bazy (8.2)
(el = [ da [a36(9) 1@ 85— a) = [ dav(@) f(a) (8.11)
7 okreslenia (8.4) wspotezynnikow b*(8) oraz f () wynika
(plv) = [ do(olua)(ualw)
(ol ( [Ldalua)ual)19) = (ol E16) = (o). .12

Otrzymalismy w zasadzie tozsamo$é, ktora niewiele wnosi, lecz sprawdza wewnetrzna spojnosé
formalizmu. Formuta (8.26) pozwala jednak na dokonanie waznego kroku interpretacyjnego. Po-
niewaz "sktadowe" keta f(a) = (wuq|%) uporzadkowalismy w kolumne, widzimy, ze dla za-
chowania regul obliczania iloczynu skalarnego wedlug zasad mnozenia macierzy, nalezy wziaé
"sktadowe" bra w postaci wiersza

(o] — ( ..oy (elua), .o ) =( ...y (), ... ), (8.13)

czyli wiec bra (¢ | w reprezentacji U jest przedstawione za pomoca macierzy jednowierszowej.
A zatem w sensie macierzowym ket |1 ) i bra (1) |, reprezentowane odpowiednio przez kolumne
i wiersz, sa hermitowsko sprzezonymi macierzami (lub ich uogoélnieniami na nieskoriczenie wiele
wymiarow).

8.2.3 Uwagi o normowaniu

Probabilistyczna interpretacja mechaniki kwantowej wymaga, aby stan |1 ) € H byl unormowa-
ny. Ze wzoru (8.39) zastosowanego dla (¢ | = (9| otrzymujemy

102 = (w10} = [ das(@) f(@) = [ da|r@)® (814

Zadanie unormowania stanu | ) sprowadza si¢ wiec do normowania wspétczynnikéow rozktadu
tego stanu w bazie {| u, )}. Oczywiscie, w przypadku bazy dyskretnej, catka w (8.14) przechodzi
w sume po dyskretnym indeksie.

8.2.4 Reprezentacja |¢') = A|)

W poprzednich paragrafach omoéwiliémy sposoéb przyporzadkowania ketowi |1) jego "sktado-
wych" f(a) = (uq|9). Rozwazmy teraz nastepujaca sytuacje. Mamy rozklady dwoch stanow w
reprezentacji U:

v) = [daf@lu),  edsie f(@) = (ua|¥) (8.159)

W = [A8 @) lus),  ddie F(B)= (uslw) (815b)
Przyjmiemy, ze oba rozwazane stany (wektory) sa powiazane relacja

[v') = Aly), (8.16)
gdzie A jest pewnym operatorem liniowym. Powstaje wiec pytanie: jak zyviqzek (8.16) pomiedzy

wektorami przeklada sie na relacje pomiedzy wspotczynnikami f(a) i f(5) rozwinie¢ w repre-
zentacji U?
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Nie jest trudno odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Z definicji wspotczynnikéw f () prze-
ksztalconego keta, a takze z (8.16) mamy

fl@) = (ua|¥') = (ua| A|0). (8.17)

W powyiszym wzorze, pomiedzy operator A a ket ), wstawiamy rozklad jedynki (relacje
zupelnosci) (8.6). W ten sposob otrzymujemy

fl@) = (ualALl0) = (ual 4 ([ 45 us)(usl)1¥)

= [ 48 (ual Alus)(uslv) = [ a8 Aus 1(9). (818)
gdzie wprowadziliémy tzw. elementy macierzowe operatora Aw reprezentacji U, zdefiniowane
jako

Aap = (ta | Alug) (8.19)

Jesli wiec umiemy skonstruowaé elementy macierzowe, to wzor (8.18) stanowi odpowiedZ na
postawione powyzej pytanie.

Zanim omoéwimy elementy macierzowe (ug | A|u5> zauwazmy, ze wspolezynniki  f(5) i
f(a) przedstawiaja wektory |¢) 1 |¢’) w reprezentacji U jako kolumny (8.7). Przyglada-
jac sie relacji (8.18) widzimy, ze aby zachowaé zgodnos$é ze standardowa notacja macierzowa —
kolumna przedstawiajaca przeksztatcony wektor musi powstaé¢ przez przemnozenie macierzy re-
prezentujacej operator w danej bazie i kolumny "sktadowych" wektora wyjsciowego. Dlatego tez
wielkosci, zwane elementami macierzowymi, rzeczywiscie interpretujemy jako macierz kwadrato-
wa, w ktorej indeks o numeruje wiersze, za$ indeks 8 kolumny. Macierz taka moze by¢ skoriczona
lub nie, co zalezy od wymiaru przestrzeni H. Taka interpretacja wyjasnia takze nazwe nadana
obiektom wprowadzonym w réwnaniu (8.19).

Wybierajac konkretng baze w przestrzeni Hilberta najczesciej kierujemy sie tatwoscig ob-
liczeni. Zalozmy wiec, ze baza {|u, )} jest tak wybrana, ze umiemy wyliczy¢ niezbedne nam
elementy macierzowe operatora A. Innymi slowy, przyjmujemy, ze umiemy zbudowaé macierz
(8.19) przedstawiajaca nasz operator w reprezentacji U. Aby efektywnie wykorzystywaé relacje
(8.18) pomiedzy wspotczynnikami rozktadu dwoch wektoréw powiazanych przez operator A,
warto omoéwié niektore wlasnosci elementéw macierzowych operatora w reprezentacji U.

8.2.5 Reprezentacja iloczynu operatoréw

Zobaczymy teraz, jak wprowadzone elementy macierzowe dotycza iloczynu operatoréw. Wycho-
dzac wiec wprost z definicji (8.19) i korzystajac po drodze z rozktadu jedynki (8.6) w reprezentacji
U, otrzymujemy

~

(AB)W = (ua|AB|ug) = (uq|AlB|ug)
(o A ( [ L)y 1) B )

= [y (ual Alu) [ Blug) = [ dy A By (8.20)

Wprowadzony sposéb okreslania elementu macierzowego iloczynu operatoréw w wybranej bazie

jest wiec konsystentny z metodami obliczania iloczynu macierzy. Potwierdza to stuszno$é na-
zwy — elementy macierzowe. Tak wiec macierz iloczynu operatoréw jest iloczynem odpowiednich
macierzy.
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Zauwazmy, ze wyprowadzenie relacji (8.20) moglibySmy przeprowadzi¢ w dowolnej innej
reprezentacji (bazie). Reguta obliczania elementu macierzowego iloczynu operatoréw nie zale-
zy wiec od wyboru reprezentacji. Praktyczne obliczenia wykonujemy jednak zawsze wybierajac
jakas konkretna reprezentacje. Jest to sytuacja podobna do tej, w ktorej prawa fizyki klasycznej
formutujemy za pomoca wektoréw, wielkosci geometrycznych, niezaleznych od wyboru uktadu
wspolrzednych. Faktyczne obliczenia prowadzimy jednak w odpowiednio dobranym uktadzie od-
niesienia.

8.2.6 Elementy macierzowe operatora sprzezonego

Rozwazmy operator AT hermitowsko sprzezony do operatora A. Pytamy jakie sa jego elementy
macierzowe w reprezentacji U? Element macierzowy tego operatora jest postaci

gdzie, w drugiej rownosci wykorzystaliSmy, znana juz relacje (¢ | A |Y)* = (9] Af | ¢ ) pomie-
dzy elementami macierzowymi operatora sprzezonego i wyjsciowego. Widzimy wiec, ze macierz
operatora sprzezonego tworzymy z macierzy operatora niesprzezonego poprzez transpozycje i
zwykle sprzezenie zespolone. Jezeli natomiast operator A jest hermitowski, wowczas z (8.21)

wynika Af = (A = A,p, a zatem
of ap

Ao = Ay A= A" — hermitowski. (8.22)

Macierz operatora hermitowskiego jest wiec hermitowska, co chyba nie jest wnioskiem nieocze-
kiwanym. Odnotujmy jeszcze, ze diagonalne elementy macierzowe operatora hermitowskiego sa
rzeczywiste

Ao = A%, €R, A=A" — hermitowski, (8.23)

co jest ogdlng wlasnoscia macierzy hermitowskich.

Podkredlmy ponownie, ze rozwazania powyzsze, dotyczace operatorow i ich sprzezeri sa nie-
zalezne od wyboru reprezentacji (bazy w przestrzeni H), to znaczy przebiegaja w ten sam sposob
w kazdej reprezentacji.

8.2.7 Wiyrazenie dla (¢ |A|))

Postugujemy sie¢ caly czas tymi samymi sposobami. Rozwazajac element macierzowy, a wiec
liczbe (¢ | A | ) korzystamy dwukrotnie z rozkladu jedynki (8.6) i mamy

(plA|y) = (p|1A1]|y)

(o1 [Ldaluadual ) 4 ( [ dB lug)us]) 19)

_ /Ida/zdﬁ<¢yua><uarfiruﬁ><uﬁw>
= [ da [ d8 (@) Aus F(8). (8.24)

Poniewaz wspotczynniki  b*(o) = (¢ |uq) tworza wiersz, zas f(8) = (ug|v¢) kolumne,
wiec widzimy ponownie, ze uzyskane wyrazenia nadal sg w pelni zgodne z technikami rachunku
macierzowego.
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8.3 Operatory rzutowe i rozklad spektralny obserwabli

Niech A bedzie pewna wielkoscig fizyczng, ktorej odpowiada obserwabla A, tj. operator hermi-
towski, ktorego wektory wlasne tworza w przestrzeni H baze ortonormalna. Piszemy wiec

ALFY = anl ££7),  i=1,2,3...,gn. (8.25)

Liczby a, € R sa Wartosaaml wlasnymi A gn-krotnie zdegenerowanymi, z czego zdaje sprawe
indeks (7). Stany wtasne | fn ) tworzg baze wiec spelniaja relacje

gn
FOVID) = Gumdi, D0 U = 1 (8:26)
n i=1

Dowolny wektor |v) € ‘H mozna rozlozy¢ w bazie

an
SIS GO, edde G = (f0 ). (8.27)
n =1

Powyzsze relacje sa analogami formut (8.2), (8.6) i (8.3). Dla ustalonego n stany ]ffp) rozpinaja
podprzestrzenie H,, — podprzestrzenie wtasne o wymiarze dim H,, = ¢g,, odpowiadajace wartosci
wlasnej a,,. Mozemy wéwczas tworzy¢ kombinacje liniowe

In
[0n) = > OV 1Y) € Ha, (8.28)
=1

i zamiast rozkladu (8.27) pisa¢

> ). (8.29)

Co wiecej, dowolny |1, ) € H,, jest stanem wlasnym obserwabli A, to jest

b

Algn) = Z VDY = anl ). (8.30)

Dowod tej rownosci przeprowadza sie zupelnie tak samo jak w przypadku réwnania (3.49).

8.3.1 Projektory jednowymiarowe

Operatory rzutowania na kierunek wyznaczony przez wektor | fq(f) )

D= YD, (8.31)
maja nastepujace wlasnosci.

e Sa idempotentne (patrz (7.25)), tj.,
(PD)? = P, (8.32)
e Oczywista (z definicji (8.31)) jest hermitowskosé

(P = P, (8.33)
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e Projektory ng) sa ortogonalne, w tym sensie, ze

POPY) = 6,0, PY. (8.34)
Uzasadnienie tej relacji wynika z definicji i z )(8.26)
PO = [ FO) SO 1D VIR = dumbis] £ D)
= a0l SOWSD | = Sumiy PY. (8.35)

Obecnosé delt Kroneckera zapewnia zerowanie sie prawej strony dla n # m i i # j, po-
za deltami mozna jednak polozyé n = m i i = j, stad druga linia powyzszej formuly.
Zauwazmy dodatkowo, ze z (8.35) wynika takze idempotentnosé¢ operatoréw rzutowych.

e Stosujac w rozkladzie jedynki (8.26) oznaczenia (8.31) mamy
gn ) .
SN PY =1 (8.36)
n g=1

8.3.2 Projektory wielowymiarowe

Niech P,, oznacza operator rzutowania na gy-wymiarowa podprzestrzen H,. Zatem
gn )
> Py (8.37)
i=1

Wtasnosci takich projektoréw sa takie same.

e Idempotentnosé (Pn)2 =P,.
e Hermitowsko$é PJr = P,.
e Ortogonalno$¢ P, P, = d,m Pr-

~

e Zupetnos¢ ), P, =1.

Dowody tych wlasnosci w elementarny sposéb wynikajg z wlasnodci projektoréw jednowymiaro-
wych ng) i faktu, ze P,, jest ich suma.

8.3.3 Rozklad spektralny obserwabli

Wréémy do dyskusji obserwabli A. Oczywiscie mozemy napisaé

A= 141 = Y 10 rAZZ D)

9n gm R ' '
= D0 DD IV EPTALED) (1)) (8.38)
n =1 m =

Stany | fr(,{) ) sa wektorami wlasnymi obserwabli A, wiec z ich ortogonalnodci
FOVALLD) = am{ 1 FD) = am bumdij. (8.39)

Wobec tego otrzymujemy

9n gm )
A = 33 SIS ) @ Sami (£ ZZ an | fO) (D]

n =1 m j=1 n =1
gn
= >3 PP = Y a,P,. (8.40)
n =1 n
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Taki rozklad operatora A na operatory rzutowe (w reprezentacji generowanej przez ten operator),
z wagami danymi przez odpowiednie wartosci wtasne nazywamy rozktadem spektralnym operator
A. Z rozktadu spektralnego wynikaja istotne wnioski.

e Zachodza relacje komutacyjne

[A’ Pg)} = [Aa Pn} =0, (8.41)

bowiem w rozkladzie spektralnym A wszystkie inne projektory sa ortogonalne do wyste-
pujacych w komutatorach, a te komutujq same ze soba.

e Dla dowolnego |¢) € H stan PU \ ¥) jest stanem whasnym obserwabli A odpowiadajacym
wartosci wlasnej a,. Istotnie, z rozkladu spektralnego mamy

9k o Ik ‘
APDIp) = 3N aPPPOIw) = 303" apdrnd;i PP 0)
k j=1 k j=1
— 0 POy, (8.42)

e Analogicznie, P,|1) jest stanem wlasnym obserwabli Az wartoscia wtasna a,
AP, ¥) = anPn|¢). (8.43)
Dowod przebiega identycznie jak w poprzednim punkcie.

Wartosé oczekiwana wielkosci fizycznej A, ktorej odpowiada operator A dla ukladu fizycz-
nego znajdujacego sie¢ w stanie |1 ) wynosi

(A) = (¢|Alp) ZZ (v PP )

n =1

= ZZ (LAY = 3 an zn: (£ )7, (8.44)

n =1

gdzie skorzystalismy z rozkladu spektralnego obserwabli A. Sume > K f,SZ) |)|?, (zgodnie z
postulatami mechaniki kwantowej) interpretujemy jako prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku
pomiaru wielkosci fizycznej A otrzymamy warto$é wlasna a,,. Wynik ten oczywiscie odpowiada
prawdopodobienistwu (3.64), a w przypadku bez degeneracji (gdy i = 1) przechodzi w (3.57).
Suma wszystkich prawdopodobieristw musi dawaé¢ jedynke, wiec musi by¢

)I)RIFLITOTE (8.95)

Warunek ten to nic innego niz zadanie unormowania stanu | ). Po raz kolejny widzimy wiec, ze
normowanie wektora |1 ) jest rzeczywiscie potrzebne.

8.4 Nowa terminologia

Podsumujemy wyzej wyprowadzone pojecia i zaleznosci pomiedzy nimi. Celem naszym jest nada-
nie opisanemu formalizmowi terminologii typowej dla mechaniki kwantowej.
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8.4.1 Funkcje falowe w reprezentacji U

Niech {| uq )} bedzie pewna baza w przestrzeni Hilberta H — przestrzeni stanow |1 ). Przyjmu-
jemy, ze o € 7 stanowia zbiér mocy continuum, a wiec mamy tu calki i delty Diraca. Przejécie
do przypadku, w ktérym zbiér Z jest dyskretny nie powinno nastreczaé¢ zadnych trudnosci, catki
przejda w sumy, a delty Diraca w delty Kroneckera. Wprowadzona baze nazwiemy reprezentacja
U w danej przestrzeni. Oczywiscie wektory bazy musza spetnia¢ warunki: ortonormalnosci (8.2) i
zupelnosci (tzw. rozktad jedynki w reprezentacji U) (8.6). Dowolny stan, wektor | ) € H moze-
my zapisa¢ w bazie (reprezentacji U) w/g (8.3), przy czym wspotczynniki rozktadu sa iloczynami
skalarnymi (uq [ ).

Omowimy teraz doktadnie terminologie, ktorej juz uzylismy, i ktéra bedziemy sie postugiwaé
w dalszym ciagu wyktadu.

Dowolny stan |¢) € H mozna rozlozy¢ w bazie

0) = [ dalua) f(a). (3.16)
Liczbowa funkcje f(a) parametru o nazwiemy

fla) = (uq|?¥) — funkcja falowa stanu |1 ) w reprezentacji U. (8.47)

Funkcja falowa f(«) (w reprezentacji U) powinna by¢ unormowana, to jest
[dais@P = [ da (ualv) (ualv)
7 z
= [ da(luatualv) = (w]6) = 1. (5.45)

gdzie przedostatni krok wynika z zupelnosci wektoréw bazy. Dzieki temu mozemy utrzymaé in-
terpretacja probabilistyczna f(a) = (uq |9 ) jako amplitudy (gestosci — dla rozktadow ciagtych)
prawdopodobienstwa tego, ze uktad fizyczny opisany stanem |t ) w wyniku pomiaru znaleziony
zostanie w stanie | u, ). Reprezentacja U jest dowolna, zatem zadanie unormowania funkcji falo-
wej dotyczy kazdej reprezentacji i zapewnia, ze interpretacja probabilistyczna jest niezalezna od
wyboru reprezentacji. Wybor reprezentacji okresla natomiast o jakim (czego) prawdopodobieri-
stwie mowimy.

8.4.2 Operatory w reprezentacji U

Niech teraz f(a) i f(a) beda odpowiednio funkcjami falowymi stanéw [1) i [¢/) = Al¢) w
reprezentacji U, tak jak to mielismy w (8.15). Na mocy relacji (8.18) mozemy powiazaé f(a) —
funkcje falowq stanu |1’ ) w reprezentacji U, z odpowiednia funkcja falowa f(«) stanu wyjscio-
wego |1 ) reprezentacji U

fl@) = (ual®’) = (ualAlp) = /dﬁ (ua|Alug) £(5)
— [as Al 1) (8.49)
gdzie A((fﬁ) = (uq | A |ug ) jest elementem macierzowym operatora A w reprezentacji U, co tym

razem jawnie zaznaczyliSmy za pomocs gornego indeksu. Jak juz wspominaliSmy, prawa strone
relacji (8.49) odczytujemy jako iloczyn macierzy A((:ﬂ) i wektora kolumnowego f(a) (por. (8.7)).

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 100



3.10.2004 8. Reprezentacje w przestrzeni stanéw 101

Zazwyczaj, gdy operator A dziala na dowolny stan |t ) musimy postugiwac sie zapisem
takim jak w (8.49), tj. uzywa¢ macierzy i ich elementéw macierzowych. Na ogoél trudno jest
znalezé taka postaé operatora A (a) (w reprezentacji U), aby moéc napisaé¢ relacje postaci
AW (a)f(a) = f(a), to jest jedng formule pozwalajaca za pomoca niezbyt skomplikowanych
operacji matematycznych obliczy¢ funkcja falowa f (o) na podstawie znajomosci funkcji falowej
f(a). Innymi stowy, rzadko udaje sie skonstruowaé operator A tak, aby mogt on dziataé
bezposrednio na funkcje falowe f(«) w danej reprezentacji. Czasami jednak taka "sztuczka'" sie
udaje, Przyktady takich sytuacji oméwimy w dalszych paragrafach.

Poniewaz nie jest tatwo znalezé ogolne wyrazenia dla niezbednych elementéw macierzo-
wych dlatego wygodnie jest przyja¢ nastepujaca konwencje notacyjna.

AW o) = AW (y,|y) (8.50a)
= (ual|Alt) (8.50b)
= [ a8 (ual Alug) £(9) (8.50¢)

gdzie AW to tak zwany operator Aw reprezentacji U. Operator ten dziala na funk-
cje falowa f(a) = (uq|®) (W tejze reprezentacji), w sensie okreslonym przez element
macierzowy w drugiej linii. Trzecia linia definiuje sens elementu macierzowego.

Podkreslmy tutaj, ze relacje (8.50) definiujace pojecie operatora w reprezentacji U maja charak-
ter dystrybucyjny (wyrazenia catkowe jak w (8.50c)), co nie utatwia praktycznych obliczen. W
konkretnych sytuacjach tak staramy sie wybraé¢ reprezentacje (czyli bazy) w przestrzeni stanow,
aby mozliwie uproscié¢ obliczenia. Przede wszystkim chodzi o efektywne obliczanie elementéw
macierzowych operatoréow, a nastepnie calek (8.50c).

8.4.3 Uwagi dodatkowe

Niekiedy zdarza sie, ze w odpowiednio dobranej reprezentacji element macierzowy operatora
mozna przedstawi¢ w postaci

ALY = 5(a— B) AW () (8.51)

gdzie A) (B) jest wtedy operatorem Aw reprezentacji U dzialajacym bezposrednio na funkcje
falowe brane w tejze reprezentacji. Dystrybucyjna (catkowa) relacja (8.49) daje wowczas

fla) = [d3 AL 1(8) = [ dB (@~ 1AW (8) 1(8) = A (@) f(a) (352

W takiej sytuacji trudnosé, o ktorej mowilismy przed wprowadzeniem konwencji notacyjnej (8.50)
zostaje ominieta. Obliczenie f (o) na podstawie f(«) staje sie mozliwe, o ile tylko potrafimy
skonstruowaé operator AW (a) w reprezentacji U.

Zwroémy uwage, ze W operatorze fl(“)(a) wyrazonym w reprezentacji U na ogdl wystepu-
je zmienna — parametr « charakteryzujacy wybrana reprezentacje. Laczac wyrazenie (8.51) z
trzecim czlonem relacji (8.49) lub z (8.50c), mozemy napisaé

(val Alv) = [ d8 5@ ~8) A ) 1(8) = AV(a) ()
= A@) (ual ). (8.5
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Tak wiec, w pewnych wypadkach mozliwe jest zapisanie dziatania operatora Aw wybranej re-
prezentacji w postaci zwartej, bez odwotywania sie do zapisu dystrybucyjnego — catkowego, jak
w ostatnim czlonie (8.49), lub w (8.50c). Jesli wiec potrafimy wyznaczy¢ operator A®™ () w re-
prezentacji U (w sensie relacji (8.51)), to mozemy element macierzowy w (8.53) wyrazi¢ poprzez
bezposrednie dziatanie A® (o) na funkcje falows stanu |¢) w danej reprezentacji. Znalezienie
jawnej postaci fl(“)(a) — operatora Aw reprezentacji U czesto nie jest sprawa ani prosta, ani
tatwa. Wymaga to najpierw obliczenia elementu macierzowego Aas = (uq | A |ug), a nastepnie
dokonania odpowiednich manipulacji tak, aby otrzymaé¢ wzor typu (8.51).

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k% ok ok ok K ok ok X
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