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Dodatek E

Uwagil o wielomianach Laguerre’a

E.1 Podstawy — definicje

Wielomiany Laguerre’a L,(ﬁ) (z) sa wielomianami stopnia m. Jako ich definicje mozna przyjac
wzor Rodriguesa
1 dm
(o) I o m+a _—x

Ly (x) = e o (ac e ) , (E.1)
gdzie przyjmujemy m — liczba naturalna (m = 0,1,2,....), oraz parametr o > —1 jest liczba rze-
czywista. Warto tez zwroci¢ uwage na czynnik normujacy m! w mianowniku wzoru (E.1). Rézne
zrodta w rozny sposob okreslaja wspomniany czynnik. Na podstawie wzoru Rodriguesa mozna
tatwo skonstruowaé¢ wielomiany Laguerre’a w jawnej postaci. Trzy pierwsze wielomiany Laguer-
re’a, niezbedne do wyznaczenia kilku pierwszych funkcji radialnych atomu wodoropodobnego, sa

postaci
L) = 1, (E.2a)
L@ = (a+1)-a, (E.2b)
L) = %(a F1)a+2) —alat2)+ %x? (E.2¢)

Stosujac we wzorze Rodriguesa wzor Leibniza dla pochodnej (rzedu m) iloczynu dwoch funkeji,
mozemy uzyska¢ jawne, ogbélne wyrazenie dla wielomianéw Laguerre’a

- zk F'm+a+1)

@ () = SO (1) 2 , .
L) = 2 D S e kD) (E3)

Korzystajac z uogblnionego rozumienia wspotezynnikow dwumianowych (dopuszczajacego rze-
czywisty gorny indeks) mozemy zapisa¢ wielomiany Laguerre’a w postaci rownowaznej

4 xk m+a
L) =Y (-1 4 < k:a ) (E.4)

k=0

Jesli parametr « jest liczba naturalng to funkcje I' przechodza w zwykle silnie i wéwczas mamy

xk m+ a)!
Ly (@) = k;(_l)k W (m—(/c)T(/f)Jr o (E:5)

W wielu zastosowaniach przydaje sie¢ fakt, ze wielomiany Laguerre’a spetniaja roéwnanie réz-
niczkowe
d2

x@w(x) + (a+1- x)%w(m) +nw(z) =0, gdzie w(x) = L;/(z). (E.6)
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Wielomiany Laguerre’a maja funkcje tworzaca okreslona dla |z| < 1 w nastepujacy sposob

(1—1)61+1 e (- 777 - ZL(G - 57

Odnotujmy jeszcze zwigzek pomiedzy wielomianami Laguerre’a a konfluentna funkcja hiper-
geometryczng

1Fi(—m,a,2z) = T+ ot 1) Ly (z). (E.8)

E.2 Calki z wielomianami Laguerre’a

Przypadek ogdlny

Potrzebowaé¢ bedziemy pewnych catek zawierajacych wielomiany Laguerre’a. Rozwazmy wiec
nastepujaca catke z dwoch funkeji tworzacych (E.7) parametryzowanych przez z i ¢

a) = /Oo de %1 e™® o (_ i ) =P (_ i ) (E.9)
0

(1 —z)ot! (1 —)o+t

gdzie przyjmujemy a > 0. Po uporzadkowaniu wyktadnikéw funkeji eksponencjalnych nie jest
trudno obliczy¢ te calke. Z drugiej strony mozemy rozwingé¢ funkcje tworzace wielomianéw La-
guerre’a wedlug (E.7). Calke J(a) obliczona z (E.9) poréwnujemy z rozwinieciem i otrzymujemy

Z szt"/ dx 2% e Llo )(x)Lﬁlﬁ)(x) =

m=0n=0
I'(a)
= ) E.10
(1 —2)lte—a(l — ¢)1H+B-a(1 — zt)e ( )
Warto przypomnie¢ rozwiniecie dla dowolnego, rzeczywistego b i dla |z| < 1
>, gk
(1—x)° — (=b)k, gdzie ()p=z>z+1)(z+2)...... (z+k—1). (E.11)

ok

Dla b catkowitego dodatniego szereg urywa si¢ i redukuje do dwumianu Newtona. Iloczyn (2)g
nazywamy symbolem Pochhammera. Zawiera on k czynnikow. Dla z # —n (nie bedacego ujemna
liczba catkowita) mamy

(2)k = %, przy czym (2)0 = 1. (E.12)

Calka ortogonalizacyjna. Rodziny wielomianéw Laguerre’a

Relacja (E.10) jest szczegolnie interesujaca dla przypadku o = 3 = a — 1. Dwa pierwsze czynniki
mianownika prawej strony daja jedynki. Mamy prosty przypadek

Z szt"/ dr % e * ,(ﬁ‘)(m)LgLa)(x) = F(a—i—l)(l—zt)*(a“)

m=0n=0
= (2t)" = (21)"
= T(a+1)) (e Dk = > - Dla+k+1), (E.13)
k=0 ’ k=0 ’
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gdzie skorzystaliémy z rozwiniecia (E.11) i wtasnosci symbolu Pochhammera (E.12) dla a+1 > 0.
Po prawej stronie rownosci (E.13) zmienne z i t wystepuja zawsze w tej samej potedze. A zatem
po lewej stronie wyrazy z m # n musza znikaé, tatwo wiec odczytujemy

MNa+m+1)

/0 dr e 2% L(2) L' (2) = 0pn -

n

(E.14)

Jest to relacja ortogonalnosci dla rodziny wielomianéw Laguerre’a z ustalonym gérnym indeksem

«. Zapewnia ona ortogonalnosé¢ radialnych funkcji falowych atomu wodoropodobnego ze wzgledu

na gtéwna liczbe kwantowa. Zauwazmy, ze ze wzgledu na réznie przyjmowane czynniki normujace

w definicjach (E.1) lub (E.3) znajdujemy w podrecznikach rozne wersje calki ortogonalizacyjnej.
W szczegolnosci, z (E.14), dla o = 20 + 1 oraz n = m = n — | — 1 otrzymujemy

< 2+1 2 (n+1)!
/0 dw e 2 (L2 (@) ] = CETEE (E.15)

Calki w rodzinie wielomianéw o okreslonym gérnym indeksie

Ogolne wyrazenie (E.10) pozwala rozpatrywaé¢ wiele roznych przypadkow. Ze wzgledu na po-
trzeby zwiazane z mechanika kwantowa dalsze rozwazania ograniczymy do przypadku, w ktérym
oba gorne indeksy wielomianéw Laguerre’a sa jednakowe o = (3, a wiec do rodziny wielomianéw
ortogonalnych. Ponadto przyjmiemy wyktadnik a w postaci a = o+ 1 + ¢ > 0, gdzie dopusz-
czamy ¢ jako dowolna liczbe rzeczywista spetniajaca podany warunek. Z ogolnej relacji (E.10)
otrzymujemy wowczas

Z Z zmt"/ dr #°79 e L) (2) LI (z) =
0

m=0n=0

= (1—2)7(1—t)7(1—2t)" @) T+ g +1). (E.16)

Stosujac relacje (E.11)i (E.12) przeksztalcamy prawa strone

Z Z zmt”/ dz 2% ¢ L)L) (2) =
0

m=0n=0
0O 00 00 szrp thrs

= D> Y = 0y (—@)sTa+qg+k+1). (E.17)

| gl k!
ook P's! k!
Sumy po obu stronach nie sg identyczne. Poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach
z oraz t widzimy, ze indeksy sumowania powiazane sg warunkami
m=k+p = p=m-—Ek,
n=k+s = s=n—k. (E.18)
A wiec przy wybranych m i n indeksy p i s sg jednoznacznie okreslone przez m, n oraz k. Kazdemu

wyrazowi po lewej odpowiada wiec po prawej stronie pojedyncza suma wzgledem indeksu k. W
ten sposob z (E.17) otrzymujemy (przy warunku g + o > —1)

* 2z 20t e () (@) () — < (—Dm—r(—Dn-rk Tla+g+k+1)
/0 d L (@)L (@) ,;0 (m— ) (n— R il ' (E-19)

Suma po k tak naprawde jest skoriczona. Wynika to stad, ze argumenty silni w mianowniku nie
moga by¢ ujemne. Warunki te musza byé spelnione réwnoczesnie. A zatem mozna je zapisaé
wspolnie

k < kpmar = min(m,n). (E.20)
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A wiec w (E.19) suma po k jest skoniczona i gorna granica sumy jest k.. Calka (E.19) wraz
z warunkiem (E.20) stanowi wynik, ktory bedziemy dalej bada¢. Pewne uproszczenia mozemy
dostaé rozpatrujac bardziej konkretne przypadki, w ktérych symbol Pochhammera przyjmuje
prosta postac.

Przypadek szczegblny: a = oraz ¢ > 0

Jezeli ¢ > 0 to z definicji symbolu Pochhammera wynika

1 » q

5 (=9), = (-1 , (E.21)

gdzie symbol Newtona ponownie rozumiemy w sensie uogdlnionym. Wowczas z (E.19) przy
uwzglednieniu (E.20) dostajemy

/ dr #2779 e L) (2) LI (z) =
0

Fonas N
= > (-nm I +q];!rk+1)<mq_k><nfk>. (E.22)

Biorac pod uwage wlasnosé symetrii wspoétczynnikow dwumianowych mamy

(mq—k:>: (q—??l-l—k) (E.23)

Znéw wiec mamy warunki g —m+k > 0 oraz analogicznie ¢ —n+k > 0. Wobec tego w sumie po
k nie znikajg tylko te cztony, dla ktoérych k jest najmniejsza liczba catkowita spelniajaca warunek

k > kpyin = [max(m —q,n —q) |, (E.24)
gdzie [.] oznacza czesé catkowita. Suma w (E.22) jest wiec jeszcze bardziej ograniczona.

/ dz 2% ¢ L) ()L™ (2) =
0

kmax
= > (=ymr F(a+qkfk+1)<mq_k><nfk>. (E.25)

W przypadku dowolnego ¢ rzeczywistego niewiele mozemy dalej zrobi¢. Nietrudno jest, na przy-
ktad przyjaé, ze q jest nieujemna liczba catkowita. Zauwazmy, ze w tej sytuacji moze sie tak
zdarzy¢, iz dla pewnych par (m,n) nie da sie znalez¢ indekséw k spelniajacych jednoczesnie
warunki (E.20) i (E.24). Oczywiscie wtedy calka wystepujaca po lewej stronie wzoru (E.25) jest
réwna zeru.

Jako przyktad takiej sytuacji rozwazmy ¢ = 0. Warunek dla k£ ma postaé

qg = 0, == min(m,n) > k > max(m,n). (E.26)

Jesli m # n to oczywiscie nie moze on by¢ spelniony przez jakakolwiek liczbe catkowita k. A wiec
wtedy calka po lewej (E.25) znika. Jedynie dla przypadku m = n mozliwe jest k& = m. Latwo
sprawdzi¢, ze wtedy odtwarza sie catka ortogonalizacyjna (E.14).
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Przypadek szczegdlny: a = 3, m =n oraz ¢ = j > 0 — catkowite

W konkretnych zastosowaniach potrzebujemy catek, w ktéorych o = 8, m = n oraz ¢ jest nie-
ujemna liczba catkowita q = j > 0. Wowcezas kpin = m — J, 28$ kmae = m. Ze wzoru (E.25)
otrzymujemy

/Ooodx:co‘“e_x{lz;‘f)(x)r _ i F(a+j+k+1)< j >2’ o)

Nl Kl m—k

Wygodnie jest wprowadzi¢ nowy indeks sumowania s = k + j — m, ktory przebiega zbior
(0,1,2,...,7). W ten sposob catka (E.27) przybiera postaé

/Ooodac 20T o [ng)($)}2 _ ZJ: MNa+m+s+1) <j>2’ .

= (m—j+s) s

gdzie wykorzystalismy rowniez wlasnosé symetrii (E.23).

Uzyskana relacja (E.28) jest pozyteczna przy obliczaniu calek zawierajacych funkcje radialne
atomu wodoropodobnego. Bez trudu z (E.28) otrzymujemy catki dla j = 0,1,2. Dla j = 0 oczy-
wiscie ponownie dostajemy catke ortogonalizacyjna (E.14). Pomijajac bardzo proste obliczenia
podajemy dwie nastepne catki. Calka z j = 1 pojawia sie przy normowaniu, natomiast przy-
padek j = 1 mamy przy obliczaniu wartosci oczekiwanej promienia atomu wodoropodobnego.
Odpowiednie caltki wynosza =

/OOO dr 20Tt e™® {Lﬁ,‘i‘) (x)} g (2m+a+1) W (E.29a)
/Oo do 22 e™® {Lﬁ,‘i‘) (x)} ’
0
= [(a+1)(a+6m+2) +6m2} W. (E.29Db)

Zwroémy uwage, ze dla wielomianéw Laguerre’a wystepujacych w funkcjach radialnych mamy
a=2l+1oraz m=mn—1—1. Wobec tego,

9 |
242 — 241) , N2 _ (n+1)!
0 dr x + e r [Ln—l—l(m)} = 2n m, (E?)O&)
o9 |
; de z° e {Ln_l_l(x)} = 2(3n" — I(I+1)) CETER (E.30b)
Przypadek szczegdlny a = 3, m =n oraz ¢ <0
Ponownie korzystamy ze wzoru (E.19), w ktorym teraz przyjmujemy ¢ = —|q|, przy warunku
lg| < o+ 1. Jak tatwo sprawdzi¢, symbol Pochhammera i wspotezynnik dwumianowy spetniaja
relacje
(UaDp _ (lal+p—11) (E.31)
p! p

Uwzgledniajac powyzsza formule otrzymujemy

%ffm+k—MHd)
Pt k!

lgl +m —k—1 lgl +n—k—1
X < I "k , (E.32)
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co jest malo pozyteczne, jesli g jest dowolna liczba ujemna spelniajaca warunek |q| < o + 1.
Wspotczynniki dwumianowe wystepujace w (E.32) upraszczaja sie do jedynek, jesli ¢ = —1.
Wowczas z (E.32) dostajemy

k
00 mazx 1‘\ k;
/ do 2% e L) (1) L2 (z) = Z %, (E.33)
0 k=0 :

gdzie kpqr = min(m, n) zgodnie z warunkiem (E.20).
W tym miejscu warto jest przypomnieé¢ pewne, bardzo uzyteczne wlasnosci wspotczynnikdw
dwumianowych.

Lemat E.1 Dla wspétczynnikow dwumianowych z rzeczywistym parametrem X, zachodzi reguta
sumacyjna (zwana sumowaniem réwnolegtym,)

Motk A+ M+1
l;)(k):( M ) (E.34)

Dowo6d lematu mozna w prosty sposéb przeprowadzié¢ przez indukcje wzgledem liczby catkowitej
M. Relacje sumowania réwnolegtego mozna zapisaé przez funkcje gamma:

% TA+k+1)  TOA+M+2)
k! A+ M

(E.35)
k=0

gdzie czynnik I'(A + 1) sie skrocil. Stosujac (E.35) (przy A+ 1 = «) do calki (E.33) otrzymujemy

o+ kpaz + 1)
a (kmaz)!

/ do 27" e L@ () L2 (z) = (E.36)
0

W zastosowaniach kwantowo-mechanicznych przydatna nam bedzie catka typu (E.36) dla
przypadku m = n. W tej sytuacji, ze wzoru (E.36) dostajemy

/OOO dx 2071 @ [L(O‘)(nlc)}2 = w. (E.37)

m m! o

Jezeli jeszcze potozymy a = 2l + 1 oraz m =n — | — 1 to woéwczas

o —z 2 (n+1)!
/0 do e LM @)] = CES IR (E-38)

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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