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Rozdziat 2

Funkcje falowe 1 ré6wnanie Schrodingera

2.1 Funkcja falowa

W poprzednim rozdziale stwierdziliémy, ze do pelnego opisu zjawisk mikroswiata, opisu taczacego
aspekty falowe i korpuskularne, potrzebujemy zupelnie nowego podejécia, calkiem innego niz
fizyka klasyczna. Omawialiémy zjawiska dotyczace fotonow, jednak uzyskaliSmy pewne ogdlne
whnioski dotyczace szerszej klasy uktadow.

Hipoteza de Broglie’a dotyczy dowolnych czastek elementarnych. Wedtug tej hipotezy, czastki
materialne (podobnie jak foton) maja zaréwno wlasnosci falowe, jak i korpuskularne. Wskazuje
na to np. dyfrakcja elektronéw na krysztatach (doswiadczenie Davissona i Germera w 1927 roku).
Wobec tego z czastka o energii E i pedzie p taczymy fale materii o czestosci w = 2w i wektorze
falowym K w nastepujacy sposéb

E = hw = hy, P = Ik, (2.1)

(2.2)

Zauwazmy tutaj, ze z (2.1) wynika v = E//h. Przez analogie z fotonami, chcialoby sie wowczas
napisa¢ A = ¢/v. Tak jednak NIE wolno robi¢, poniewaz czastki na og6él maja mase m # 0,
dlatego tez ich predkosé musi by¢ mniejsza od c. Foton poruszajacy sie z predkoscia swiatta jest
wiec czastka o wyjatkowych wtasnosciach.

Rozumowania przeprowadzone w poprzednim rozdziale wskazuja, ze obiekty kwantowo-me-
chaniczne zachowuja sie niekiedy jak czastki, a niekiedy jak fale. Sprawia to, ze ich opis musi
byé zupelnie inny niz w przypadku klasycznym Pojecia jakie tutaj wprowadzimy beda uscislane
i dalej wyjaéniane w kolejnych rozdziatach.

Przypomnijmy w tym miejscu, ze w mechanice klasycznej uktad fizyczny jest opisany zbiorem
wspolrzednych i pedéw uogdlnionych. Np. czastka klasyczna jest opisana przez trzy sktadowe
polozenia X(t) i trzy sktadowe pedu p(t), a wiec lacznie przez 6 funkcji czasu. Zaleznosé od
czasu wspoétrzednych i pedéw uogélnionych wynika np. z hamiltonowskich réwnan ruchu. Sa to
rownania rézniczkowe, ktére pozwalaja jednoznacznie i Scisle przewidzie¢ p6zniejszy stan uktadu,
pod warunkiem, ze znany jest stan w pewnej chwili wezesniejszej (poczatkowej). Wspolrzedne
uogdlnione sg sparametryzowane czasem, wiec wyznaczaja trajektorie uktadu w funkcji czasu.
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Przechodzac do zjawisk mikroswiata radykalnie zmieniamy sposéb jego opisu.

Postulujemy, ze uklad fizyczny (na razie skupimy uwage na pojedynczej czastce) jest
w pelni opisany za pomoca tzw. funkcji falowej, ktora zwykle oznaczamy jako

P(r¥,t) — funkcja falowa. (2.3)

Mowimy tez czasem, ze stan uktadu jest dany funkcja falowa (1, ).

Podkreslmy jeszcze, ze wektor ¥ wystepujacy jako argument funkcji falowej nie wiaze sie w
zaden prosty sposob z potozeniem czastki. Funkcja falowa moze takze zalezeé¢ od innych wielkosci
(parametrow), ale od ilu i jakich, zalezy od tego jaki uktad fizyczny chcemy opisywaé. Stan
kwantowo-mechaniczny uktadu (a wiec funkcja falowa) to nieskoniczenie wiele liczb — wartosci
funkcji falowej we wszystkich dopuszczalnych punktach r dla kolejnych chwil czasu t. Nalezy tutaj
podkreslié, ze kwantowo-mechaniczna funkcja falowa moze w ogdlnosci by¢ funkcjg zespolona

¥(r,t) € C. (2.4)

Jezeli tylko potrafimy okresli¢ (znalez¢) odpowiednia funkcje falowa, twierdzimy wowczas, ze
zawiera pelna (jaka tylko jest dostepna) informacje o rozwazanym ukladzie fizycznym.

Kapitalne znaczenie w mechanice kwantowej ma zasada superpozycji. Sprowadza si¢ ona do
nastepujacego postulatu (zadania)

Jesli Y (7, t) 1 a(T,t) sa funkcjami falowymi uktadu fizycznego (czastki) to wowczas
ich superpozycja

YT t) = arr(Ft) + asha(T,t), dla dowolnych a1, ay € C, (2.5)

jest takze funkcja falowa. Postulat ten oczywiscie dotyczy kombinacji liniowej dowolnej
ilosci funkcji falowych, mozna go bowiem stosowaé sukcesywnie.

Dzieki zadaniu spelienia zasady superpozycji mozemy opisywac efekty interferencyjne, tak cha-
rakterystyczne dla zjawisk mikrogwiata.

Co wiecej, z postulatu tego plynie wazny wniosek. Funkcje falowe okreslamy (budujemy) jako
rozwigzania pewnego rownania falowego. Zasada superpozycji narzuca zadanie, aby odpowiednie
rownanie falowe byto liniowe: kombinacja liniowa rozwigzan tez musi by¢ funkcja falows — innym
rozwigzaniem tego rownania. Matematycznym wyrazem tego warunku jest stwierdzenie, ze prze-
strzen funkcji falowych musi by¢ przestrzenia wektorowa, w ktorej kombinacje liniowe elementow
przestrzeni sa nadal jej elementami.

2.2 Roéwnanie Schrodingera

W jaki spos6b wyznaczaé funkcje falowe? Musimy dysponowaé¢ odpowiednim réwnaniem, ktore
bedzie spetnione przez funkcje falowe. Innymi stowami, potrzebujemy réwnania, ktérego rozwia-
zaniami beda funkcje falowe.

Skupmy na razie uwage na pojedynczej, bezspinowej czastce o masie m poruszajacej sie
w pewnym polu tak, ze jej energia potencjalna opisywana jest funkcja V' = V(r,t) — funkcja
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argumentu r i czasu.

Postulujemy, ze funkcja falowa (¥, t) odpowiadajaca rozwazanej czastce spelnia row-
nanie Schrédingera
h2

P
i V(D) = — 5= VEU(ED) + V(EDY(ED) (2.6)

Roéwnanie to jest jednym z kilku najwazniejszych rownan fizyki wspotczesnej, choé powyzsza jego
postaé nie jest najbardziej ogblna, bowiem dotyczy pojedynczej czastki, a nie dowolnego uktadu
fizycznego. Nieco dalej oméwimy ogdlniejsza postaé rownania Schrédingera, ktore jest jednym z
postulatéw teorii kwantowej, to znaczy mozna uzasadniaé jego postaé, ale nie mozna go wyprowa-
dzi¢ z jakichkolwiek innych (bardziej fundamentalnych) zasad, czy praw fizycznych. Postulat, ze
funkcja falowa spelia réwnanie Schrodingera mozemy uwazaé za prawo fizyki (o takim samym
statusie, jak na przyklad prawa Newtona). Kazda teoria fizyczna, a zatem takze i mechanika
kwantowa, musi bazowaé¢ na pewnych postulatach, czy tez aksjomatach. Innym przyktadem ta-
kich postulatow sg réwnania Maxwella. Mozna je na rézne sposoby uzasadniaé, ale nie mozna
ich wyprowadzi¢ z bardziej podstawowych zasad. Ponadto, nalezy pamiectaé, ze o prawidlowo-
$ci teorii fizycznej koniec koricow rozstrzyga do$wiadczenie. Ilog¢ doswiadczen potwierdzajacych
poprawno$¢ mechaniki kwantowej (a zatem i rownania Schrodingera) jest imponujaca.

2.2.1 Uwagi i komentarze

Roéwnanie Schrodingera bedzie zasadniczym "obiektem" naszych rozwazari. Jego konsekwencje
fizyczne sa niezwykle ztozone, dlatego tez nie jest mozliwe ogbélne omoéwienie wlasnosci tego row-
nania. Wskazemy tutaj jedynie kilka bardzo ogdlnych faktow istotnych dla zrozumienia dalszego
ciagu wyktadu.

1. Roéwnanie Schrodingera jest réwnaniem zespolonym, na co wskazuje obecna po lewej stronie
jednostka urojona i = /—1.
Whiosek : Funkcja falowa, jako rozwiazanie rownania zespolonego jest funkcja argumen-
tow rzeczywistych, o wartosciach zespolonych (¥, t) € C.
2. Roéwnanie Schrodingera réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu wzgledem czasu.
‘Whiosek : Aby rozwigzaé roéwnanie Schrodingera musimy znaé¢ warunek poczatkowy dla
pewnej chwili ¢

(T t0) = to(F). (2.7)

Zadanie warunku poczatkowego okresla wiec funkcje falowa w nastepnych
chwilach czasu. Jest to zgodne z postulatem, ze funkcja falowa w pelni okresla
stan uktadu: poczatkowa funkcja falowa i réwnanie Schrédingera jednoznacz-
nie wyznaczaja funkcje falowa w innych (pézniejszych) chwilach. Rownanie
Schrédingera jest wiec w pelni deterministyczne. Zwroémy jeszcze uwage, ze
warunek poczatkowy jest funkcjg argumentu T, a nie liczba.
3. Roéwnanie Schrodingera jest rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu wzgledem zmiennych
przestrzennych, jego prawa strona zawiera bowiem laplasjan

0? 0? d?

2 P —_— —_— [
Vi = 0x? * Oy * 022’

r=(z, vy, 2). (2.8)
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Obszar zmiennosci argumentu T jest w zasadzie nieograniczony, tj. ¥ € R3. Niekiedy mo-
zemy Ow obszar ograniczy¢ do pewnej (skoriczonej) objetosci. Powiemy o tym bardziej
szczegbdltowo po omdwieniu podstawowych wlasnoscei funkeji falowych.

4. W drugim sktadniku prawej strony rownania Schrodingera wystepuje funkcja V (¥, t), ozna-
czajaca energie potencjalna czastki. Energia potencjalna jest wielkoscia, przez ktéra po
prostu mnozymy funkcje falows. W mechanice kwantowej przyjat sie zargon, w ktérym
zamiast stow energia potencjalna uzywa sie skrotowej nazwy potencjat. A zatem, przy dys-
kusji zagadnienn kwantowo-mechanicznych nalezy pamietaé, ze postugujemy sie specyficzna
terminologia. Konkretne sposoby okreslania postaci energii potencjalnej oméwimy pozniej.
Dla czastki swobodnej (nie oddziatujacej z niczym) przyjmujemy V (r) = 0, drugiego cztonu
po prawej stronie réwnania Schréodingera po prostu nie ma.

5. Rownanie falowe opisujace ewolucje funkcji falowych powinno, jak wiemy, by¢ liniowe.
Roéwnanie Schrodingera oczywiscie posiada te wlasnosé: jest liniowe. Dzieki temu kombi-
nacja liniowa rozwigzan jest tez rozwigzaniem. A zatem, dla jego rozwigzan rzeczywiscie
obowiazuje zasada superpozycji. Jedli funkcje falowe 11 i 99 sg rozwigzaniami réwnania
Schrédingera, to jest nim réwniez kombinacja liniowa a191 + aotpe, gdzie aq, ag € C. Fakt
ten sprawia, co omowimy nieco dalej, ze funkcje falowe podlegaja zjawisku interferencji.

6. Rownanie Schrodingera opisuje propagacje fali (funkeji falowej). Dla kazdej chwili cza-
su okreslone jest nieskoniczenie wiele liczb — wartosci funkcji ¢ dla wszystkich punktéow
¥ € V C R3. Ginie wiec pojecie trajektorii czastki, ktore zostaje zastapione propagacja
fali materii zwiazanej z dana czastka. Przeprowadzajac wiec doswiadczenie interferencyj-
ne (typu eksperymentu Younga) dla czastek stwierdzamy, ze pytanie przez ktora szczeling
przeszta czastka jest pozbawione sensu fizycznego.

Powyzsze uwagi wynikaja z matematycznej struktury réwnania Schrodingera. W nastepnych
czesciach tego wyktadu poczynimy kolejne kroki pozwalajace na dalsza interpretacje.

2.2.2 Uzasadnienie réownania Schrodingera

Roéwnanie Schrodingera jest postulatem mechaniki kwantowej. Mimo to jednak mozna probowaé
przeprowadzi¢ jego uzasadnienie. Jest to o tyle pozyteczne, ze pozwala zrozumieé¢ pewne dalsze
wlasnosci tego réwnania, a takze okresli¢ zakres jego stosowalnosci.

Czastka swobodna

Najprostszym modelem fali, jaki mozemy powiazaé z czastka jest (zespolona) fala ptaska. Wiemy
jednak, ze fala taka rozciaga sie w calej przestrzeni. Intuicyjnie czujemy, ze nie jest to zbyt dobry
model, bowiem intuicja fizyczna podpowiada, ze czastka, a zatem i zwigzana z nig funkcja falowa,
powinny byé jakos "zlokalizowane" przestrzennie. Wtasnosé taka ma pakiet falowy

W(ET) = /d3k A(K) ¢ (B = wt) (2.9)

w ktorym zalezna od wektora falowego amplituda okresla wage z jaka poszczegdlne fale pta-
skie wchodza w sktad pakietu. Zastosujemy do pakietu (2.9) postulaty de Broglie’a: p = hE,
(przy czym dlugosé wektora falowego zwiazana jest z dlugoscia fali ]l_{\ = 2x/\) oraz E = hw.
Zamieniamy zmienna catkowania [state wciagamy do funkcji A(.)] 1 mamy

W(E 1) = /dBp A(B) exp ”’h'r - % . (2.10)
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Roéwnanie Schrodingera jest liniowe, wiec mozemy oczekiwaé, ze superpozycja fal ptaskich, a
wiec pakiet falowy, bedzie je spelnia¢. Wykonujemy wiec kolejne rézniczkowania, ktore daja
nastepujace wyniki. Rézniczkowanie po czasie prowadzi do

ip-r 1Bt ]
n o d*p A(p) E - — . 2.11
g V0 = [dAE)E e | B -5 @)
Dwukrotnie rézniczkujac po zmiennych przestrzennych otrzymujemy
p-T¥ iEt
(—ih V)2 p(Et) = — K V2 /d3pA B2 eXp[th L %} (2.12)

Odejmujac stronami réwnania (2.11) i (2.12) (podzielone przez 2m), dostajemy
0 h2 ip-t¥  iFEt
— AP) | F— — - —|. (21
ih T P(r,t) + /d D ( ) exp[ - - } (2.13)

Dla swobodnej czastki nierelatywistycznej o masie m mamy klasyczny zwiazek

=2
p=2 (2.14)

2m
Mozemy wiec oczekiwaé, ze prawa strona rownania (2.13) powinna znikaé¢. A zatem znikaé po-
winna réwniez lewa strona, a to prowadzi do réwnania
h2

) B .
thoy V() = — 5 VIY(T,1), (2.15)

ktore stanowi réwnanie Schrodingera dla czastki swobodnej.

Czastka w polu zewnetrznym

Aby uzasadni¢ réwnanie Schrodingera dla czastki poruszajacej sie w polu zewnetrznym rozwa-
zymy przypadek pola zachowawczego (gdzie energia potencjalna czastki nie zalezy jawnie od
czasu). Klasyczna energia catkowita czastki to

=2

Pk

Eu = 55 + V(tr) = H(Fr, Pra)s (2.16)

gdzie Ty, Py 1 H (Y, Pri) to odpowiednio potozenie, ped i hamiltonian czastki klasycznej. W polu
zachowawczym energia czastki jest stala, zas ry; oraz pg; sa dobrze okreslonymi (przez réwnania
ruchu) funkcjami czasu. W przypadku klasycznym, czastka jest dobrze zlokalizowana, dlatego
tez przyjmiemy, ze zwiazany z niag pakiet fal de Broglie’a jest waski — istotnie rézny od zera w
obszarze matym w poréwnaniu z jakimikolwiek innymi rozmiarami uktadu fizycznego. Mozemy
wiec przyjaé, ze Ty i Pr; z dobrym przyblizeniem opisujg ruch centrum pakietu falowego. Co
wiecej, mozemy uznaé, ze energia V (r) jest wolnozmienna w obszarze, gdzie zlokalizowany jest
pakiet. Wobec tego mozemy napisaé

V() 9(F,t) ~ V(Fy) (T, 1). (2.17)

W ciagu krotkich przedzialow czasu zmiany pedu pg; sa bardzo male. Wobec tego zaréwno Ey,
jak i pg; sa prawie state. W pakiecie falowym E =~ Ej; oraz p ~ Pg; 8§ wiec tez prawie niezmien-
ne. Mozemy zatem wynie$¢ je przed catki w relacjach (2.11)—(2.12). W rezultacie otrzymujemy
przyblizone relacje

S (E D) ~ B b (2.18)
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—h? VP P(F,t) =~ By o(F,1). (2.19)
Sktadajac trzy powyzsze relacje dostajemy
L B .
— — — ~ By — =% — ~ 0. 2.2
ih ot + o Ve Vi kl om V(I‘kl) P 0 ( 0)

A zatem pakiet falowy, przynajmniej w przyblizeniu, spelnia réwnanie stojace po lewej, czyli
wtasnie réwnanie Schrodingera.

Powyzsze uzasadnienie mozna uznaé¢ za wystarczajace w ramach omawianego przyblizenia
— dla waskiego pakietu falowego. Gdy jednak warunki przyblizenia nie sa spelnione, to woéwczas
postulujemy, ze réwnanie Schrodingera nadal obowiazuje. Na zakoriczenie powiedzmy, ze w li-
teraturze przedmiotu mozna znaleZé inne uzasadnienia réwnania Schrodingera. Zawsze jednak
trzeba zdawaé sobie sprawe, ze réwnanie to jest w gruncie rzeczy jednym z postulatoéw nierela-
tywistycznej mechaniki kwantowej.

2.2.3 Dalsze uwagi i komentarze

W powyzszym uzasadnieniu réwnania Schrodingera skorzystalismy z klasycznego zwigzku

=2

| Y o
Ey = — 2.21
kl m + V(I‘,t), ( )

wlasciwego dla fizyki nierelatywistycznej. Wnioskujemy, ze réwnanie Schrodingera jest réwna-
niem nierelatywistycznym. Oczekujemy wiec, ze dotyczy ono czastek, ktorych energie sa znacznie
mniejsze niz ich energie spoczynkowe

E < md. (2.22)

Konsekwencje tego warunku oméwimy w dalszej czeéci wyktadu. Wspomnimy tutaj, ze mozna
rowniez podaé¢ rownania relatywistyczne, bedace uogoélnieniem réwnania Schrodingera. Takimi
rownaniami sa np. rownanie Kleina-Gordona (dla czastek bezspinowych, patrz Uzupetnienia) i
réwnanie Diraca (dla elektronu, czastek o spinie 1/2).

Jak wiadomo, w przyrodzie moga zachodzi¢ procesy anihilacji i kreacji czastek (przy czym
spelnione by¢ musza odpowiednie zasady zachowania), np. elektron i pozyton moga zanihilowac,
emitujac przy tym energie unoszona przez fotony. Aby jednak procesy anihilacji-kreacji mogty
mie¢ miejsce, muszg by¢ dostepne dostatecznie duze energie, bliskie energiom spoczynkowym
czastek. Warunek (2.22) nie jest spelniony, konieczne sa wtedy teorie relatywistyczne. A zatem
nierelatywistyczne rownanie Schrodingera nie opisuje zjawisk, w ktorych moga zachodzi¢ procesy
anihilacji-kreacji (jest ono niewystarczajace do ich poprawnego opisu). Z dyskusji tej i z warunku
(2.22) wynika wiec ograniczenie stosowalnosci teorii schrodingerowskiej.

Omawiajac dalej powyzsze uzasadnienie rownania Schrodingera zauwazmy, ze odpowiednie
rozniczkowania wykonane w rownaniach (2.11)—(2.13) pozwalaja wypisa¢ odpowiedniosci

ih% — E — energia, (2.23a)
—ihV ~ —— P — ped. (2.23b)

Relacje te wskazuja na bliski zwiazek pomiedzy operatorami (w tym wypadku rozniczkowymi)
dzialajacymi na funkcje falowe, a wielkosciami o dobrze okre$lonym sensie fizycznym i mierzalny-
mi doswiadczalnie. Nie bedziemy w tym miejscu dalej komentowaé tej odpowiedniosci. Jest ona
jednak niezwykle dalekosiezna i ogromnie wazna w catym formalizmie mechaniki kwantowej. W
dalszym ciggu wykladu wrocimy do szczegdtowej dyskusji operatoréw dziatajacych na funkcje
falowe. Omowimy ich znaczenie, wlasnosci, sposoby formalnego ich obliczania, itd.
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2.2.4 Uogoblnienie

Rownanie Schrodingera (2.6) dla pojedynczej, bezspinowej czastki mozemy zapisa¢ w postaci

ih % Y(F,t) = Hy(F,t), (2.24)

gdzie H jest operatorem zdefiniowanym wzorem

. h2
H = — —v2 g 2.2
Sy Ve + V(£), (2.25)

ktory nazwiemy operatorem Hamiltona (w skrocie hamiltonianem) dla (bezspinowej) czastki o
masie m poruszajacej sie polu, w ktérym ma ona energie potencjalna V (T, t). Nazwa ta nie
powinna by¢ zdumiewajaca, bowiem dzialanie operatora H na funkcje falows jest rownowazne
dzialaniu operatora z lewej strony, a ten jak wiemy, sprawia iz pojawia sie energia czastki. Dlate-
go tez hamiltonian uznajemy za operator energii czastki. Nazewnictwo to pochodzi oczywiscie z
mechaniki klasycznej, gdzie z energia czastki utozsamiamy jej klasyczny hamiltonian. Podkreslmy
jednak, ze klasyczny hamiltonian to funkcja wspotrzednych i pedéw uogédlnionych, zas hamilto-
nian kwantowo-mechaniczny to operator, ktory dziata na funkcje falows czastki. Sens fizyczny
hamiltonianu pozostaje wiec podobny — jest to operator energii — ale jego natura matematyczna
jest radykalnie inna.

Zapis rownania Schrodingera w formie (2.24) jest nie tylko wygodnym, skrotowym zapisem
réwnania (2.6) dla pojedynczej czastki, ale takze punktem wyjscia do bardzo istotnych uogoélnien.
Przyjmiemy nastepujacy postulat, uogolniajacy teze (2.6).

Niech H oznacza hamiltonian (operator energii) pewnego uktadu fizycznego. Wowczas
funkcja falowa W(t) opisujaca w pelni stan fizyczny tegoz uktadu spelnia réwnanie
Schrodingera

L 0 -

ih g U(t) = HU(t) (2.26)
ktore okresla ewolucje funkcji falowej w czasie. Do jego rozwigzania potrzebna jest
znajomos¢ funkceji falowej Wy = W(ty) w pewnej chwili poczatkowej tg.

Nie zaznaczylismy tu zaleznosci funkeji falowej od innych zmiennych (dla pojedynczej czastki
byto to ¥ € R?). W ogélnym przypadku inne zmienne, od ktoérych zalezy funkcja falowa uktadu
mogg by¢ bardzo rézne. Ich charakter matematyczny, sens fizyczny, a takze ich ilo$é, zalezy od
tego, jaki uklad fizyczny jest obiektem naszych badar. Oczywiscie rozwigzanie rownania (2.26)
jest mozliwe dopiero wtedy, gdy wiemy jak nalezy skonstruowaé¢ hamiltonian dla danego uktadu
fizycznego. Odpowiedzi na to pytanie bedziemy poszukiwaé¢ w dalszych rozdziatach.

2.3 Wlasnosci funkcji falowych

2.3.1 Probabilistyczna interpretacja funkcji falowej

Do tej pory niewiele powiedzieliSmy o samych funkcjach falowych. Réwnanie Schrédingera po-
zwala wyznaczy¢ funkcje falowe. Jak jednak nalezy je interpretowac, jaki jest ich sens fizyczny?

Formulujac bardzo ogolna odpowiedz, stwierdzamy, ze funkcja falowa (T, t) jest interpreto-
wana jako amplituda prawdopodobieristwa. Aby lepiej zrozumieé¢ znaczenie tego sformutowania
ponownie skupimy uwage na pojedynczej czastce.
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Dla pojedynczej czastki funkcja falowa (T, t) jest amplituda gestosci prawdopodobieristwa
znalezienia czgstki w otoczeniu punktu ¥ w chwili ¢. Gestosci prawdopodobienistwa, a nie samym
prawdopodobieristwem, bowiem argumenty r stanowia zbior ciggly, dlatego

dP(T,t) = C |¢(F t)*d>r, (2.27)

Jest prawdopodobieristwem tego, ze czastka znajduje sie w objetosci d r wokot punktu ¥ w chwili
t. Stata C jest konieczna na to, aby zapewnié¢ wtasciwe normowanie. Chodzi o to, aby prawdopo-
dobieristwo znalezienia czastki gdziekolwiek w przestrzeni R? bylo réwne jednosci. Jednak ¥ nie
jest polozeniem czastki w typowym — klasycznym sensie, funkcja falowa (T, t) okresla amplitu-
de prawdopodobienistwa znalezienia czastki w otoczeniu danego punktu r. Innymi stowy, wektor
I jest polozeniem okreslonym jedynie z pewng gestoscia prawdopodobienistwa, réwna ]1/1(1_",t)]2.
Wynika stad ponownie, ze nie mozemy okresli¢ trajektorii czastki, w mechanice kwantowej pojecie
to traci sens.
Prawdopodobieristw0 (2.27) musi by¢ unormowane, co oznacza, ze musi by¢ speliony wa-
runek
dP(r,t) = 1. (2.28)
RS

Podstawiajac relacje (2.27) wnioskujemy, ze musi by¢

C/RB &Pr WED? = 1. (2.29)
Stad wynika, ze funkcja falowa musi spetnia¢ warunek

/RS d3r |(F,1)]* < oo, (2.30)
a wiec musi by¢ catkowalna w kwadracie. Z relacji (2.29) ewidentnie wynika, ze

1 1

© T Rear o T TR 2
Wobec tego funkcja falowa (prim wcale nie musi oznaczaé¢ pochodnej)

WE L) = VO U(FE 1) = wH(ZHt)’ (2.32)

ma juz pozadang wlasnosé

/Vd% 1/ (7,07 = 1. (2.33)

Tak wiec ograniczajac klase dopuszczalnych funkcji falowych do przestrzeni funkcji catkowalnych

w kwadracie, mozemy funkcje taka zawsze unormowaé w sensie powyzszych relacji. Bedziemy

wiec, jako funkcje falowe opisujace uktad fizyczny, zawsze bra¢ funkcje unormowane do jedynki.

Whiosek : Nie wszystkie matematycznie poprawne rozwiazania réwnania Schrodingera sg fi-
zycznie sensowne. Sens funkcji falowej maja rozwigzania nalezace do klasy funkcji
catkowalnych z kwadratem. Klasa dopuszczalnych fizycznie rozwiazan jest wezsza
niz klasa wszystkich mozliwych rozwiazain. Ograniczenie to ma, jak dalej pokazemy;,
niezwykle istotne konsekwencje fizyczne.

Funkcje nienormowalne nie moga odpowiadaé¢ dopuszczalnym fizycznie stanom czastki. Mimo to
jednak, w niektoérych sytuacjach wygodnie jest postugiwaé sie funkcjami nienormowalnymi, nie
nalezacymi do klasy funkcji catkowalnych w kwadracie. Dotyczy to tzw. fal ptaskich, ktore omo-
wimy w dalszej czesci rozdziatu, konieczne bowiem beda pewne dodatkowe kroki interpretacyjne.

Ograniczamy wiec na razie nasze rozwazania do funkcji normowalnych, to jest catkowalnych
w kwadracie. Z warunku normalizacyjnego (2.30) lub (2.33) wynikaja nastepujace wnioski.
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e Funkcja falowa ma wymiar objetosci do potegi (— %) Element objetosci d 3r ma wymiar m?,

wiec na to aby calka w (2.33) byla bezwymiarowa potrzeba by kwadrat modutu [¢(F,t)|?
mial wymiar m 3. Stad wynika, ze wymiar funkcji falowej wynosi

[Y(Ft)] = m /2, dla pojedynczej czastki. (2.34)

e Zadanie unormowania fizycznie sensownej funkcji falowej sprawia, ze dwie funkcje falowe
rozniace sie o staly czynnik (tj. 11 = atbe, gdzie a € C) mozemy utozsami¢. Przedstawiaja
one ten sam stan fizyczny uktadu, bowiem w wyniku normowania uzyskamy jedna i te
sama funkcje falowa. Do bardziej szczegotowej dyskusji tego wniosku powrdcimy w dalszych
czedciach wyktadu.

e W granicy || — oo funkcja falowa powinna zerowaé sie

lim (F,¢) = 0, (2.35)

|F]—o0
co jest konieczne dla zapewnienia catkowalnosci w kwadracie.

Jak juz wspominali$my, teoria schrodingerowska jest nierelatywistyczna i nie opisuje proceséw
anihilacji-kreacji czastek. A wiec w teorii tej, czastki nie moga sie pojawia¢, ani tez znikac.
Laczac ten fakt z interpretacja probabilistyczng funkcji falowych stwierdzamy, ze funkcja falowa
musi byé¢ przynajmniej ciagta, bowiem zapewnia to ciaglosé gestosci prawdopodobienstwa. Skok
gestosci prawdopodobienstwa oznaczalby, ze czastki (z pewnym prawdopodobienistwem) ulegaja
anihilacji lub kreacji. Warunek ten znéw ogranicza klase dopuszczalnych fizycznie rozwigzan
rownania Schrédingera. Pokazemy dalej, ze musi byé spelniony silniejszy warunek, nie tylko
funkcja falowa musi by¢ ciagta, ale takze (cho¢ przy pewnych ograniczeniach) musi by¢ ciagta
pochodna Vi) (T,t) = grad ¢ (T, t).

Rozwiazania rownania Schrodingera (dzieki jego liniowosci) spelniaja zasade superpozycji:
kombinacja liniowa a1 + asths funkeji falowych 11 oraz 12 jest takze funkcja falowa. Kombi-
nacja ta, ewentualnie po odpowiednim unormowaniu, jest takze amplituda prawdopodobieristwa.
|2

Prowadzi ona do gestosci prawdopodobienstwa a1 + agtha|”, z ktorej wynika pojawianie sie

efektéw interferencyjnych typowych dla teorii falowej. Istotnie,

a1ty 4 agthe? = (a1thy + aathe)* (a1th1 + aaths)
= |0 1 (0%)] 2 A2V P2 T A1 PPy
o |* [111 + [oa] [¢ha]* + o catpfea + cnan o)
= Joul* |1 + |aol? [¥2]? + 2Re {afasies} . (2.36)

Pierwsze dwa sktadniki ostatniej réwnosci odpowiadajg prawdopodobienistwom zwiazanym z
obiema funkcjami 11 oraz 1o oddzielnie, podczas gdy trzeci sktadnik jest typowym wyrazeniem
interferencyjnym (warto poréwnaé ksztalt tego wyrazenia ze wzorem (1.8)). Dzieki temu row-
nanie Schrodingera wraz z interpretacja probabilistyczna funkcji falowej zapewniaja mozliwosé
opisu efektéw interferencyjnych.

Funkcja falowa jest wiec amplituda prawdopodobienistwa. Za jej pomoca mozemy obliczyé
jakie jest prawdopodobieiistwo tego, ze czastka znajduje sie w danym podobszarze dostepnej dla
niej przestrzeni. Funkcja falowa niczego nie méwi o trajektorii czastki. Pojecie toru ruchu, tak
wazne w fizyce klasycznej nie ma sensu w odniesieniu do obiektéw kwantowo-mechanicznych.
Ponadto, zasada superpozycji sprawia, ze mozliwe sa efekty interferencyjne.

2.3.2 Gestosé i prad prawdopodobienstwa

Dodatkowym uzasadnieniem probabilistycznej interpretacji funkcji falowej jest nastepujace ro-
zumowanie.
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Gestosé pradu prawdopodobienstwa

Rozwazmy znoéw pojedyncza czastke (bezspinowa) poruszajaca sie w polu o potencjale (energii
potencjalnej) V (¥, t). Funkcja falowa (T, t) tej czastki spelnia wiec réwnanie Schrodingera, zas
*(F,t) rownanie sprzezone

. 8¢(F’ t) _ hQ 2 =2 = —
Zh T = —% V T,Z)(I', t) -+ V(I', t) 1/}(1', t), (237&)
. OY*(F,1) W o e . .
—th ———— = —— (Tt t) Y* (¥t 2.37b
in o VRE) + V(D O () (237)
Oznaczmy teraz gesto$é prawdopodobienstwa znalezienia czastki w otoczeniu punktu ¥ przez p,
czyli wiec
p(F,t) = (¥, 1) (2.38)

Niech Vi oznacza maly (cho¢ w zasadzie dowolny) podobszar calej przestrzeni dostepnej dla
czastki. Scatkujmy gestosé prawdopodobienistwa po obszarze Vi i zrézniczkujmy po czasie. Ob-
liczamy wiec pochodna

9 3. (24 _ 3. (OV" . O
5% Vld rp(f,t) = /\hd r(at v+ Y at)' (2.39)

Za pomoca rownan (2.37) eliminujemy po prawej stronie (2.39) pochodne czasowe i mamy

9 d3r p(F,t) = /

ot Jv, v 2ma

g
+ o (_2_7?% V2 + % V¢>} ) (2.40)

Poniewaz dziatanie potencjalu V' na funkcje falowe sprowadza sie do mnozenia, zatem czlony
drugi i czwarty sie skracajg. Dostajemy wiec

% - d3r p(r,t) = /V1 d3r {_2_:” (¢*V2¢ . IZJVQT,Z)*)] . (2.41)

Odwotamy sie teraz do tozsamosci znanej z analizy wektorowej, (tzw. twierdzenie Greena), ktorej
tu nie bedziemy dowodzi¢, a ktora obowiazuje dla dowolnych funkeji ¢(T) i ¢(T):

oV — V2 = div[ ¢ (VY) = (Vo) ]. (2.42)
Na mocy (2.42) z (2.41) otrzymujemy

d h

5 Vld% p(F,t) = — i d3r div[y* (Vo) — ¢ (V). (2.43)

Wprowadzamy teraz pojecie pradu prawdopodobieristwa, zdefiniowanego wzorem

iy = [W*(F,1) (Vo(E, 1) — o(Tt) (Vi (F,1))]. (2.44)

2ma
Stwierdzamy zatem, ze gesto$¢ i prad prawdopodobienstwa okreslone odpowiednio w (2.38) i
(2.44), speliaja rownanie (2.43), to jest
9 3, (= 3. 1ol T(w
— | d°rp(ft)=— [ d’rdiv[J(F¢t)], (2.45)
ot Jv, v,

ktore nazwiemy catkowym prawem ciagtosci prawdopodobieristwa.
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Ro6wnanie cigglosci prawdopodobienstwa

Uzyskane prawo mozemy interpretowaé na dwa sposoby. Po pierwsze, obszar Vi, po ktorym
catkowalismy jest calkowicie dowolny. Wobec tego, z (2.45) wynika rownanie ciaglosci prawdo-
podobienistwa w postaci rozniczkowej

% p(F,t) = —divJ(F,1). (2.46)

Zwr6émy uwage na formalng identyczno$é powyzszego réwnania ciaglodci prawdopodobietist-
wa z rOwnaniem ciagtosci tadunku znanym z elektrodynamiki klasycznej. Zbiezno$é¢ formalne;j
postaci réwnan jest zreszta typowa dla relacji opisujacych ciaglosé takiej czy innej wielkosci
fizycznej (np. rownanie ciagtosci masy w hydrodynamice). Réwnanie roézniczkowe (2.46) jest
wiec lokalnym prawem zachowania, stwierdza ono, ze prawdopodobieristwo nie znika, a moze
jedynie "przeptywaé¢" z jednego podobszaru przestrzeni do innego. Jeszcze lepiej to widaé, gdy
nieco inaczej zinterpretujemy nasze rezultaty.

Z drugiej strony, mozemy po prawej stronie rownania (2.45) zastosowaé catkowe twierdzenie
Gaussa. Otrzymujemy wtedy

0 3 = =
— d°r p(r,t) = — ds - J(r,t). (2.47)
ot Jv, v,

gdzie 0V oznacza powierzchnie zamknieta ograniczajacg objetosé V1, a ds jest elementem po-
wierzchni stanowiacym wektor prostopadly do powierzchni i skierowany na zewnatrz. Réwnanie
(2.47) jest ewidentnym prawem zachowania. Jesli wektory SiJ tworza kat wiekszy niz 90°, wow-
czas prad prawdopodobienistwa wpltywa do badanej objetosci V1, iloczyn skalarny pod catka jest
ujemny. Cala prawa strona rownania (2.47) jest dodatnia. A zatem i lewa strona jest dodatnia,
co oznacza, ze gestosé prawdopodobienstwa wzrasta. Sytuacja, w ktorej kat miedzy omawianymi
wektorami jest katem ostrym, mamy do czynienia z wyplywem pradu prawdopodobienistwa, a
wiec gesto$é p maleje.

Zwroémy jeszcze uwage, ze jesli rozszerzymy Vi do calej przestrzeni R3, to na mocy warunku
(2.35) calka po prawej stronie wzoru(2.47) redukuje sie do zera. W ten sposoéb dostajemy

O (s, ww _ O [ 5\ wne _ 9 0
o Latren = o [ b wEol? = Sl = o (2.48)

Oczywidcie oznacza to, ze norma funkcji falowej jest stata. Nie jest to wynik nieoczekiwany,
bowiem funkcji falowa jest unormowana do jedno$ci, wiec rzeczywiscie jej norma jest stala i
réwna 1.

2.4 Stacjonarne réwnanie Schrodingera

2.4.1 Wprowadzenie

Zbadajmy teraz réwnanie Schrodingera dla pojedynczej czastki o masie m, ktorej hamiltonian
(a wiec energia potencjalna) nie zalezy od czasu, tj. rownanie

B, - n’
ih = O(E ) = HY(E,1) = | = o~V + V(E) | ¥(F ). (2.49)

Szukajmy rozwiagzania tego réwnania w postaci iloczynu

P(F,t) = ¢(r) g(1). (2.50)
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Wykorzystujac to podstawienie w réwnaniu (2.49) otrzymujemy

dg(t)
dt

ih ¢(F) = 9(t) l— S V2t V(f)l (1), (2.51)

skad oczywiscie wynika, ze

ih dg(t) 1 l h?
g(t) dt — (F)

o (F). (2.52)

Lewa strona jest funkcja wylacznie czasu, a prawa zalezy jedynie od ¥. Rownanie (2.52) musi
by¢ spetnione dla dowolnej chwili czasu i dla dowolnego r € V. Wnioskujemy wiec, ze funkcje
(réznych zmiennych) po obu stronach réownania musza by¢ rowne pewnej stalej, ktora oznaczymy
symbolem F i uméwimy sie nazywaé energia czastki. Znaczenie tak wprowadzonej terminologii
wyjasnimy szczegbdtowo w trakcie dalszej dyskusji. W my$l poczynionych uwag, stwierdzamy, ze
rownanie (2.52) sprowadza sie do pary réwnan

dg(t) iE
2 = = 2.
7 = 9(0) (2.53a)
h2
l— — V2 + V(f)] o(f) = FEo(T). (2.53b)
2m
Rozwiazanie rownania (2.53a) jest trywialne
1B
g(t) = Coexp [—?(t - to)} ; (2.54)

gdzie ty oznacza pewng chwile poczatkowa. Stala catkowania Cy mozemy tutaj opusci¢, bowiem
w iloczynie (2.50) wlaczymy ja do funkcji ¢(F). Jest to wygodne, bowiem piszac teraz

)

V{EE) = o) e |- 1) (25%)

widzimy, ze \w(f",t)]Q = \(p(f")\2 i automatycznie normowanie pelnej funkcji falowej sprowadza sie
do normowania funkcji ¢(r). Co wiecej, cala zaleznosé¢ czasowa pelnej funkeji falowej zawarta
jest w czynniku eksponencjalnym. Utozsamienie stalej separacji F z energia czastki jest wiec
zgodnie z postulatem de Broglie’a.

Rozwiazanie réwnania (2.53b) jest oczywiscie zalezne od postaci energii potencjalnej V (r),
a wiec od tego jaki konkretnie uktad fizyczny jest obiektem naszych rozwazan. Réwnanie to —
nie zawierajace juz czasu — nazwiemy stacjonarnym réwnaniem Schrédingera i zapiszemy nieco
og0lniej, w postaci

H () = E (D), (2.56)

gdzie dla pojedynczej czastki hamiltonian H dany jest wzorem (2.25). Rownanie (2.56) jest o tyle
ogolniejsze od (2.53b), ze rowniez dopuszcza hamiltoniany inne niz ten wlasciwy dla jednej czast-
ki. Zauwazmy, ze stacjonarne rownanie Schrodingera (2.56) ma postac¢ zagadnienia wlasnego dla
operatora H. Aby lepiej je zrozumieé i oswoié sie z uzyciem operatoréw, nastepny rozdzial po-
$wiecimy omoéwieniu narzedzi matematycznych koniecznych do dalszych studiow nad mechanika
kwantows.

Stacjonarne rownanie Schrodingera jest niemal tak samo wazne jak réwnanie pelne (2.6).
Wynika to stad, ze dla uktadu zachowawczego (czyli takiego, w ktorym energia potencjalna nie
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zalezy od czasu), separacja (2.50) jest zawsze mozliwa. Wtedy pelna funkcja falowa ma postaé
(2.55) i rozwiazanie pelnego réwnania Schrodingera redukuje sie do réwnania stacjonarnego.
Dlatego tez kwestiom zwiazanym z rozwigzywaniem stacjonarnego réwnania Schrodingera po-
Swiecimy najwiecej uwagi.

Poniewaz (zazwyczaj) dopuszczalne energie tworza zbior { E), } wiec i dopuszczalne (fizycznie
sensowne) funkcje falowe stanowia pewna rodzine funkcyjna. Moze tak sie zdarzy¢, ze dla pew-
nych wartosci F,, istnieje kilka funkcji i (¥) spetiajacych rownanie (2.53b). Moéwimy wowczas,
ze energia E jest zdegenerowana. Gorny indeks i, przebiegajacy zbior {1,2,...,g,} numeru-
je funkcje falowe odpowiadajace jednej i tej samej energii E,, a liczbe ¢, nazywamy stopniem
degeneracji danej wartosci energii. Jesli zas danej wartosci energii odpowiada tylko jedna funk-
cja ¢(r) to méwimy, ze energia E jest niezdegenerowana i gorny indeks i,, = 1 jest zbyteczny,
wiec zwykle go wtedy pomijamy. Ogolne rozwiazanie rownania Schrodingera jest wiec (na mocy
zasady superpozycji) kombinacja liniowa

= 2 in i (= 1By, i
w(rvt) - Z Z ann gpn"(r) exXp [_T(t - tO):| ’ ann € (Cv (257)

n oip=1

ktora trzeba (cho¢ bywa to nieproste) odpowiednio unormowac.

Poczynione tu uwagi nie sa ani w pelni Sciste, ani wyczerpujace. Sa one jednak potrzebne po
to, aby méc rozpoczaé rozwiazywanie prostych przykladow stacjonarnego réwnania Schrodingera.
W nastepnych rozdziatach, po wprowadzeniu odpowiednich narzedzi matematycznych, wrécimy
do szczegotowej dyskusji, naszkicowanych tu skrétowo, kwestii zwigzanych z wlasnosciami réw-
nania Schrodingera i jego fizycznie dopuszczalnych rozwiazan.

2.4.2 Czastka swobodna

Uzasadniajac rownanie Schrodingera dla czastki swobodnej postuzyliSmy sie pojeciem pakietu
falowego — superpozycji fal ptaskich. Przyjmujac réwnanie Schrodingera jako postulat teorii po-
kazemy teraz, ze fale ptaskie (mimo pewnych trudnosci interpretacyjnych, ktore takze omowimy)
sa rzeczywidcie rozwiazaniami. Dla prostoty rachunkéw rozwazymy problem jednowymiarowy.
Uogdlnienie do trzech wymiar6w nie powinno by¢ trudne, a chcemy uniknaé bardziej ztozonej
notacji. Bedziemy omawia¢ czastke (bezspinowa, o masie m) swobodna, nie oddziatujaca z ni-
czym. Oczywidcie jej energia potencjalna jest trywialna

V(z) = 0. (2.58)

Nie wprowadzamy tu a priori zadnych ograniczenn wspotrzednej x, a wiec przyjmujemy, ze x € R
(rozwazamy czastke w calej przestrzeni).
Funkcje falowa czastki opisuje pelne (jednowymiarowe) réwnanie Schrodingera
0 h? 92

pr P(z,t). (2.59)

Jak wiemy, rownanie to separuje sie, wiec

1Bt
U(x,t) = ¢(x) exp (— 7) (2.60)
gdzie E jest energia czastki, za$ funkcja ¢(x) spelnia stacjonarne rownanie Schrodingera
n?  d?
-— — = F . 2.61
5 6le) = Eol) (261)
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Wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujace oznaczenia

E = hw, ,/ Y e Ry, (2.62)

za pomoca ktorych zapiszemy rownanie (2.61) w postaci

d? 9
T3 0(@) + ko) = 0. (263)

Jest to dobrze znane réwnanie (tzw. rownanie typu oscylatora harmonicznego). Rozwiazaniem
jest kombinacja liniowa

p(x) = Aeh® 4 Be ke, (2.64)
Wobec tego, pelna funkcja falowa (2.60) czastki swobodnej ma postaé
Q/J(l‘,t) — Aeikw—iwt + Be—ilm—iwt’ (2.65)

gdzie skorzystaliSmy z oznaczen (2.62). Podstawienie tej funkcji falowej do rownania Schrodingera
(2.59) prowadzi do zwiazku dyspersyjnego
hk?

= _—. 2
w o (2.66)

Postulat de Broglie’a méwi, ze ped czastki p = hk, zatem energia

2
E = hw = 2. (2.67)
2m
Energie F identyfikujemy wiec z energia kinetyczng czastki. Energia F jest dodatnia, co ttumaczy
czemu w (2.62) napisalismy k € Ry (ogolnie rzecz biorac k mogloby by¢ liczba zespolona).
Funkcja falowa 1 (z,t) jest wiec ztozona z dwoch fal ptaskich rozchodzacych sie w przeciw-
nych kierunkach z predkoscig fazowa vy = w/k. Aby lepiej zrozumie¢ sens fizyczny uzyskanego
rozwigzania rownania Schrodingera obliczmy gestos¢ prawdopodobienistwa

. . . 2
plat) = [, = |(Ae™ + Be™) e |
— }Aezkx + Befikx 2
= AP + [BP + (A"Be¥ht 4 AB* ). (2.68)

Gestos¢ pradu prawdopodobienstwa obliczamy adaptujac do jednego wymiaru wyrazenie (2.44).
Otrzymujemy wiec

h do(x) d¢*(x) )
_ N 2.
Hot) = g (67(@) S~ o) ), (269
bowiem czynnik wyktadniczy z czasem sie skraca. I dalej, z (2.64) dostajemy
_ h * —ikx * ikx : ikx —ikx
J(z,t) = I KA e + Be )(zk:) (Ae — Be )
(A ez’kx + Befz'k:c> (_ ’L]C) (A* efz'k:c _ B ezkx)}
hk
= — (AP - |BP). 2.70
— (AP - 1B1) (2.70)

Warto tu zwrécié uwage na nastepujace sprawy.
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e Wyrazenie dla p(z,t) zawiera ewidentny czton interferencyjny. Dwie fale (przeciwbiezne)
o tej samej czestosci sa spdjne, wiec moga interferowaé tworzac fale stojaca. Najlepiej to
widaé, jesli potozymy A = B. Wtedy

plz,t) = 2 |AP + |A] (e—%’m + e%'m) = 2 |A|? cos (2kz) (2.71)

co istotnie przedstawia fale stojaca.

e Fala e¢**=%t o amplitudzie A biegnie z lewa na prawo (w kierunku rosngcych ), na co

wskazuje pierwszy sktadnik (dodatni) w pradzie prawdopodobietistwa. Fala e~#*=%t ¢

amplitudzie B biegnie za$ z prawa na lewo (w kierunku malejacych ).

Fale plaskie

Wracamy do dyskusji funkcji falowej (2.64). Jezeli nie ma jakichs, narzuconych z zewnatrz po-
wodow, rozsadnie jest rozwazaé dwie fale oddzielnie

e A#0 1 B=0 = J>0 - fala biegnaca w prawo;

e A=01 B#0 = J <0 - fala biegnaca w lewo.
Do tej pory przyjmowalismy, ze k dane w (2.62) jest dodatnie i fale biegnace w przeciwnych
kierunkach rozréznialiémy po znaku stojacym w wyktadniku. Aby moc wygodnie dyskutowaé
fale biegnace i w lewo i w prawo dopusémy, ze k € R (obojga znakéw). Oba powyzsze przypadki
mozemy teraz zapisa¢ jednym wzorem

Y(z,t) = C exp(ikr — iwt), (2.72)

gdzie E = hw, k? = 2muw/h, a takze
kh
plw1) = |CP, st = Miop. (2.73)

Warto$é parametru k okresla wiec wartosci pedu i energii czastki, za$ znak k pozwala identyfi-
kowa¢ fale biegnace w prawo (k> 0) i w lewo (k < 0).

Klasyczna predkosé czastki (o watpliwym sensie w mechanice kwantowej) wynosi vy =
p/m = hk/m. Moéwimy o tym, aby zestawi¢ vy z predkosciami charakteryzujacymi fale. Fala
zwigzana z czastka ma predkosé fazows

w hw E p? D Ukl
v k hk P 2mp 2m 2 ( )
Natomiast jej predkosé¢ grupowa wynika ze zwiazku dyspersyjnego (2.66)
dw(k) d ([ hk? hk
K dk dk <2m> m M (2.75)

Widzimy wiec, ze na gruncie mechaniki kwantowej, gdzie czastke opisuje funkcja falowa, kon-
cepcja predkosci czastki (w $cistym, klasycznym znaczeniu) jest rzeczywiscie watpliwa. Znacznie
bezpieczniej jest mowié o pedzie czastki.

Zauwazmy, ze z postaci gestosci p(x,t) danej czy to w (2.68) czy w (2.73) wynika problem
z normowaniem funkeji falowej. Widzimy, ze [dz p(z,t) obliczana na calej osi jest rozbiezna,
i nie moze by¢ skojarzona z prawdopodobienstwem. Fale ptaskie nie moga wiec przedstawiaé
dopuszczalnych fizycznie stanéw czastki i tym samym sprawiaja ktopot natury interpretacyjne;j.
Warto sobie zdaé¢ sprawe, ze fale ptaskie w nieograniczonej przestrzeni sg takze ktopotliwe w
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zwyklych zagadnieniach fizyki klasycznej. Jednym ze sposobow, i to chyba najbardziej eleganc-
kim,unikniecia ktopotéow "normalizacyjnych" jest konsekwentny opis czastek za pomoca pakietow
falowych. Przyktad takiego opisu zamieszczony jest w Uzupetnieniach.

Inny sposoéb polega na zmianie interpretacji. Laczac wzory (2.73) i (2.75) dostajemy J(z,t) =
v |C|? = vip(x, t). Wyrazenie to przypomina klasyczna formute dla gestosci pradu elektrycznego
j)q = pgV zwiazanego z tadunkami elektrycznymi o gestosci p, poruszajacymi si¢ z predkoscia V.
Analogia ta pozwala interpretowaé fale ptaskie jako fale odpowiadajace ciagtemu strumieniowi
czastek. Amplituda |C|? jest wtedy miara gestosci strumienia czastek — tego ile czastek zawiera sie
w jednostce objetosci strumienia. Mozna wykazaé (cho¢ nie jest to wcale proste), ze uzyskane w
ten sposob przewidywania fizyczne sa identyczne z przewidywaniami otrzymanymi dla pakietow
falowych.

Mimo oméwionych probleméw interpretacyjnych fale ptaskie typu (2.72) bywaja pozytecz-
nym, bo matematycznie prostym, narzedziem w wielu zagadnieniach mechaniki kwantowej. Przy
postugiwaniu sie nimi nalezy jednak wykazaé¢ sie spora doza ostroznosci. Problem w tym, ze
fale ptaskie sg nienormowalne. Nazywanie ich funkcjami falowymi wydaje sie wiec byé¢ pewnym
naduzyciem terminologicznym (niestety do$¢ czestym). Do dyskusji tych probleméw wrocimy raz
jeszcze po wprowadzeniu pojeé reprezentacji polozeniowej i pedowej.

2.4.3 Stany zwiazane i rozproszeniowe

Prowadzac dalsza dyskusje pozostajemy przy bezspinowej czastce poruszajacej sie w pewnym
polu tak, ze jej energia potencjalna nie zalezy od czasu. Rozwiazania réwnania Schrodingera
maja postac sfaktoryzowana (2.55), przy czym funkcja ¢(r) spelnia réwnanie stacjonarne (2.53b).
Oczywiste jest, ze warto$¢ E catkowitej energii czastki determinuje charakter rozwigzari. Zaldézmy,
ze energia potencjalna V(r) zmienia si¢ w granicach

Vmin < V(F) < Vmax- (276)

Energia catkowita czastki jest suma energii kinetycznej (dodatniej) i potencjalnej. Oczywiscie
wiec E > V. Rozwiazania réownania Schrodingera dla E < Vi, sa niemozliwe (niefizyczne).
Pozostajg wiec do rozwazenia dwa przypadki

(i) Viin < E < Viaz, (2.77a)
(ii) E > Vi (2.77b)

Te dwie sytuacje sa zasadniczo rozne. Scharakteryzujemy je bez podawania $cistych dowodéw
matematycznych.

ad (i) Rozwiazania rownania Schrodingera odpowiadajace energiom E < V4, nazwiemy
stanami zwigzanymi. Nazwa ta bierze sie z mechaniki klasycznej, gdzie ruch czastki jest
w takim przypadku ograniczony. Stany zwiazane odpowiadaja normowalnym funkcjom
falowym (znikajacym przy duzych |r], patrz (2.35)). Funkcje te odpowiadaja z kolei
energiom, ktore tworza zbior dyskretny. Tylko pewne energie z przedziatu (Viin, Vinaz)
prowadzg do fizycznie sensownych rozwigzan réwnania Schrodingera. Stany zwigzane
maja wiec skwantowane poziomy energetyczne.

ad (ii) Gdy energia calkowita czastki E > V., wowczas dozwolone rozwiazania roéwnania
Schrodingera sa mozliwe dla dowolnych energii. Innymi stowy, dozwolone energie (wiek-
sze Niz Vipae ) tworza zbior ciagly. W tym przypadku rozwigzaniami rownania Schrodin-
gera sa funkcje nienormowalne, ktore dla |F| — oo zachowuja sie jak fale ptaskie. Stany
takie nazywamy rozproszeniowymi, poniewaz w przypadku klasycznym ruch czastki
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bylby nieograniczony i odpowiadaltby, przy |f| — oo, czastce swobodnej, ktora ulega
rozpraszaniu na potencjale V' (r). Konsekwentne stosowanie pakietow falowych pozwa-
la ominaé¢ problemy zwigzane z funkcjami nienormowalnymi. Niestety jest to znacznie
bardziej zlozone matematycznie. W praktyce, przy dyskusji standéw rozproszeniowych,
postugujemy sie falami ptaskimi, reinterpretujac ich amplitudy jako miary gestosci
strumienia czastek.

Na zakoriczenie ogélnej dyskusji stanéw zwigzanych i rozproszeniowych zwréémy uwage, ze war-
tosci Vinin 1 Vinae nie musza byé skoniczone, co oméwimy na przyktadach.

e Nieskoriczona jednowymiarowa jama potencjatu okreslona jest za pomoca potencjatu

0 dl
V) = { alz <a, (2.78)
+ 00, dla|z| > a.

Ruch czastki mozliwy jest jedynie w obszarze |x| < a, bo energia calkowita nie moze
by¢ nieskoriczona. Funkcja falowa poza obszarem |z| < a znika. Wewnatrz tego obszaru
spodziewamy sie stanéw zwiazanych opisanych normowalnymi funkcjami falowymi, Energie
tych stanéw beda skwantowane — tworza dyskretny zbiér wartosci i leza w przedziale 0 <
E < Ve = +00.

e Jednowymiarowa skoriczona jama potencjatu odpowiada przyktadowo energii potencjalne;j

0, dl
Viz) = » dlafe] <a, (2.79)
Vo, dla |z| > a przy czym Vy > 0.

W tym przypadku Vm = 0 oraz Ve, = Vo, mamy wiec dwie mozliwe sytuacje. Dla
energii catkowitych 0 < FE < Vj oczekujemy, ze w jamie beda stany zwiazane odpo-
wiadajace skwantowanym (dyskretnym) poziomom energetycznym. Natomiast dla ener-
gii E > Vipae = Vp spodziewamy sie stanéw rozproszeniowych o dowolnych (dodatnich)
energiach, ktore daleko od jamy (tj. dla |z| > a) zachowuja sie jak fale plaskie.

e Energia potencjalna jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m i czestosci w
dana jest wzorem

Vose(x) = %mwzxz, (2.80)

wiec Vipin = 0 za§ Ve = +00. Energie oscylatora leza wiec w przedziale (0, 00). Oczeku-
jemy jedynie stanéw zwigzanych odpowiadajacych dyskretnym energiom. Dozwolone po-
ziomy energetyczne oscylatora sa skwantowane.

e W atomie wodoru proton i elektron oddzialuja coulombowsko. Energia potencjalna elek-
tronu wynosi

¢

V() = - ———, 2.81
() yr—r (2.81)
a wiec Vi — —00, natomiast Vie, = 0. Dla energii £ < 0 spodziewamy sie¢ stanow
zwiazanych. Jest to intuicyjnie zrozumiate, bowiem aby zjonizowaé¢ atom trzeba elektronowi
dostarczy¢ energie niezbedna do "zerwania" wiazania. Jesli za$ energia elektronu E > 0
to oczekujemy standéw rozproszeniowych. Swobodny elektron moze ulec rozproszeniu na

protonie i po oddzialywaniu ponownie by¢ swobodny.

Wszystkie z tych przykladow sa przedmiotem szczegdtowej dyskusji w dalszych rozdziatach lub
w Uzupetnieniach.
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2.4.4 Warunki ciggtosci dla funkcji falowych

Jak juz wspominali$émy, funkcja falowa powinna by¢ ciagla, zapewnia to bowiem, Ze nie moga
zachodzi¢ procesy anihilacji i kreacji czastek. Prawo ciaglosci prawdopodobieristwa (2.47) wyma-
ga ponadto, aby i prad prawdopodobienistwa byt ciagly. Skoro p nie doznaje skoku, to rowniez
i prad J powinien by¢ ciagly. Z okreslenia (2.44) wynika wiec, ze funkcja falowa powinna by¢
ciagta wraz z przestrzennymi pochodnymi pierwszego rzedu.

Powyzsze warunki ciagtosci dla funkcji falowych obowiazuja w przypadku gdy energia po-
tencjalna czgstki jest ciggta, co ma miejsce w realnych sytuacjach fizycznych. Czasami jednak
modelujemy rzeczywisto$¢ nieciagla energia potencjalna (jak na przyktad w (2.78) i (2.79). Jeze-
li skok potencjatu jest skoniczony, wowczas zadanie ciaglosci funkceji falowej wraz z pochodnymi
pozostaje w mocy.

Jezeli natomiast w pewnym obszarze mamy V = oo, to obszar ten jest dla czastki niedostepny
(energia czastki nie moze by¢ nieskoniczona). Prawdopodobienstwo znalezienia czastki w takim
obszarze jest tozsamosciowo réwne zeru, wiec i funkcja falowa musi w nim znikaé¢. Wobec tego na
granicach obszaru dostepnego dla czastki gestos¢ prawdopodobienstwa, ktéra musi by¢ ciagta,
powinna spada¢ do zera. A wiec na brzegu dostepnego dla czastki obszaru mamy |5y = 0.
Skoro wiec funkcja falowa znika na brzegu, to réwniez znika tam prad J. Wewnatrz obszaru mamy
J # 0, na brzegu i na zewnatrz J = 0. Z faktow tych nie wynika jednak, ze na granicy dostepnego
obszaru pochodne przestrzenne funkcji falowej powinny by¢ ciagte. A zatem w punktach, gdzie
energia potencjalna doznaje skoku nieskoriczonego, zadamy ciagtosci (czyli zerowania sie) tylko
funkcji falowej.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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