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Rozdziat 10

Zupelny zbiér obserwabli komutujacych

10.1 Twierdzenia matematyczne

Lemat 10.1 Jesli dwa operatory AiB komutuyq i jesli | ) jest stanem wlasnym A, to wektor
|y') = B| W) jest takze stanem wtasnym A odpowiadajacym tej samej wartosci wtasnej.

Alg) = Alv) - .
{ [4, B] =0 } = {ABlv) = A(Blv) }- (10.1)

Dowd6d. Bezposrednio z zalozeni, przez prosty rachunek
A(Bly)) = AB|y) = BAly) = BAlv) = A(B|v)), (10.2)

gdzie w drugiej réwnosci skorzystaliSmy z komutacji operatoréow AiB m
Zwr6émy tu uwage na dwa mozliwe przypadki.

e Wartos¢ wlasna A jest niezdegenerowana. Wowczas |1) jest jedynym wektorem wlasnym.
Skoro B|1)) jest tez wektorem wlasnym (przy tej samej wartosci wlasnej) to musi byé
proporcjonalny do |1 ), to znaczy

Bly) = plv). (10.3)

A wiec w tym wypadku wektor |1 ) jest takze stanem wtasnym operatora B.

e Wartos¢ wlasna A jest zdegenerowana, wiec w przestrzeni ‘H odpowiada jej podprzestrzen
H» o wymiarze gy > 1. Wektor E| 1) odpowiada tej samej wartosci wlasnej, a wiec musi
leze¢ w podprzestrzeni ‘Hy. Jedyne co mozemy stwierdzi¢ to, ze

Podprzestrzen H) rozpieta
przez wektory wlasne A

- B
A — zdegenerowana - V)€ odpowiadajace zdegenerowanej

. (10.4)

wartosci wlasnej \ operatora A

Dzialanie B na wektor wlasny |1) € H) operatora A nie wyprowadza go poza te¢ pod-
przestrzen. Méwimy, ze podprzestrzen H ) jest inwariantna wzgledem B.

Lemat 10.2 Jesli dwie obserwable A i B komutujq i jesli |1 ) oraz |12) sq¢ dwoma wektorami
wtasnymi A nalezgcymi do réznych wartosci wtasnych, to element macierzowy (11 | B |9 ) jest
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ZEerem
AB = BA
Alr) = M) 5
. B = 0. 10.5
Ala) = Ao|¥2) = lBl%) (105)
A1 # Ao

Dowo6d. Na mocy poprzedniego twierdzenia, z komutacji operatoréw AiB wynika, ze B |9 )
jest wektorem wlasnym A nalezacym do wartosci wlasnej Ao. Wektory wlasne operatora A od-
powiadajace Ao sa ortogonalne do wektoréw wilasnych nalezacych do Aq. Stad teza. m

Twierdzenie 10.1 Jesli dwie obserwable komutujg, to w przestrzeni standw mozna skonstruowaé
baze ortonormalng wspolng dla obu obserwabli.

Uzasadnienie. Przedstawimy tu intuicyjne rozwazania, a nie w pelni $cisty dowod. Zatézmy,
dla uproszczenia, ze operator A ma widmo dyskretne, a wiec

Alul) = ap|ul) (10.6)

gdzie n = 1,2,... , oraz i = 1,2,...,9, (gn jest stopniem degeneracji wartosci wlasnej ay,).
Poniewaz A jest obserwabla, wiec wektory | u?, ) tworza baze ortonormalng w przestrzeni stanow

H. Zbiory wektorow {|uj, ) }i=12,.. 4, dla kolejnych n rozpinajg podprzestrzenie Hn, na ktore jest

podzielona cala przestrzen standéw. Wiemy, ze operator B komutujacy z A dziatajac na wektory

" "

z H,, nie ""wychodzi"’ z niej,

BH, €Hy,. (10.7)
Wiemy takze z poprzedniego lematu, ze

(ul |B|ul) = 0, dla m # n. (10.8)
Gdy jednak m = n to relacja ta juz na og6t nie jest spelniona. Oznacza to, ze macierz reprezen-
tujaca operator B ma ksztalt blokowy

Hi| Ho |Ha| ......

M

Hs

(10.9)

Zaznaczone bloki sg podmacierzami kwadratowymi o wymiarze g, X ¢,. Bloki numerowane in-
deksem n mogg oczywiscie mie¢ rézne rozmiary. Mamy teraz dwa przypadki.

Wartos$é¢ wlasna a,, jest niezdegenerowana, dim H = 1 (indeks gorny przy |u’ ) jest zbytecz-
ny). Odpowiedni blok w macierzy obserwabli B jest wymiaru 1 x 1. Wektor wlasny obserwabli
A jest jednocze$nie wektorem wtasnym obserwabli B, tak samo jak w (10.3).

Drugi przypadek zachodzi, gdy warto$¢ wlasna a,, jest g,-krotnie zdegenerowana. Blok w
macierzy (10.9) ma wymiar g, X g,. Wektory |u ) rozpinajace podprzestrzeri M, sa wektorami
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wlasnymi obserwabli A, lecz na ogé? nie sa wektorami wlasnymi B. Utworzmy wektor |1, ) € H,
jako dowolng kombinacje wektoréw rozpinajacych te podprzestrzen. Dziatanie operatora A na

|1y, ) to (por. (3.49)

gn gn
Algn) = A(Z Ci\u§;>> = D ciAluy)

i=1 i=1

9n ) gn )

ch-an|u§1> = ap <ch|u%>> = ap |Yn), (10.10)
i=1 i=1

nie zmienia tej kombinacji poza przemnozeniem przez liczbe. Oznacza to, ze w podprzestrzeni
‘H,, dzialanie operatora A mozna przedstawi¢ jako anl,, gdzie I, jest macierza jednostkows

" " do podprzestrzeni H,,. Innymi stowy, dowolny wektor z H,, jest wektorem wlasnym

obcieta
A. Jakkolwiek wybierzemy baze (ortonormalna) w H,, to zbudowany z niej wektor zawsze bedzie
stanem wlasnym A naleiadcym do wartosci wtasnej a,. Wnioskujemy WiQC ze w podprzestrzeni
H,, rozpietej przez {|u;, )}iz1,2,..g, Mozna wybrac i inng baze. Operator B dzialajac na wektor z
‘H,, nie wyprowadza go z tej podprzestrzeni. Operator B jest hermitowski, a wiec rozwazajac jego

"obciecie" do podprzestrzeni H,, 5twierdzamy, ze mozna do zdiagonalizowaé. A zatem, mozemy

w H,, znalez¢ baze (ortonormalna) {| ¢%, ) }iz1.2

1Lty

gn»> Z10Z0ng z wektorow wlasnych obserwabli B

Blgh) = b |¢h). (10.11)

n

Kazdy | %, ) € H, jest jakas kombinacja liniowa
(10.10) stwierdzamy, ze kazdy | ¢’ ) jest nadal wektorem wtasnym A odpowiadajacym wartosci

starej bazy"’ {| u! >}Z 1,2,....9n- Na mocy relacji

wtasnej a,,. Postepowanie to mozemy zastosowaé w kazdej z podprzestrzeni H,,. Tak skonstruowa-
ne wektory | ¢! ) dla kolejnych n i odpowiadajacych im i = 1,2,...,g, sa wektorami wlasnymi
zaréwno obserwabli A jak i B, a takze stanowia baze ortonormalna w catej przestrzeni H. Pod-
sumowujac stwierdzamy

e Przestrzen ‘H dzielimy na podprzestrzenie H,, — podprzestrzenie wlasne obserwabli A od-
powiadajace warto$ciom wlasnym a,,.

e Kazda z podprzestrzeni H,, jest inwariantna wzgledem obserwabli B komutujacej z AW
‘H,, znajdujemy baze ztozona z wektoréw wtasnych B.

e Tak podzielony zbiér wektorow {|¢? )} dlan =1,2,...;i=1,2,...,g, jest baza ortonor-
malng w ‘H zlozong z wektoré6w wlasnych wspoélnych dla obserwabli AiB.

Tak wiec twierdzenie jest uzasadnione. B

n)

obserwabli B w H,, sa niezdegenerowane. Zaltozenie to upraszcza rozwazania, ale nie jest koniecz-

Zwr6¢émy uwage, ze uzasadniajac twierdzenie milczaco przyjeliSmy, ze wartosci wlasne bz(

ne, bo zawsze mozna w H,, znalez¢ baze zlozona z wektorow wlasnych B, bedacych jednoczesnie
wektorami wlasnymi A. Bloki w mamerzy (10.9) wynikaja z podziatu na podprzestrzenie przez
operator A. Jesli wartosci wlasne B w H, sa zdegenerowane to wowczas kazdy z blokow bedzie
podzielony na podbloki, niekoniecznie o rozmiarze 1x 1. Dlatego tez dla komutujacych obserwabli
A i B bedziemy pisali

A ’ (Pizp> = Gan ‘ SO’Zer> (10123)

Blew) = bolen)- (10.12b)
Indeksy n i p rozrozniaja wartosci wlasne obu obserwabli. Mozemy powiedzieé¢, ze indeks n
numeruje bloki (wynikle z degeneracji wartosci wtasnej ay), indeks p numeruje podbloki dla

danego n. Gorny indeks ¢ jest potrzebny jesli podbloki maja wymiar wickszy niz 1 x 1, tj. gdy
wartosci wlasne B sg nadal zdegenerowane.
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Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne. Jezeli dwie obserwable majg wspdlng baze
wektorow wtasnych to obserwable te komutujg. Dowdd mozna przeprowadzié przez odwrdcenie
kolejnosci rozwazarn.

Czasami mamy do czynienia z zagadnieniem wtasnym obserwabli C, ktora jest suma dwbch
innych obserwabli komutujacych, tj.

C = A+ B, przy czym [fl, E} = 0. (10.13)

Jesli znajdziemy zbior | <p£LP> — wspélna baze dla A i B, to problem dla C' jest automatycznie

rozwiazany. Wektor ]cp%) w oczywisty sposob jest stanem wlasnym C:

Clehy) = (an + by)l¢h,). (10.14)

Fakt, ze {] goflp )} stanowia baze jest wazny. Stad bowiem wynika, ze liczby ¢, = ay, + by

wyczerpuja zbidr wartosci wlasnych obserwabli C.

10.2 Zupelny zbiér obserwabli komutujacych (ZZOK)

Jesli mamy obserwable Ao niezdegenerowanych wartosciach wtasnych to wektory wtasne {uy}
tworza baze w przestrzeni stanéw. Podprzestrzenie H,, sa jednowymiarowe i sa wyznaczone jed-
noznacznie. Méwimy, ze operator A stanowi (jednoelementowy) zupelny zbiér obserwabli komu-
tujacych (ZZOK).

Jezeli wartosci wlasne A sa zdegenerowane (wszystkie, czy tylko niektore) to pewne pod-
przestrzenie ‘H,, sa wiecej niz jednowymiarowe. W tych podprzestrzeniach mozna wybraé baze
w sposéb dowolny. Wartosci wlasne a,, nie wystarczajg wiec do jednoznacznego okreslenia bazy
w calej przestrzeni. Aby wyznaczy¢ baze w sposéb jednoznaczny potrzebujemy jakichs dodatko-
wych informacji. W tym celu wybieramy obserwable B komutujaca z Ai konstruujemy wspo6lna
baze. Jesli problem niejednoznacznosci zostanie w ten sposéb usuniety, to zbior {A B} stano-
wi ZZOK. Jednoznacznie wyznaczona baza {| ¢p, )} odpowiada wartosciom wlasnym {a,, b,}.
Wystarczy jesli B w podprzestrzeniach wyznaczonych przez A bedzie mie¢ niezdegenerowane
wartosci wlasne. Zwrdéémy jednak uwage, ze nie wszystkie wartosci wiasne B musza by¢ niezde-
generowane. Wektory | @ny ) 1| @ms ) z dwoch réznych podprzestrzeni H,, i H,, moga odpowiadac
tym samym wartosciom witasnym B (cho¢ odpowiadaja roznym wartosciom wlasnym: a, # ap,
obserwabli A) Co wiecej, gdyby wszystkie wartodci wlasne B byly niezdegenerowane to operator
B sam z siebie stanowitby ZZOK.

Moze si¢ tak zdarzy¢, ze dla pary wartodci wlasnych a, i b, istnieje kilka wektorow wta-
snych (macierz (10.9) ma w klatkach podklatki o wymiarze wiekszym niz 1 x 1). Wobec tego
musimy kontynuowaé proces jednoznacznego wyznaczania bazy. Dobieramy trzecig obserwable
C komutujaca zaréwno z Ajakiz B

[C,A] = [C, B] = [4, B] = 0. (10.15)

Jesli wartosciom wlasnym a,, i b, odpowiada jeden wspolny wektor wasny A1 B, to z koniecznosci
(ze wzgledu na relacje (10.15)) jest to takze wektor wlasny obserwabli C. Wynika to oczywiscie
z pierwszego lematu (10.1).

Jesli warto$ciom wlasnym a,, i b, odpowiada podprzestrzen H,;, o wymiarze wigkszym niz
1, to mozemy wybra¢ baze wspolna dla trzech obserwabli A, B i C. Woéwczas trzy wartosci
wlasne a,, b, i ¢, wyznaczaja wektory wilasne | pps ). Jesli w ten sposob zbudowana baza jest
juz okreslona w pelni jednoznacznie to obserwable {fl, B, C } stanowia ZZOK.
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W razie potrzeby (nadal brak pelnej jednoznacznosci) kontynuujemy proces, dobierajac ob-
serwable D komutujaca z trzema poprzednimi.
Podsumowujac méwimy, ze zbiér obserwabli {fl, B, C,.. .} stanowia zupelny zbiér obser-
wabli komutujacych (ZZOK), jesli
e wszystkie obserwable komutuja parami;
e okredlenie wartosci wtasnych wszystkich tych operatoréw wyznacza jednoznacznie zbior
wektorow wlasnych tworzacych baze (ortonormalna) w przestrzeni stanow.

Rownowaznie mozemy powiedzieé¢, ze zbiér obserwabli {fl B, C,.. .} jest zupelym zbio-
rem obserwabli komutujacych, jezeli istnieje jednoznacznie okreslona baza, ktérej wektory sa
wspOlnymi wektorami wlasnymi wszystkich tych obserwabli jednoczesnie.

Nalezy zdawaé sobie sprawe, ze wybor ZZOK dla danego uktadu fizycznego na ogoét nie jest
jednoznaczny. Kierujemy sie zazwyczaj wygoda lub tez sensem fizycznym obserwabli, wybierajac
je tak, aby jak najprosciej interpretowaé¢ wyniki.

10.3 Uwagi praktyczne

W praktycznych zastosowaniach interesuje nas oczywiscie minimalny ZZOK. Jesli taki zbuduje-
my, to zawsze mozna go rozszerzy¢ dobierajac obserwable komutujaca z pozostatymi. To jednak
nie wnosi niczego pozytecznego.

Niech wiec (dla przyktadu) trzy operatory (obserwable) A, B oraz C tworza ZZOK. Wobec
tego, z zalozenia komutuja parami

[A, B] = [B,C] = [C, A] = 0. (10.16)
Jak wiemy, operatory te maja wspoélny zbior wektoréow wlasnych

Aldnps) = an|bups), an € R, nenN, (10.17a)

f:; | Gps) = bp | dups ) by €R, pEP, (10.17Db)

Clénps) = ¢s|bnps), cs € R, s€S, (10.17¢)

Omawiajac zagadnienie w ogélnym kontekscie, musimy pamietaé, ze zbiory indeksow A, P oraz
S moga by¢ rozne, skoriczone lub nie, jedne takie, a drugie inne. Charakter zbioréw indekséw
zalezy od konkretnego zagadnienia. Wektory {| ¢nps )} tworza (jednoznacznie okreslona) baze w
przestrzeni stanéw, wiec dowolny wektor | ) mozna w sposob jednoznaczny roztozy¢ w bazie

neN peP seS
W praktycznych zadaniach naszym podstawowym celem jest zwykle wyznaczenie bazy {| ¢nps )}
w przestrzeni H, a takze jednego (lub wiecej) sposrod trzech zbiorow wartosci wlasnych {a,,},
{bp} oraz {cs}. Rozwiazanie problemu najczesciej przebiega w nastepujacych krokach.
e Sprawdzamy, czy dany uktad obserwabli stanowi ZZOK. Jesli nie to musimy dobraé¢ obser-
wable tak, aby uzyska¢ ZZOK.
e Dla wybranych obserwabli stanowiacych ZZOK rozwiazujemy zagadnienia wlasne postaci
(10.17).

e 7 otrzymanych wektoréw wtasnych konstruujemy ortonormalng baze w przestrzeni standw.

Przedstawiona procedura jest sformutowana w sposéb abstrakcyjny, za$ praktyczne obliczenia
wykonujemy zwykle w reprezentacji potozeniowej, a wiec wektorami stanu sa wéwczas funkcje
falowe.
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