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Rozdziat 26

(U.5) Zasada nieoznaczonosci

26.1 Pakiet falowy minimalizujacy
zasade nieoznaczonosci

26.1.1 Wyprowadzenie postaci pakietu

Stan kwantowo-mechaniczny (lub funkcja falowa) minimalizujacy zasade nieoznaczonosci speknia
rownanie (5.26)

(A-irB)p(®) = 0, (26.1)

przy czym parametr A € R zadany jest wzorem (5.27).

Rozwazymy teraz pakiet falowy zwiazany z czastka o $rednim polozeniu (x) = a i $rednim
pedzie (p) = b. Ograniczymy sie, dla prostoty rachunkow, do sytuacji jednowymiarowej. A zatem
dokonujemy utozsamienia operatoréw:

A=%—a = z—a, B =p—-b=p-—nb (26.2)
Oczywiscie, zgodnie z (5.11) mamy teraz
ihC = [A, B] = [, p] = ih, (26.3)

wiec C' = 1. Zatem parametr A w relacji (26.1), na to aby zgodnie z (5.27) zminimalizowa¢ zasade
nieoznaczono$ci, przyjmuje wartosé
—h —202(x)

A= o IR (26.4)

Korzystajac wiec z utozsamien (26.2) i majac parametr A, na podstawie (26.1) budujemy row-
nanie dla poszukiwanego pakietu falowego

d
{(m —a)— i\ (—iﬁ— - b)] e(x) = 0. (26.5)
dx
Jest to réwnanie o rozdzielajacych sie zmiennych, ktére mozemy przepisa¢ w postaci
1 , d ()
— |z — Ab| dx = 26.6
Y [ —a+i\b] dx 2(2) (26.6)
Scatkowanie tego réwnania jest trywialne, w wyniku otrzymujemy
L2 i+ 0| = o) (26.7)
;|3 o HiAbe = Inp(x). .
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Odwracajac logarytm i wprowadzajac nowa stata dowolna e© = A piszemy
(26.8)

Pojawiajaca sie w rezultacie catkowania stala dowolng utozsamiamy ze stala normalizacyjna,
ktora bedziemy musieli p6ézniej wyznaczy¢, a na razie mozemy nig manipulowaé¢. W tym celu
przepiszmy powyzsze rOwnanie w postaci

a? ibr  iba ib_a

—m-i- 3 3 + 3 (26.9)

_ 1 2 2
p(x) = A exp l”\ﬁ (ac —an—i—a)

Wtaczajac czlony drugi i piaty do nowej statej normalizacyjnej zapisujemy otrzymany pakiet
falowy jako
(x —a)? b

+ —(x — a)} . (26.10)

olo) = o ep |

Posta¢ taka jest wygodniejsza do dalszej dyskusji, zas A’ to po prostu (nowa) stala normaliza-
cyjna. Zwroéémy uwage, ze uzyskana funkcja falowa ¢(x) ma byé normowalna, a wiec parametr
A musi by¢ ujemny. Szczesliwie tak jest, co wida¢ z relacji (26.4), bowiem dyspersje zawsze sa
dodatnie. Dlatego tez zapiszemy w koncu ¢(z) w postaci

(x —a)® b

+ —(z— a)] ) (26.11)

:A/ B ———
olo) = A exp |- il

Za pomocg warunku normalizacyjnego

/OO dz o(z)* = 1, (26.12)

— 00

musimy obliczy¢ stalag normalizacyjna A’. Przy obliczaniu kwadratu modutu czynnik urojony w
eksponencie wzoru (26.11) znosi sie. Pozostaje do obliczenia catka

o0 z —a)?
L= A [m dz exp [— (IAT)] . (26.13)

Calke te tatwo obliczamy dokonujac zamiany zmiennej calkowania y = (v —a)/+/h|A| 1 wiedzac,
ze [0, dy exp(—y?) = /7. W rezultacie otrzymujemy

AR = — A = <—1 >1/4 (26.14)
IRRVZ2Y[D  \#wAR) '
przy czym w drugiej réwnosci faze dowolng wybraliSmy réwna zeru. Wobec tego mamy
1 \/4 (x —a)® b
= | — -+ —(x - . 26.15
@ = (som) e [ T e (26.15)

Podstawiajac wprowadzone wczesniej oznaczenia, stwierdzamy ze

2mo?

1/4 r—{x))? i
p(z) = (ﬁ) exp [—(405@;) + <;;>(:C—<a:>)]. (26.16)

przedstawia pakiet falowy (funkcje falowa) minimalizujacy zasade nieoznaczonosci. Oczywiscie
powstaje pytanie, jak uzyskany tu pakiet ma si¢ do pakietu dyskutowanego uprzednio (patrz
(23.173) i ((25.1)).
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26.1.2 Dyskusja wynikéw

W poprzednich rozdziatach badaliémy ewolucje czasowa gaussowskiego pakietu falowego, ktory
wyraza sie wzorem

R 0)

va?m (1+ o?t?)

(z — vot)*
2a2(1 + iot)

P(z,t) = (26.17)

)

ezkoxfzwot exp [_

gdzie oznaczenia sg omowione po formule (25.1). Dla pakietu tego obliczyliSmy wartosci oczeki-

wane
(z) = wot, (z*) = %a? <1+02t2)+v8t2,
h2
(p) = hko, (p*) = Pkg+ 55 (26.18)

co oczywiscie pozwala wyznaczy¢ odpowiednie (zalezne od czasu) dyspersje

h2
o}(@) = Ja? (14 0%2), o2(p) = —— (26.19)
Dyspersja polozenia czastki (pakietu) rosnie kwadratowo w czasie, a pedu jest stala. Pakiet
opisuje czastke swobodna (nie oddzialujaca). Zatem nie ma powodu, aby zmianom ulegal ped
czastki. Dlatego fakt, ze o7 (p) = const., wydaje sie by¢ zrozumiaty. Wiemy, ze pakiet rozmywa
si¢ w przestrzeni. Odzwierciedleniem tego jest rosnaca w czasie dyspersja o2 (z).
Iloczyn obu dyspersji wynosi
h2
oA w)t ) = = (1+ %), (26.20)

i dla dostatecznie dlugich czaséw ¢ moze mie¢ dowolnie duza wartosé. Z relacji tej widzimy, ze
minimalizacja zasady nieoznaczonosci moze nastapié¢ jedynie w chwili poczatkowej ¢ = 0. W
chwili tej pakiet (26.17) redukuje sie do

F=0) = — A ehor i 26.21
w(xv - ) m € eXp | — ﬁ ) ( : )
Jednoczesnie z (26.19) mamy o3 (z) = $a?, wigc
1 , 2
Yzt =0) = ——— % exp [— 54] . (26.22)
\/2mod(z) dag (@),

Poniewaz jeszcze ko = (p)/h oraz (x)o = 0, wiec widzimy, ze pakiet p(x) dany w (26.16)
pokrywa sie z powyzszym. Minimalizacja zasady nieoznaczonosci zachodzi w chwili poczatkowej,
a wraz z uplywem czasu "psuje sie" co pokazuje iloczyn dyspersji (26.20).

26.2 Dyskusja doswiadczenia interferencyjnego

Wréémy teraz do doswiadczenia z interferencja czastek. Dyskutujac ja poprzednio stwierdzilismy,
ze nie mozna okredli¢, przez ktora szczeling przejdzie czastka, o ile tylko nie chcemy zniszczyé
obrazu (prazkow) interferencyjnych.

Czastka padajaca na przestone ma ped p = (0, pg, 0). Ulega ona dyfrakcji na jednej ze
szczelin i pada na ekran w punkcie M, patrz rysunek 26.1. A wiec po przejéciu przez szczeline
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czastka ma pewien ped w kierunku poprzecznym, tj. w kierunku osi z. Caltkowity ped musi by¢
zachowany, a wiec przestona absorbuje zmiany pedu

Pl = posiné;, (26.23)

gdzie ¢ = 1, 2 numeruje szczeline przez ktora przeszta czastka. W sytuacji przedstawionej na
rysunku czastki uginaja sie "w gore", zatem przestona doznaje przesuniecia w dot.

P ekran

Rys. 26.1: Przestona P jest na rolkach i moze sie przesuwac w gore lub w dot. Mierzac
jej przesuniecie mozna zmierzy¢ wartosé sktadowej pionowej pedu przekazanego ptycie
w wyniku ugiecia strumienia czastek przechodzacych przez otwory.

Pozwalamy czastkom nadbiegaé¢ pojedynczo i oczekujemy, ze po pewnym czasie na ekranie po-
wstang prazki interferencyjne. Dzieki pomiarom przesunie¢ przestony przy przejéciu kolejnych
czastek mozemy prébowaé okresli¢, przez ktora szczeline przeszta dana czastka. Zwracamy uwage,
ze w tym rozumowaniu musi by¢ jaka§ sprzeczno$é, bowiem wiemy z do$wiadczenia, ze okresle-
nie ktoredy przeszty kolejne czastki powinno niszczy¢ obraz interferencyjny. Nasz blad polega na
tym, ze w powyzszym rozumowaniu przyjelidémy, iz czastki maja nature kwantowo-mechaniczna,
za$ przestone potraktowalismy jako obiekt klasyczny. Przeprowadzimy teraz "’porzadna"’ analize
opisanego eksperymentu.

Aby rozstrzygnaé, przez ktora szczeline przeszta czagstka, btad pomiaru Ap pedu przestony
musi by¢ duzo mniejszy niz réznica pedéw pgg1 i p;(E2 (zeby rozrozmic katy 61 i 62)

Ap < |pV) — pP . (26.24)

Traktujac przestone jako obiekt takze kwantowy, stosujemy do niej zasade nieoznaczonosci. Znoéw
chodzi nam o oszacowania, wiec ponownie poshuzymy sie zasada nieoznaczonosci w intuicyjne;j
postaci (5.34). Szacujemy nieokreslonos¢ jej polozenia
h h
Az > — = . (26.25)

1pt) — p@ |

Z geometrii zagadnienia (patrz rys. 26.1) wynika, ze dla matych katow

— a2 P
sinf; ~ %, sinfly ~ %, (26.26)
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gdzie x to wspolrzedna uderzenia czastki w ekran (punkt M), zas d to odleglos¢ pomiedzy
ekranem a przestona. Poniewaz katy sa mate, na mocy (26.23), mozemy napisac

1p) — p | = polsing; —sinby| ~ pol6y — s
x—a/2 x+a/2 poa
~ _ _ _ 26.27

Ped czastki padajacej po wyrazamy teraz za pomoca postulatu de Broglie’a py = h/\, wobec
czego z oszacowania (26.27) otrzymujemy

ha

|p) — pt (26.28)

Wynik ten podstawiamy do oszacowania (26.25) dla nieokreslonosci potozenia przestony. Otrzy-
mujemy wiec
hAd Ad

~ = (26.29)

Ax > —
o ha a

Z elementarnej teorii interferencji wiemy jednak, ze iloraz Ad/a to nic innego niz odlegtosé¢ pomie-
dzy prazkami interferencyjnymi. Wnioskujemy wiec, ze okreslenie potozenia pionowego przestony
odbywa sie z doktadnodcia gorsza niz odlegtosé¢ prazkéow, co w oczywisty sposéb musi prowadzié
do zupelnego "’ "
Podsumowujac stwierdzamy, ze aby okresli¢ przez ktoéra szczeling przeszta czastka powinien
by¢ spelniony warunek (26.24). Oszacowanie Az w (26.29) uzyskaliSmy przy stabszym ograni-
czeniu, bowiem wzielismy zamiast (26.24) réwnos¢. A wiec ostrzejszy wymog nalozony na Ap
tym bardziej pogorszy Ax — zwiekszy je znacznie ponad oszacowanie (26.29), co tym bardziej
popsuje obraz interferencyjny. Doswiadczenie rozstrzygajace ktoredy przejdzie czastka nie moze
jednoczesnie doprowadzi¢ do powstania obrazu interferencyjnego. I na odwroét, jesli mamy obraz
interferencyjny, to nie mozemy okresli¢, przez ktora szczeline przeszta kolejna czastka.

rozmazania"’ obrazu interferencyjnego.

""Wiedza o tym, ktoredy przeszla czastka niszczy prazki interferencyjne'’.
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