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Rozdziat 40

(U.19) Zaburzenia zalezne od czasu

40.1 Rachunek zaburzen zalezny od czasu

Przedstawimy tu inny, bardziej elegancki cho¢ i bardziej zlozony matematycznie, sposéb przybli-
zonego opisu uktadu fizycznego poddanego zaburzeniu zewnetrznemu. Jak pokazemy, uzyskane
tu wyniki sa (przynajmniej w pierwszym rzedzie) rownowazne rezultatom omoéwionym w gtownej
czescl wykladu.

40.1.1 Omoéwienie problemu

Bedziemy znéw badaé uktad fizyczny opisany zaleznym od czasu réwnaniem Schrédingera
9 S
ih o [ds(t)) = (Ho+ V(1)) [ds(t)), (40.1)

gdzie Hy nazwiemy hamiltonianem swobodnym, zas V(¢) hamiltonianem oddzialywania, albo
po prostu krotko, oddzialywaniem, czy tez zaburzeniem. Oba operatory zapisane sa w obrazie
Schrédingera, czego nie zaznaczamy oddzielnymi indeksami.

Zatozymy od razu, ze znane nam jest rozwiazanie zagadnienia wlasnego dla hamiltonianu
swobodnego

Hol¢a) = E|¢a), (40.2)

gdzie a jest w ogdlnosci multiindeksem, by¢ moze ztozonym z kilku liczb kwantowych. Jezeli
energie Eéo) sa zdegenerowane, to dla réznych a # a’ moze zachodzié E,go) = Eg’))' Stany wtasne
| ¢¢ ) hamiltonianu H, tworza (w odpowiedniej przestrzeni Hilberta) baze ortonormalna i zupelna,
a zatem spelniaja relacje

(¢ald) = dab, > da)(dal = 1. (40.3)

Powyzsze zalozenia stanowia typowy punkt wyjscia do rachunku zaburze.

40.1.2 Przyblizona ewolucja wektora stanu

Sformutowanie problemu, a szczegdlnie postaé (40.1) rownania Schrodingera sugeruje skorzysta-
nie z obrazu oddzialywania, przy czym konicowe wyniki chcieliby$my mie¢ w obrazie Schrodingera
poniewaz jest on "latwiejszy" do interpretacji. Formalne catkowanie réwnania Schréodingera prze-
prowadziliSmy juz w rozdziale 31 gdzie wyraziliSmy stan uktadu w chwili pézniejszej, przez stan
w chwili poczatkowej, na ktoéry dziata skomplikowany operator ewolucji przedstawiony w postaci
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nieskoriczonego szeregu (patrz rownanie (31.88)). Kolejne wyrazy tego szeregu mozemy potrak-
towaé jako kolejne przyblizenia ewolucji wektora opisujacego stan badanego uktadu fizycznego.
A wiec wypisujac jawnie cztony zerowego, pierwszego i drugiego przyblizenia, mozemy napisaé
dla przyblizenia rzedu k-tego

| ® (1)) = Uo(t,to)| ¥ (to) )
+(5) [t Uoe.t) V(tn) Unttnsto) [ tto))

to
1 2
“ (3)

+ ... do czlonu k—tego wlacznie, (40.4)

/tt dtq " dty Uo(t,tl) V(tl) Uo(tl,tg) V(tg) Uo(tg,to) ’@b(to) >

0 to

gdzie wszystkie wyrazenia sg juz brane w obrazie Schrodingera. Wystepujacy tu operator ewolucji
swobodnej jest dany wzorem

Uo(t.to) = exp (— %ﬁo (t— to)) . (40.5)

Sens fizyczny kolejnych wyrazéow omawialiSmy takze w rozdziale 31, nie ma wiec potrzeby po-
wtarzania tej dyskusji. Rozwiazanie rownania Schrodingera zapisane w postaci nieskoniczonego
szeregu jest Sciste, lecz ewidentnie mato przydatne w praktyce. Powstaja wiec nastepujace pyta-
nia. Po pierwsze, kiedy mozna si¢ ograniczy¢ do najnizszego nietrywialnego przyblizenia, tj. do
przyblizenia pierwszego rzedu? Przyblizenie zerowe jest trywialne, bowiem odpowiada brakowi
jakiegokolwiek zaburzenia. I po drugie, w jakich sytuacjach przyblizenia takie beda przydatne?
40.1.3 Prawdopodobienstwo przejscia

Rozwazania ogdlne

Zalozmy, ze stan poczatkowy ukladu mozemy opisaé rozktadem

[9(to)) = Y Calto)] da), przy czym Y [Colto)]* = 1, (40.6)

co zapewnia normowanie stanu poczatkowego. Nastepnie wlaczamy oddzialywanie V(t) Oczeku-
jemy, ze stan uktadu ulegnie zmianie i w chwili p6Zniejszej t > to bedziemy mieé rozktad zupelnie
analogiczny do (20.8), to jest

[p(t)) = > Calt) e B =t/ | 4y (40.7)

ale z innymi amplitudami C,(t) # Cy(to). Pytamy wiec, jak ewoluuja amplitudy C,(t). Odpo-
wiedZ na to pytanie jest prosta, bowiem

(6a | (1)) = Calt) e t=t0)/h, (40.8)

W tym momencie mozemy wykorzystac¢ (40.4). k-te przyblizenie dla amplitudy C,(t) powstaje,
gdy w prawym sktadniku iloczynu skalarnego wykorzystamy k-te przyblizenie | 1) (t) ), to znaczy
gdy napiszemy

CEE) = (o] p® (1)) B t0)/R (40.9)
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Nie bedziemy tu prowadzi¢ dyskusji (bardzo zlozonej) ogdlnego przyblizenia k-tego rzedu. Ogra-
niczymy sie od razu do pierwszego przyblizenia

C@) = B LG | Ug(t to) | (ko))

+ (Zlh) dty (ba | Uo(t, t1) V(t1) Uo(ts, to) W(to))}. (40.10)

Korzystajac z rozkladu poczatkowego (40.6) otrzymujemy

CV(t) = BN IS™ (6| Un(t.to) | 1) Chlto)
b

+ (;)/ dtlz (¢a | Uo(t,t1) V(t1) Uo(tl,to)]qﬁb)Cb(to)}. (40.11)

Zauwazmy teraz, ze operator ewolucji swobodnej dzialajac na stany wtasne swobodnego hamil-
tonianu produkuje

Un(t.to) 6y) = exp |~ Ho(t=t0)| | ) = e B0 0M gy, (40.12)
Analogicznie, z wlasno$ci operatora ewolucji wynika, ze
(GulUofttt) = (6al Ut 1) = (UnltnDéa))! = [ e B0/t )]
— (¢a] B (-0)/h _ e—iE,§°>(t—t1)/h<¢a’ (40.13)

Wobec tego, rownanie (40.11) mozemy zapisa¢ w postaci

et = FI ST SR G, 6) Git)
b

(m)Z dty e B (g V(1) gy ) e B0 G 130.14)

Ortonormalno$é¢ stanéw wtasnych hamiltonianu swobodnego pozwala uprosci¢ pierwszy sktadnik,
a w drugim skracaja si¢ czynniki wyktadnicze. W rezultacie dostajemy

CM(t) = Calto)

+ (171)/ dtlz eE( ) (t1— tO)/h zE( )(tl —to)/h <¢ ‘V(tl)‘¢b>Cb t()) (4015)
1

Oznaczajac wap = (EL(lO) — E(0 )/h, 1 kladac tg = 0 zapisujemy (40.15) w postaci

c(t) = C.(0) + <11h) / dtlz dwatt (6 1T (t1) |y ) Cy(0). (40.16)

Uzyskana formuta jest (z doktadnoscia do oznaczen) identyczna ze wzorem (20.20) otrzymanym
zupelnie inng metoda. Dalsza interpretacja przebiega tak samo jak w gtéwnej czesci wyktadu.

Prawdopodobienstwo przejscia

Przyjmujemy, ze w chwili poczatkowej uktad znajdowat si¢ w stanie | ¢, ) — stanie wlasnym hamil-
tonianu swobodnego (z rozktadu (40.6) mamy wiec Cp(0) = dpp. Wowcezas z (40.16) otrzymujemy
prawdopodobieristwo przejscia |p) — |a)

2

t ) N
PO(a,t|p.to) = /tdtl et (6, |V (t1) | dp) (40.17)
0
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pod wplywem zaburzenia V(t) 7 wyrazenia tego widzimy, ze o ile tylko nie znikaja elementy
macierzowe (¢q | V(t1)| ¢, ), to w chwilach pézniejszych uklad moze znalezé w stanie innym niz
poczatkowy.

Oczywiscie formuta ta jest w pelni zgodna ze wzorem (20.22). Przyblizenie jakiego tu doko-
naliSmy, polega na obcieciu nieskoniczonego szeregu. Jest wiec ono réwnowazne metodom przed-
stawionym w gltéwnej czedci wyktadu. Dalsza dyskusja przebiega wiec tak samo i nie ma juz
potrzeby jej powtarzaé.

40.2 Atom wodoru w zmiennym polu elektrycznym

40.2.1 Wprowadzenie

Rozpatrzymy nastepujaca sytuacje fizyczna. Atom wodoru jest umieszczony pomiedzy oktadkami
kondensatora. Pole elektryczne wewnatrz kondensatora jest zmienne w czasie

- - t2
E(t) = & exp (— —) . (40.18)

Zalezno$é pola od czasu jest typu gaussowskiego. Pole jest znaczaco rézne od zera w przedziale
czasu rzedu kilku czasow charakterystycznych 7. Pole (40.18) jest wiec nieztym modelem dosé
realistycznej sytuacji fizycznej. Atom wodoru (w stanie podstawowym) wprowadzono do konden-
satora w odleglej przesztodci, w chwili g < — 7, a wiec dawno przedtem nim pole 5(15) miato
jakakolwiek istotng wartos¢. Nastepnie, wraz z uptywem czasu, atom poddany byt oddzialywaniu
pola. Jego stan mogt wiec ulec zmianie. Celem naszym jest zbadanie jakie jest prawdopodobien-
stwo znalezienia atomu (w dalekiej przysztosci, dla ¢ > 7) w stanie innym niz podstawowy.
Swobodny atom wodoru pelni oczywiscie role uktadu niezaburzonego. Jego stany wtlasne

energii sa nam dobrze znane. Sa to funkcje falowe

Ynimms (F) = Rnr(1) Yim (0, ¢) X, (40.19)
odpowiadajace energiom niezaburzonym

go - _ B _ 1 0§ (40.20)

p
n? 2a,’
gdzie 8 = ¢*/4ne,, zas a, = h?/uf. Energie Eq(lo) sg 2n’-krotnie zdegenerowane.
Atom wodoru znajdujacy sie w kondensatorze oddzialuje z zewnetrznym polem elektrycz-
nym £ (t). Oddzialywanie to opiszemy zakladajac, ze atom zachowuje sie jak dipol elektryczny
d umieszczony w $rodku masy atomu. Energia oddziatywania dipola atomowego z polem w kon-

densatorze wyraza si¢ wzorem znanym z elektrodynamiki klasycznej

—

V() = —d-E@1). (40.21)

Moment dipolowy atomu wynosi d= gr, zatem wybierajac 0§ z uktadu wspolrzednych prosto-
padle do oktadek kondensatora (wzdtuz linii sit pola) mozemy napisaé

2
V(t) = — grcos6 & exp (— ﬁ) , (40.22)

gdzie 0 jest katem (we wspotrzednych sferycznych) pomiedzy osia z (polem elektrycznym) a wek-
torem r. Energie V() dana powyzej utozsamimy z hamiltonianem oddziatywania (zaburzenia).
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40.2.2 Prawdopodobienstwo przejscia — obliczenia

Interesuje nas prawdopodobienistwo znalezienia atomu wodoru w stanie innym niz poczatkowy
(podstawowy) w chwili ¢ > 7. Oczywistym narzedziem jest rachunek zaburzen zalezny od czasu.
Kwestie jego stosowalnosci przedyskutujemy poézniej. Zaburzenie (40.22) nie jest harmoniczne,
wiec musimy odwolaé¢ sie do ogolnej formuly (20.22), w ktorej trzeba dostosowaé notacje do
aktualnie badanego przypadku. Stanem poczatkowym |p) jest tutaj stan podstawowy |n = 1,1 =
0,m=0,ms = :l:% ) atomu wodoru. Stanem koricowym bedzie | n # 1,1,m,m’ ) z (przynajmniej
na razie) nieokreslonymi liczbami kwantowymi. Wobec tego z (20.22)

PW(n £ 1,1,m,m! ;t1,0,0,mg;to)

ms?

2

1]t ,
- = /t dty ¢nt (n £ 1,0 m,m. | V(©)]1,0,0,ms) | (40.23)
gdzie czestosé w, to réznica energii
EY -EY 1/ E E 1
_ n#l 1 o I o I
o= = =g (e) = T () 02

Oczywiscie V (t) wystepujace w (40.23) to hamiltonian (40.22).

Przede wszystkim zauwazmy, ze oddzialywanie w zaden sposob nie zalezy od spinu. Stany
spinowe sg ortonormalne, wiec prawdopodobieristwo przejicia bedzie diagonalne w liczbach spi-
nowych. Innymi slowy, stan spinowy elektronu nie ulegnie zmianom i w dalszych rozwazaniach
spin po prostu pominiemy.

Pole elektryczne w chwili poczatkowej t9 < — 7 bylo praktycznie réwne zeru. Podobnie w
chwili zakoniczenia eksperymentu (¢ > 7) mamy & ~ 0. Wobec tego nie popelnimy istotnego
bledu (a ulatwiamy sobie obliczenia) przesuwajac granice caltki po czasie do fo0.

W swietle tych uwag (podstawiajac oddzialywanie (40.22) zapiszemy prawdopodobieristwo
przejscia w postaci

PW(n £ 1,1,m|1,0,0)
_ &
- =

gdzie wszystkie state wyciagneliSmy przed znak modutu. Obliczenie tego prawdopodobienstwa

2
o) t2

/ dt1 exp (iwntl - —12> (n#1,l,m|rcosf|1,0,0) | , (40.25)
oo T

sprowadza sie¢ do obliczenia caltki czasowej i niezaleznego od czasu elementu macierzowego po-
miedzy niezaburzonymi stanami atomowymi.

Calka czasowa

Korzystamy z formuly znanej z tablic catek oznaczonych

o0 2
/ dy e P ter = |1 exp <q_> . (40.26)
— 00

p 4p
Dopasowujac notacje, tatwo otrzymujemy
- dty exp | iwpts — 1) T2 ex (—lw272> (40.27)
oo 1 p ntl 7_2 - p 4%n . .
Tym samym, poszukiwane prawdopodobienistwo przejécia dane jest wzorem
202, 2
ET
P(l)(n #1,1,m|1,0,0) = ry XD (—}—1%372)

X ‘(n#l,l,m[rcos@]l,o,m|2. (40.28)

i do obliczenia pozostaje tylko element macierzowy.
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Element macierzowy (n # 1,I,m|rcos6|1,0,0)

Wykorzystujac funkcje falowe atomu wodoru, obliczmy element macierzowy w reprezentacji po-
tozeniowej

M("?ﬂ)

lm

(n#1,0,m|rcos0|1,0,0) — /df V511 (E) 108 0 10 (F)
_ / dQ Y7, (0, ) cos0 Yoo (0, 0) / dr 1 Ry 1 (r) Rio(r). (40.29)
0

Faktoryzacja calek wynika oczywiscie z postaci funkeji falowych. Najpierw rozwazmy catke ka-
towa. Czynnik cos Yy mozemy wyrazi¢ za pomoca ogblnej formuly (13.71), ale tez (co jest
rownowazne, lecz prostsze) wystarczy zauwazy¢, ze (patrz wzory (13.68) i (13.69b))

1 /3
%0(9790) = Ea }/10(‘97@) = E COSG? (4030)

skad wynika, ze

1
cosf Yin(0.2) = /2 ia(0.¢). (10.31)

Dzigki temu calka katowa w (40.29) redukuje sie do

* 1 *
[ 49 Y5,(6,) 056 Yio(6.) /s [ 49 Yi2,(0.) Yio(6.0)

1
= \/g 011 Omo, (40.32)

na mocy ortonormalnosci harmonik sferycznych. Element macierzowy (40.290 wyraza sie wiec
jako

n 1
MUY = \/g 811 Omo Tt (40.33)

gdzie I,,+1 jest calka radialnag

Iz =/ dr r°Ryz1,(r) Rio(r). (40.34)
0

Zanim omoéwimy te calke, zwro¢my uwage, ze calka katowa (40.32) okreslita regule wyboru,
ktora mowi, ze ze stanu podstawowego |n = 1,/ = 0,m = 0) mozliwe (tj. majace rézne od
zera, prawdopodobieristwo) sa jedynie przejscia do stanow, w ktorych | = 1, m = 0. Gdyby$my
dopuscili bardziej ogdlny (dowolny) stan poczatkowy, wowczas reguta rekurencyjna (13.71) dla
harmonik sferycznych databy ogdélniejszg regute wyboru

Al = +1, Am = 0. (40.35)

Regula ta oznacza, ze pod wplywem pola elektrycznego w kondensatorze moga zachodzi¢ wy-
lacznie przejécia |n,l,m) — |0/, I' =1+ 1,m' =m).
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Calka radialna

Wracamy do obliczen calki radialnej (40.34). Na podstawie wzorow (15.95) 1 (15.97) (przy Z = 1)
mamy

00 3/2 _ 9
Loy = / dr <i) (n—2) (2_7“> exp <_ L) ®, (2_7“>
0 na, 2n (n+1)! na, na, na,
3/2
X 2 ( 1 ) exp (— L)
27/2 (n—2 ré 1 @) ( 2r
_ r ~ (1 ® (22 .
ain3/2 \ 2n(n+ dr ao eXp[ ao( - )] n2 (nao> (40.36)

Zamieniamy zmienng catkowania x = 2r / na,

272 | (n—2)
I = d
n#l ad n3/2 2n (n + 1)! / v

Po uproszczeniu otrzymujemy

5/2 ~
agn (n—2)! B 1 3)
Lhsr = 23/2 on (n+ 1) / dr x* exp { 5 (1 + )] Ly (). (40.38)

ot exp{ T;_x(l"'%ﬂLS)z (z). (40.37)

Obliczenie tej catki dla dowolnego n > 2 jest trudne (cho¢ w zasadzie mozliwe). Ograniczymy
sie do szczegbltowego zbadania przypadku n = 2, a wigc do przej$é ze stanu podstawowego do
pierwszego stanu wzbudzonego.

Calka radialna dla n = 2

Dla n = 2 stowarzyszony wielomian Laguerre’a jest szczegdlnie prosty LéB) (x) = 1. Potrzebna
nam catka redukuje sie do

o 3w 41 28
do o e N - = 40.39
/o v eXp( 2) (3/25 039
Podstawiajac ten rezultat do wyrazenia (40.38), porzadkujemy wspotczynniki i dostajemy
95/2 0! 28 915/2
Iy = 2 I (40.40)
23/2 4.31 3 39/2

Element macierzowy (40.33), dla n = 2 ma wiec postaé

n 2) 215/2 215/2
\/75”5”10 Qg 39/2 = Qg 511 5m0 3—5 (4041)

40.2.3 Prawdopodobienstwo przejscia |1,0,0) — |2,{,m)

Obliczony element macierzowy (40.41) podstawiamy do wyrazenia (refGakl13) otrzymujac praw-
dopodobieristwo przejscia ze stanu podstawowego do pierwszego stanu wzbudzonego

22,2 915/2
PY(2,1,m|1,0,0) = W% exp (—iwgﬁ) ao 011 Omo =5 (40.42)
gdzie, zgodnie z (40.24)
E, 1 3E, 36
= 2 (1_-Z) = — . 40.43
2T ( 4) ih ~ Shay (4043)

Wynik (40.42) jest stuszny w ramach pierwszego rzedu rachunku zaburzeri. W zasadzie mogliby-
$my probowaé obliczy¢ catke (40.38) dla dowolnego n > 2, lecz poprzestaniemy na uzyskanym
rezultacie. Pozostaje nam jednak przedyskutowaé problem stosowalnosci rachunku zaburzen.
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40.2.4 Stosowalnos$¢ rachunku zaburzen

W rozdziale 20 stwierdziliSmy, ze kryterium stosowalnosdci rachunku zaburzen jest "matosé" za-
burzenia. Sprowadza sie to do warunku (20.67), to jest do

[(m | W p)| < hlwmpl, (40.44)
gdzie (w naszym przypadku) musimy podstawi¢ wy,, = wp = 3E;/4h, oraz
(m|Wp)| — [2Lm]| —qorcosd|1,0,0)] = g€o|My,)], (10.45)

bowiem gaussowski czynnik wykladniczy w zaburzeniu (40.22) jest ograniczony przez 1. A zatem
w omawianej sytuacji (atom wodoru w kondensatorze) warunek stosowalnosci ma postaé

a&olM?)| < 3E,. (40.46)
Podstawiamy E; = [3/2a, oraz element macierzowy M. 1(7721) i dostajemy

915/2 33
& —. 40.47
35 g0ty < 8a, ( )

Porzadkujac czynniki liczbowe (potrzebujemy oszacowania, a nie doktadnych wartosci) otrzymu-
jemy warunek

1 1
q50<<£ - & K = 4

— = 40.48
2a2 2 dre, 2a? ( )

na amplitude natezenia pola elektrycznego w kondensatorze pozwalajaca na zastosowanie ra-
chunku zaburzen. Oszacowanie to jest identyczne z warunkiem (21.103) otrzymanym w dyskusji
stosowalnosci rachunku zaburzen do opisu oddziatywania atomu z fala elektromagnetyczna. Bio-
rac obliczone tam wartosci stwierdzamy, ze pole w kondensatorze powinno spetniaé

& < 3-10M (X) . (40.49)

m

Jezeli oktadki kondensatora sa oddalone o d = 1 mm, to warunek (40.49) odpowiada napieciu
Uy = &pd spetniajacemu

Uy < 3-10°V, (40.50)

a to jest napiecie ogromne. Rachunek zaburzeri jest wiec z pewnodcia stosowalny.

40.3 Przyblizenie sekularne

40.3.1 Uwagi wstepne

Zalezny od czasu rachunek zaburzen (pierwszego rzedu) jest stosowalny dla krotkich czasow

e
[{(m [Welp)l’

gdzie W, szacuje amplitude zaburzenia (patrz wzor (20.65) i jego dyskusja). Oznacza to, ze zabu-

t < (40.51)

rzenie powinno by¢ mate. W przeciwnym wypadku (|(m | W, |p)| duze) stosowalnosé¢ rachunku
zaburzen jest ograniczona do bardzo krétkich czasow. Jesli wiec chcemy badaé zachowanie ukta-
dow fizycznych dla czaséw dtugich to na ogol potrzebujemy innych niz rachunek zaburzein metod
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obliczeniowych. Przedstawimy tu zasadnicze idee tzw. przyblizenia sekularnego stosowalnego dla
dtugich czaséw, a wiec nie wymagajacych "stabosci" oddziatywania.

Punkt wyjécia naszych rozwazan jest podobny jak w przypadku rachunku zaburzeri. Niech
Hj oznacza hamiltonian pewnego uktadu fizycznego. Przyjmujemy, ze znamy rozwiazanie zagad-
nienia wlasnego Hy|n ) = Y |n), astany | n) tworza baze ortonormalng w przestrzeni stanow.
Uktad ten jest nastepnie zaburzony zewnetrznym oddzialywaniem V(). Stany uktadu musza
wiec spelnia¢ rownanie Schrodingera

) = (Ho+ VD) 1), (10.52)

przy pewnym warunku poczatkowym |9 (t = to) = |1 ). Szukamy rozwiazania tego réwnania w
postaci

[9(1) = 3 [n) Calt) e~ B t=to)/h, (40.53)

W rozdziale 20 pokazalismy, ze rownanie Schrodingera (40.52) jest rownowazne uktadowi rownan

dla amplitud C,,(¢)

d

1 twWmn (t—to
5 Om(®) = — zn:<m!V(t>\n>e (=t) (1), (40.54)

przy warunku poczatkowym C,, (o) = (m | ). Uklad ten jest na ogél bardzo trudny, lub wrecz
niemozliwy, do rozwiazania. Rachunek zaburzen byt jedng z przyblizonych metod jego badania,
a teraz omoéwimy inna.

40.3.2 Stany istotne w okolicach rezonansu

Metoda, ktora bedziemy omawiaé, bazuje na zalozeniu, ze oddzialywanie ma silnie rezonansowy
charakter. Aby to dobrze okresli¢, rozwazymy zaburzenie postaci cosinusoidalne;j

V(t) = % (et e, (40.55)

Przyjmiemy nastepnie, ze czesto$é zaburzenia jest bardzo bliska jednej z czestosci wltasnych
badanego uktadu fizycznego, to jest

E® _ g

- (40.56)

w R Jwgp| =

Moéwimy, ze oddziatywanie jest bliskie rezonansowi z przejsciem |p) < | k). Zaktadamy ponadto,
ze wszystkie inne czestosci wlasne uktadu |wy,,|, (m,n # k,p) sa znaczaco rozne od czestosci w
charakteryzujacej zaburzenie.

Zalozymy dalej, ze w chwili poczatkowej to uktad znajdowal sie (z prawdopodobieristwem 1)
w stanie |p). A zatem dla uktadu réwnan (40.54) przyjmujemy warunek poczatkowy

Co(t0) = G- (40.57)

poniewaz zaburzenie ma czestosé speliajaca (40.56) wiec na podstawie rachunku zaburzen spo-
dziewamy sie, ze jedynie prawdopodobienstwa przejsé |p) < | k) beda znaczace, podczas gdy
inne przejscia (cho¢ nie zabronione) maja znikomo mate prawdopodobieristwa. Wniosek ten oczy-
wiscie przenosi sie na amplitudy prawdopodobienstwa

Cp(t), Cr(t) — znaczace;
Cn(t), (m,n#k,p) — bardzo male. (40.58)
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W zwiazku z tym mozemy przeanalizowac ukltad rownan (40.54), wyodrebniajac w nim réwnania
i sktadniki dotyczace amplitud znaczacych i znikomych.

e Roéwnanie dla m = p.

. d w —
Zha Colt) = (p|V(®)|p) Cplt) + (p|V(t)|k) e 1) Cy(t)
+ >0 (p|V(t)|n) ermTh) ¢ (). (40.59)
n#p,k
e Roéwnanie dla m = k.
zh% C(t) = <k!V(t)\p>6“”’”“‘t°) Cpt) + (k|V(t) k) Cr(t)
+ >0 (k| V()| n)enlho) ¢ (). (40.60)
n#p,k

e Rownania dla pozostatych m, (m # p, k).
in L Ct ) = (m|V(0)|p) e mrtTo) Cut) + (m|V(b) [ k) eme=) Cy(t)

dt
+ > (m|V(t)|n) emn o) O (). (40.61)
n#p,k

Rownania (40.59)—(40.61) sa nadal $ciste, nie zrobiliSmy niczego poza ich przegrupowaniem.

40.3.3 Zaniedbanie stanéw nierezonansowych

Poczynimy teraz nastepujace przyblizenie. Uklad znajdowatl sie poczatkowo w stanie | p). Praw-
dopodobienistwa przejsé |p) < |m) sa (dla m # p, k) znikomo mate. A zatem amplitudy praw-
dopodobienistwa Cy, (t) znalezienia ukladu w stanie | m ) sa praktycznie niezmienione

Cn(t) =~ Ch(to) =0, dla m # p, k. (40.62)

W skutek tego przyblizenia, w rownaniach (40.59)—(40.61) znikna wyrazy zawierajace sumy. W
rezultacie mamy przyblizony uklad réwnan

i Ct) = (pIVWOIP) Colt) + (pIV(E) k) =) Cy(t)

di
m% Ci(t) = (K|V(t)|p) =) Cy(t) + (k| V()| k) Crlt)
B Cut) = (mIVE)Ip) @m0 Cyt) + (m| V(1) k) =) Cy(r). (40.63)

Uktad ten nadal zawiera nieskoriczenie wiele rownan (numer m przebiega wszystkie stany wtasne
Hy za wyjatkiem p i k). Tym niemniej spodziewamy sie, ze te trudno$¢ mozna jakos obejsé, bo
amplitudy C), (t) powinny by¢ bardzo (zaniedbywalnie) mate. Stwierdzamy, ze mamy niewatpliwe
uproszczenia, bowiem dwa pierwsze rownania zawieraja jedynie dwie amplitudy dotyczace standow
bliskich rezonansowi. Cena za te uproszczenia jest jednak przyblizony charakter rownan (40.63).
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40.3.4 Zaniedbanie skladnikéw szybko oscylujacych

Do réwnan (40.63) podstawimy teraz oddzialywanie (40.55) i dla prostoty polozymy ¢ty = 0.
Dostajemy wiec

d . .
ih dt Cp(t) = % Wop (GMt + eim) Cyp(t)

+ %ka (ez‘(w-i-wpk)t + e—z‘(w—wpk)t) Ck(t)
ih % C(t) = % Wip (ei(w+wkp)t + e_i(w_wkp)t) Cp(t)

+ % Wkk (ei“)t + eii“)t) Ck(t)
e On(t) = § Wiy (eFromt g emitememn)t) G 1

+ A W (@Fwmpt 4 emilwmwmi)ty O (¢), (40.64)
gdzie oznaczyliémy element macierzowy Wy, = (a| W |b). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy

|p) — stan o nizszej energii,

|k) — stan o wyzszej energii, (40.65)
zatem mozemy wprowadzi¢ oznaczenie

E® _ g

0. 40.66
S (40.66)

wWo = Wgp = —Wpk =
Ustalenie to ma charakter pomocniczy a nie zasadniczy. Zaburzenie ma (przypominamy) czestosé
bliskg rezonansowi, to jest w =~ wy.

Czynniki wyktadnicze typu e®* wystepujace w rownaniach ukladu (40.64) oscyluja wraz z

uplywem czasu. Wyrazy zawierajace bliskie zeru czestosci

® w— Wiy = w — wp (pierwsze réwnanie, trzeci sktadnik),

® W+ wyp = w — wp (drugie réwnanie, drugi sktadnik),
oscyluja stosunkowo wolno (rezonansowy charakter zaburzenia V' (t)). Wszystkie pozostate czyn-
niki wyktadnicze zaleza od wzglednie duzych czestosci i oscyluja szybko. Jezeli czas t jest do-
statecznie dtugi, to szybko oscylujace cztony usrednig sie do zera. Ograniczajac sie do czasoéw
wickszych niz odwrotnosci istotnie roznych od zera czestosci, mozemy zaniedbaé szybko oscylu-
jace cztony. W ten sposob uktad réownan (40.64) przyblizymy réwnaniami

d .
ih— Cplt) = LW /@0t Oy (1)
Lo d —i(w—w
ih p Cr(t) = % Wip e (w—wo)t Cp(t)
. d
ih p Cn(t) = 0. (40.67)

Zwrocémy uwage, ze tutaj czas t nie ma ograniczenia z gory (por. (20.66) w rachunku zabu-
rzenl), moze by¢ dowolnie duzy. Oczywiscie trzecie rownanie powyzszego ukladu ma trywialne
rozwiazanie Cy,(t) = 0 dla (m # p, k), zgodne z przyjetym zalozeniem (40.62).

Rownania (40.67) stanowia efekt przyblizenia sekularnego. Polega ono na:

e wybraniu stanéw istotnych w danym problemie (bedacych praktycznie w rezonansie z za-
burzeniem);

e zaniedbaniu sktadnikéw (tzw. niesekularnych) zawierajacych czynniki, ktére szybko oscy-
luja w czasie.
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Do dalszej dyskusji pozostaje wiec uktad pierwszych dwoch rownan (40.67), w ktorych oznaczamy

o Wk;p _ <k‘W‘p> _
A = 5 TR A = w—uwp. (40.68)

Mamy wiec uktad réwnan postaci

d

- Golt) = —iA B O(t)

% Cp(t) = —iA* e Cy(1). (40.69)
Uktad ten mozna rozwiazywaé na rézne sposoby. Najpierw jednak wprowadzimy amplitudy po-
mocnicze

Cy(t) = B2 p,(t), Cr(t) = e 2 py(t). (40.70)

Podstawiajac je do rownan (40.69) wykonujemy niezbedne rézniczkowania i zauwazamy, ze czyn-

niki wykladnicze e*A/2 skrocy sie. W rezultacie dostaniemy uklad rownan dla amplitud po-
mocniczych

d iA .

7 by(t) = —5 by(t) + 1Abg(t),

d A

b)) = —iATBy(0) + %bk(t), (40.71)

ktoéry mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

d [ by(t —LiAn —iA by(t

a (0 ’ o) (40.72)
dt \ b(t) —iA* LiA by (t)

Otrzymany uklad rownan jest praktycznie identyczny z rownaniami (36.21) i (36.22) otrzyma-

nymi przy badaniu spinu % w zmiennym polu magnetycznym. W zasadzie wiec moglibysmy,
dopasowujac oznaczenia, od razu wykorzystaé¢ rozwiazania (36.43). Pouczajace jest jednak za-

stosowanie innej, réwnowaznej metody rachunkowe;j.

40.3.5 Rozwigzanie réwnan

W rozdziale 36) rozwiazywaliémy uktad rownan rézniczkowych pierwszego rzedu o statych wspot-
czynnikach (a wiec taki jak rownania (40.72)) metoda macierzowa. Tutaj naszkicujemy caltkiem
inny sposob rozwiazania. Wezmy pierwsze z rownan uktadu (40.71) i zrozniczkujmy je wzgledem

czasu.
d?b, iA db, .. dbyg
Za pomoca drugiego roéwnania ukladu (40.71) eliminujemy pochodna czasowa amplitudy by.
Otrzymujemy
d?b 1.4 db 1 9

7 pierwszego réwnania uktadu obliczamy amplitude by,

idb, A

%= 1% " aaA

(40.75)
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Mozemy wiec wyeliminowaé¢ z réwnania (40.74) amplitude by otrzymujac réwnanie tylko dla
amplitudy b,

d?b,, Lo db i db A
— _LAZ LAA <_—p——b) — |A]%b
dt 2128 T Adt 24P L
= —(|A? + 1A% b,. (40.76)

Uktad dwoéch rownan pierwszego rzedu sprowadziliSmy do jednego réwnania rzedu drugiego.
Uzyskane réwnanie dla amplitudy b, jest réwnaniem typu oscylatora harmonicznego, wigc ma
rozwiazanie postaci

bp(t) = asin(xt) + b cos(xt), X = \/|A]2+ 342, (40.77)

za$ liczby a i b trzeba wyznaczyé na podstawie warunkéw poczatkowych. Zanim to zrobimy,
obliczmy, z réwnania (40.75) druga amplitude

be(t) = %(ax cos(xt) — by sin(xt)) — % (a sin(xt) + b cos(xt))
= <% - %) cos(xt) — <Zb7X + %) sin(xt) (40.78)

Warunki poczatkowe dla amplitud pomocniczych wynikaja z (40.70) i z (40.57). Stosujac je do
powyzszych rezultatow, dostajemy pare rownar

bp(0) = 1 =

1.
be(0) = 0 = Z(mx — 10A). (40.79)
Rozwiazanie wzgledem a i b jest trywialne
1A
=1 = - —. 40.
b , a o (40.80)

Podstawiajac wyliczone stalte do rozwiazan (40.77) i (40.78) dostajemy

by(t) = cos(xt) — (%) sin(xt)

1 1 [ QA% |
bp(t) = i (%A - %A) cos(xt) — 1 (zx - E) sin(xt)
_ AP
= T Ay sin(xt), (40.81)

gdzie w ostatniej linii wykorzystaliSmy definicje parametru x.
Wracajac (zgodnie z (40.70)) do pierwotnych amplitud prawdopodobieristwa, podsumowu-
jemy nasze rozwiazanie, piszac

Cyt) = D2 [cos(xt) - (%) sin(Xt)]

Cp(t) = — we —IAY2 gin(xt) (40.82)

Ax ’
gdzie x jest okreslone w (40.77), zas A oraz A w (40.68). Jak juz wspominaliSmy rozwiazywany
tu uklad (40.72) jest w pelni analogiczny do réownaii (36.21). Uzyskane tu rozwiazania (40.82) sa
(po dopasowaniu oznaczen i warunkéw poczatkowych) zgodne z rozwigzaniami (36.43). Zgodnosé
ta jeszcze lepiej wida¢ gdy obliczymy odpowiednie prawdopodobienistwa. Nasz uktad poczatkowo
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znajdowal si¢ w stanie | p). Zatem |Cx(t)|> odpowiada prawdopodobienistwu przejscia |p) — | k)
1 wynosi

P, (1) = AP t 40.83

= ] (10.83)

Natomiast |Cp(t)|? jest prawdopodobietistwem tego, ze uklad pozostanie w stanie |p)

A2
P,,(t) = cos?(xt) + v sin(xt). (40.84)

Prawdopodobienistwa te ewidentnie sumujg sie do jedynki. Ich postaé jest formalnie identyczna
(z dokladnoscia do oznaczen) z prawdopodobienstwami (36.57) opisujacymi oscylacje Rabiego
spinu % w zmiennym polu magnetycznym. Wobec tej zbieznosci formalnego ksztattu rozwigzan
stwierdzamy, ze i tutaj b.edziemy mieé¢ do czynienia z oscylacjami Rabiego. Dyskusja wynikéw
oczywiscie przebiega dalej tak samo, mimo, ze w aktualnej sytuacji nie ustaliliémy fizycznego
charakteru uktadu niezaburzonego, ani tez nie okresliliémy fizycznego sensu zaburzenia. Widzimy
jednak jak przydatne moze by¢ przyblizenie sekularne. Oscylacje Rabiego moga trwaé¢ dowolnie
dtugo, a nie mamy tu zadnego ograniczenia (z gory) na czas trwania efektu.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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