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Dodatek B

Wielomiany Hermite’a 1 ich wlasnosci

B.1 Definicje

Jako podstawows definicje wielomianéw Hermite’a przyjmiemy wzoér Rodriguesa

2 d™ 2
H, = (=1)"e" — e, B.1

ktory pozwala konstruktywnie obliczaé¢ kolejne wielomiany. I tak mamy

Ho(z) = 1,

Hi(z) = 2=,

Ho(z) = 4z2% -2,

Hi(z) = 8z%— 12,

Hy(z) = 162 —48z% 4+ 12. (B.2)

Wida¢ wiec, ze wielomiany Hermite’a stopnia parzystego n = 2k zawieraja tylko parzyste potegi
argumentu — sa funkcjami parzystymi. Gdy za$ n = 2k + 1, to H,(§) sa nieparzyste. Mozna
inaczej definiowa¢ wielomiany Hermite’a, a potem inaczej wyprowadzaé¢ ich wlasnosci. Wybor
definicji jest jednak sprawa "smaku matematycznego".

Zanim przejdziemy do dalszej dyskusji, zauwazmy, ze zachodzi nastepujaca relacja

ar
dz™

e = (c)n L (e (B.3)

ds™ ’

ktora wynika z zasad rézniczkowania funkcji ztozonej. Zreszta tatwo jest przeprowadzi¢ dowod
tej relacji metoda indukcji. Zastosujmy wiec (B.3) do wzoru Rodriguesa

= e — ¢ = —

z? d" —(s—x)? d" e—s2+25x ) (B4)
s=0 ds™ s=0 ds™ s=0

2 d" 2
H, — (—1)"e* —(s—x)
() = (e e

Przypomnijmy teraz, ze funkcje zmiennej s mozna zapisa¢ w postaci rozwiniecia w szereg Taylora

s (d"F(s)
F(s) = — . B.5
() TLZ::O n! ( ds™ )80 (B-5)
Rozwiniecie to mozemy zastosowaé do funkeji F'(s) = e~ si+2se piszac
oo n n
_ 2+2 o S d _ 2+2
e ® - Z m <@ e’ sx>50’ (B6)

n=0
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skad, po podstawieniu wyrazenia (B.4), otrzymamy

oo n

e — 3 % H,(2). (B.7)

n=0

Funkcje stojaca po prawej nazwiemy funkcja tworzaca wielomianéw Hermite’a. Wzér Rodriguesa
definiujacy H,(x) jest rownowazny definicji (B.7) przez funkcje tworzaca.

B.2 Relacje rekurencyjne i r6wnanie
rézniczkowe Hermite’a

Szereg zwigzkdéw pomiedzy wielomianami Hermite’a ujmiemy w postaci krotkich twierdzen.

Lemat B.1 Wielomiany Hermite’a spelniajq relacje rekurencyjng

Hpii(x) =22H,(z) — % H,(x). (B.8)

Dowoéd. Rozniczkujac obustronnie wzor Rodriguesa (B.1) mamy

d n d [ 2 d™ 2
@Hn(zﬂ) = (-1) a(e T € )

dm dnJrl
= (—l)n leerdf_n €_m2 + em2m €_x2‘|

= 2zH,(x) — Hpt1(x). (B.9)

Po elementarnym przeksztalceniu mamy wiec teze. B

Lemat B.2 Pochodna z wielomianu Hermite’a wyraza sie wzorem

%Hn(:ﬂ) = 2nH,_1(z). (B.10)

Dowéd. Definicje funkeji tworzacej (B.7) rozniczkujemy obustronnie wzgledem z

i 6—82-‘1-28:1: — 9 6—82+28$ — f: i i H (.%') (Bll)
dx = nldx e

gdzie wyraz n = 0 po prawej znika, poniewaz Hy(x) = 1. Ponownie stosujac (B.7) mamy

O 9 ghtl L
H, = — — H,(x). B.12
S S @) = 2 g (B.12)

Po lewej zamieniamy indeks sumowania & — n = k+ 1, przy czym n = 1,2, ldots i otrzymujemy

2_:1 %Hn_l(m) - Z—:l Z—T %Hn(x). (B.13)

Wspoétezynniki przy tych samych potegach zmiennej s musza by¢ rowne, wobec tego

oy Heale) = o (@), (B.14)

Po uproszczeniu dostajemy teze. B
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Lemat B.3 Wielomiany Hermite’a spetniajg relacje rekurencyjng
Hyi1(z) = 2zH,(x) — 2nH,_i(x). (B.15)
Dowod. Teza wynika z podstawienia wzoru (B.10) do relacji rekurencyjnej (B.8). m

Twierdzenie B.1 Wielomiany Hermite’a spetniajg réwnanie rézniczkowe (tzw. réwnanie Her-
mite’a)

d2

5 Ha(a) — 20 L Ho(x) + 2 Hy(z) = . (B.16)

dzx

Dowd6d. Wezmy relacje rekurencyjng (B.8) i zrézniczkujmy

d d d?

Stad wynika
C @) - 20 L Ho@) - 2Ho@) = — £ Hy (o) (B.15)
73 Hale - Hy(z n(z) = 77 o (@). )

Do wyrazenia po prawej stronie stosujemy relacje (B.10) otrzymujac

d2

@Hn(:ﬂ) - 2xiHn(x) — 2H,(x) = — 2(n+1)H,(x). (B.19)

dx

Po uproszczeniu mamy teze. B

B.3 Calki z wielomianami Hermite’a

Wielomiany Hermite’a wchodza do wielu catek spotykanych przy rozwiazywaniu réznorodnych
zagadnien fizycznych. W tym rozdziale skupimy sie na przedstawieniu metody obliczania naste-
pujacych catek

P = / dy Hy(y) Ha(y) o eV (B.20)
Postuzymy sie funkcja tworzaca, wielomianéw Hermite’a i zbadamy catke pomocnicza

o —s242sy _—t242ty 2ay—y?
J(s,t,a) = dy e e e . (B.21)
—00

Przedstawiajac funkcje wyktadnicze za pomoca ich rozwinie¢ dostajemy

=t = (2a)P
J(s,t,a) = / dy Z u Hk y) Zn' H,(y) Z (;‘) yP eV
. 2
oo 00 00 S tn
= dy Hy( -y?
zzz k,n,p, / y Hi(y) Haly) o7 e
S50 9) phe iy (B.22)

lll
J=0 1=0 p=0 k"p
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Trzeba wiec obliczy¢ catke J, a nastepnie wynik rozwinaé¢ w szereg. Poréwnujac wspotezynniki
rozwinie¢ przy odpowiednich potegach parametréow s, t oraz a mozemy pozniej odczytaé wartosci
catek I ,g?. Przede wszystkim wiec trzeba obliczy¢ catke J. Wychodzac z okreslenia (B.21)

J(s,t,a) = 6—52—t2 /OO dy €—y2+2y(s+t+a)
_ e~ 7t2+(s+t+a)2/ dy e Y 24 2y(s+t+a)—(s+t+a)?
= s / dy exp{—[y — (s +t +a)]*} (B.23)

Biorac nowa zmienna catkowania z = y — (s + t + a), sprowadzamy pozostala catke do postaci
"tablicowej" i otrzymujemy

J(s,t,a) = 8 7t2+ s+t+a / dz e —22 \/7_T ea2+2st+23a+2ta (B.24)

Uzyskane dla catki J wyrazenie rozwijamy w szereg

> (a® 4 2st +2 2ta)™
J(s,t,a) — ﬁz(a-f—s—ksa—k a)

o m!
0o 2
B Z [2st + (a” + 2sa + 2ta)]™
= VT = m)!

= 7 Z . Z( ) 2st (a +23a+2ta)mfl, (B.25)

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliSémy z rozwiniecia dwumianowego.
Zestawmy teraz rozwiniecia (B.22) i (B.25) calki pomocniczej J

m—l1
Im = Z e Z( ) 2st (a +25a+2ta) . (B.26)

m=0 =0

[c o ENNe OlNe o]

Syt

lll
k=0 1=0 p=0 knp

Moznaby dalej ciagna¢ ogélne rozwazania i stara¢ sie poréwnywaé wspotczynniki rozwinieé¢ po
obu stronach. Takie ogdlne rachunki sa jednak dosé skomplikowane, poprzestaniemy wiec na
szczegdlowym omoéwieniu dwoch przypadkoéw szczegdlnych.

Przypadek p =0
Przypadek odpowiada calce

2

Iy = / dy Hy(y) Hp(y) e, (B.27)

czyli tzw. calce ortogonalizacyjnej wielomianéw Hermite’a. W tym przypadku (p = 0), po lewej
stronie wzoru (B.26) interesuja nas jedynie te czlony rozwiniecia, w ktorych nie wystepuje pa-
rametr a. Wobec tego parametr ten nie moze réwniez wystepowaé¢ w odpowiednich cztonach po
stronie prawej. Mozliwe to jest jedynie w tych wyrazach, w ktérych m = [. Symbol dwumianowy
daje wowczas 1 1 mozemy napisaé

ZZ k[m kn = Z g (28t)m (B.28)

k=0n=0 m=0
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Po prawej parametry s i ¢t wystepuja w tej samej potedze, a zatem po lewej zostaja jedynie te
wyrazy, w ktorych k = n. Oznacza to, ze

Ly = I8) G, (B.29)
biorac to pod uwage, z (B.28) dalej otrzymujemy

D
s™ t”

D

n=0

10 _ Z me gmgm (B.30)

Stad juz bez trudu odczytujemy wartosé poszukiwanej catki
10 = ompl/x. (B.31)

Laczac formuly (B.27), (B.29) oraz (B.31) finalnie mamy
Iy = / dy Hy(y) Ha(y) eV = 2"nl /7 G, (B.32)

co koriczy obliczenia catki ortogonalizacyjnej wielomiané6w Hermite’a.

Przypadek p=1

Badamy wiec teraz caltke
) / dy Hy(y) Ha(y) y eV (B.33)

Tym razem w relacji (B.26) powinni$my wyodrebni¢ czlony, w ktorych p = 1, a wiec z parametrem
a w pierwszej potedze. A zatem po prawej takze interesuja nas sktadnik w ktérych wystepuje
a = a'. Czlony takie odpowiadaja wiec przypadkowi, w ktorym m — [ = 1. Zauwazmy przy
tym, ze czton m = 0 nie moze da¢ wkltadu, zatem mozemy go pominaé, co wiecej przyczynek od
a? takze jest nam niepotrzebnego wiec i jego mozemy takze pominaé. W ten sposob, z (B.26)
dostajemy

,m Z < 1) 2a (25t)" (s + t). (B.34)
k=0n=0
Czynnik 2a wystepujacy po obu stronach si¢ skraca, symbol dwumianowy jest réwny m. Wobec
tego

ZZ k[m kn = Z (,mg\/_TTl),(QSt)m_l(sﬂ‘t)
k=0n=0 m=1 :

NS 2T (s +1) (B.35)
m=0

m

n

gdzie "przesuneliSmy" indeks sumacyjny. Rozpisujac prawg strone, gdzie zamieniamy indeks su-

mowania, otrzymuj emy

© ok
ZZ k'n‘ n S 2 ];/'7_7 (SkJrltk n Skthrl) _ P (B.36)

k=0n=0 k=0

Aby teraz odczytaé¢ wspodtczynniki rozwiniecia , zajmiemy sie odpowiednim przeksztalceniem
prawej strony.

\/_ Z tkzs 5nk:+1 + \/_ Z kzt 5nk:+1 (B'37)
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W pierwszej sumie zamieniamy nazwy indekséw sumowania n < k, otrzymujac

e} o0 2
P = 7 ZZ —t”s Skmt1 + VT ZZ —Skt On,k+1
k=0n=0 k=0n=0 !
o0 o0 Sktn " %
= VA Y)Y o (2 Gk + 20l G ) (B.38)

k=0n=0

Poniewaz 0y 41 = Op k—1, Wiec przyrownujac lewa strone (B.36) i prawa (B.38) mamy poszuki-
wane wspolczynniki rozwiniecia. A zatem

W = [ m e
- Jr (2 K 6pp1 + 2Fn! 5n,k+1)
= VT [ 2" ) Gk + 2 0l G | (B.39)

1)

gdzie w drugiej linii skorzystaliémy z wlasnosci delt Kroneckera. Catka I ,Em jest wiec obliczona

"do konca".

B.4 Inne sposoby obliczania calek

Catka I\

n

Ponownie zajmiemy sie catka
1)
) = / dy Hi(y) Ha(y) y e (B.40)

ale teraz policzymy ja zupeklie inna metoda. Wystepujacy w obliczanej calce czynnik y H,(y)
wyrazimy za pomoca relacji rekurencyjnej (B.15), ktora pozwala napisac

YHAW) = 5 Husaly) + 0 Haa(y) (B.41)

co po wstawieniu do (B.40) daje nam

2

Iy = / dy He(y) (5 Hps1(y) + nHoa(y)) e¥. (B.42)

Calka ta jest zlozona z dwoch catek, przy czym kazda z nich jest typu calki ortogonalizacyjnej
(B.32). Wobec tego bez trudu otrzymujemy

1
Korzystajac z wtasnosci delt Kroneckera otrzymujemy
L) = VE[2 (4 1) 0+ 2l G- (B.44)

1)

co koriczy obliczenia catki I (n, bowiem mamy rezultat identyczny z wynikiem (B.39). Powyzej
przedstawione obliczenia za pomoca funkcji tworzacej sa nieco bardziej ztozone niz te, w ktorych
korzystaliémy z relacji rekurencyjnej dla wielomianéw Hermite’a. Mimo to jednak, w wielu innych

zastosowaniach, metoda funkcji tworzacej bywa niezwykle pozyteczna.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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