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Rozdziat 32

(U.11) Obroty i moment pedu

32.1 Wprowadzenie

Obroty w przestrzeni R3 sa scharakteryzowane przez podanie osi obrotu, ktora okresla wektor
jednostkowy 1 i przez kat obrotu ¢, przy czym obowiazuje reguta sruby prawoskretnej. W wyniku
obrotu wektora a otrzymujemy nowy wektor

a = R(p 0 A, (32.1)

gdzie R (p, i) symbolizuje transformacje obrotu. Poniewaz & € R?, wiec R(p, it) mozna utozsamic
z pewna macierza 3 x 3. Omoéwieniem obrotéw w R? zajmiemy sic dalej, a teraz postawimy
nastepujace pytanie: jesli uklad fizyczny, a wiec np. wektor poltozenia czastki r zostaje obrocony,
to jak wowczas zmieni sie funkcja falowa czastki? Przed obrotem miata ona postac (1) = (¥| ),
jak wiec bedzie wygladaé, gdy obrocimy uktad fizyczny?

Uktad obrécony jest na ogél inny niz ten sprzed obrotu, wobec tego mozemy domyslaé sie,
ze obrotowi R ukladu fizycznego powinna towarzyszy¢ jakas transformacja stanu |[¢) € H.
Spodziewamy sie wiec, ze istnieje odpowiedniosé

PRt = vy —Ref. ") = R(pA)Y), (32.2)

gdzie R(p, 1) jest pewnym operatorem dziatajacym na H w sposob zalezny od obrotu R do-
konanego w przestrzeni polozeri. OdpowiedZ na postawione pytanie polega wiec na znalezieniu
operatora R(p, 1) indukowanego przez obroty w przestrzeni potozen. Celem naszych rozwazan
bedzie znalezienie takiego operatora i przebadanie jego wtasnosci. Jak si¢ okaze, operator ten
jest §cisle zwiazany z operatorem momentu pedu. Co wigcej, z wlasnosci obrotéw wynikng takze
odpowiednie wlasnodci operatora momentu pedu, jak na przyktad kanoniczne relacje komutacyj-
ne.

Zanim zajmiemy sie¢ tym problemem, a takze zanim zbadamy wszelkie jego konsekwencje,
poswiecimy nieco uwagi zwyklym (czysto geometrycznym) obrotom w przestrzeni R3.

32.2 Podstawowe wlasnosci obrotéw w R?

Obroty (i w ogole transformacje geometryczne) stanowia wazny dzial geometrii, ktérego nie
mozemy omawiaé¢ tu w wyczerpujacy sposob. Przedstawimy jedynie najistotniejsze wlasnosci
obrotéw, i to w sposéb przydatny do dalszych zastosowan w mechanice kwantowe;j.

32.2.1 Obroé6t wektora
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Zacznijmy od rozwazan dotyczacych obrotu wektora a
4 wokot pewnej osi i1 o kat ¢. Na rysunku 32.1 o$ obrotu
\ T jest pionowa, za$ wektor a tworzy z n kat 6. Oba wektory
a i n wyznaczaja plaszczyzne, w ktorej leza sktadowe a:
& — rownolegta do 11, oraz &, — prostopadta do 1. Tloczyn
wektorowy axn = a | x1 jest prostopadly do ptaszczyzny
wyznaczonej przez a i i i ma dlugosé |a; x n| = |a]|.
Skladowa a| jest skierowana wzdluz n, przy czym

& — i (d-a). (32.3)

Wektor a = a)| + a, wigc z powyzszego wynika, ze

a — a—fi(n-a). (32.4)

Chcemy teraz wyznaczy¢ wektor @ powstaly po obro-
cie, tj. wektor okreslony relacja (32.1) i przedstawiony na
Rys. 32.1: Obrét wektora . rysunku za pomoca linii przerywanej. Przede wszystkim
zauwazmy, ze przy obrocie wokol osi i sktadowa & nie ulega zmianie. Wobec tego wektor obro-
cony mozemy zapisaé jako

a =a4& + 4 =n(i-&a + 4&). (32.5)

Aby okresli¢ wektor obrocony musimy wyznaczyé (obrocona)

sktadowa prostopadla. Postuzymy sie w tym celu drugim ry-

=T}

sunkiem, rzutem na plaszczyzne pozioma — prostopadta do osi

|

obrotu. Rysunek 32.2 przedstawia "widok z gory" (wektor 1 wy-
chodzi przed rysunek), tj. ptaszczyzne w ktorej obraca sie wektor
a) . Zwrdéémy uwage, ze na rysunku tym zaznaczono iloczyn wek-
torowy 1 x & (jest on przeciwnego znaku niz ax 11 z poprzedniego
rysunku). Bez trudu odczytujemy, ze

By

a, = ajcosp + (1 xa)siny, (32.6)

Rys. 32.2: Obrot wektora &, bowiem wszystkie trzy wektory sa tej samej dtugosci. Wstawiajac
— skladowej prostopadlej wekto- (32.6) do (32.5) i korzystajac z (32.4) otrzymujemy

ra a. ,

a = n(n-a) + (@a—d(n-a))cosp + (dxa)sine. (32.7)
Mozemy wiec napisaé pozyteczna relacje

R(p, i)

a —Ren g - R,

=1}

)a
:ﬁcos(p + ﬁ(ﬁ-ﬁ)(l—COS(p) + (ﬁxa)i(i}%)

Wobec tego zadajac (w pewnym ustalonym uktadzie wspotrzednych) wektor i oraz kat ¢, moze-
my na podstawie znanych wspoétrzednych wektora a obliczyé wspotrzedne wektora obroconego a.
Zwr6émy uwage, ze obracamy wektor a, za$ uktad wspotrzednych pozostaje ustalony. Mowimy
tu o transformacjach "aktywnych", w ktérych zmianie podlega uktad fizyczny, a uktad wspot-
rzednych pozostaje ustalony. Mozna tez wybra¢ podejécie odwrotne — transformacje "pasywne"
— uktad fizyczny jest nie zmieniany, za$ transformacji podlega uktad wspoélrzednych. Omawia-
nemu tu aktywnemu obrotowi ukladu fizycznego (wektora) odpowiada pasywny obrot uktadu
wspolrzednych wokol tej samej osi, ale o kat przeciwnego znaku (obrét w przeciwnym kierunku).
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Przyklad: obrét wokét osi z

Pokazemy na przyktadzie, jak mozemy (na podstawie wzoru (32.8) skonstruowaé¢ macierz obrotu.
Rozwazmy w tym celu obrét o kat ¢ wokol osi z (a wiec ktadziemy i = €,. W takim przypadku,
ze wzoru (32.8) otrzymujemy

a' = dcosp + &, (6, a)(1—cosp) + (&, x &)sing. (32.9)
piszac & = (ag, ay,a;) tatwo obliczamy

€, xa = a,€; — ay€,, (32.10)
wiec z (32.9) dostajemy

a = adcosy + a,€,(1 —cosp) + (—ay€, + a,€,)sin . (32.11)

Rozpisujac wektory na sktadowe mamy

al, ay COS @ 0 —aysinp
ay, = @y COS + 0 + agsing | . (32.12)
al, a cos @ a;(1 — cosp) 0

Relacje t¢ mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

al, (g COS (p — (y SIN P cosp —sing 0 Qg
ay, = @y COS P + g sin ¢ = sinp cosp 0 ay |, (32.13)
al, a 0 0 1 a

gdzie odtwarza sie¢ dobrze znana macierz obrotu o kat ¢ wokot osi z.

Oczywiscie mozna tatwo przeprowadzi¢ analogiczne rozwazania dla innych obrotéw, pozwa-
lajace skonstruowaé za kazdym razem odpowiednie macierze obrotéw. W szczegdlnosci, sktadajac
odpowiednio dobrane obroty, mozna otrzymaé¢ macierz obrotéw o katy Eulera.

32.2.2 Obroty infinitezymalne

Zastosujmy wzor (32.8) do obrotu infinitezymalnego, w ktorym kat dp — 0. Ograniczymy sie
przy tym do przyblizenia liniowego wzgledem dy, zatem

cos(dp) ~ 1—L(dp)* ~ 1, sin(dy) =~ de. (32.14)

W takim razie, z (32.8) mamy

g —Red) | 3 = & 4+ (i x &) do, (32.15)

co okaze si¢ bardzo pozyteczne.

32.2.3 Wtlasnosci obrotow

Jak juz wspominali$my, nie jest naszym celem przedstawienie teorii obrotow w R3. Dlatego tez
ograniczymy sie skrotowego omoéwienia najwazniejszych wlasnosci obrotow. Wyprowadzenia (i
matematyczne dowody) mozna znalezé w podrecznikach geometrii (lub algebry z geometria).
Obroty w R? tworza grupe transformacji.

e Obrot o kat zerowy (identycznosé) jest jedynka grupy.
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e Dla kazdego obrotu R(ip, #i) istnieje obrét odwrotny R~ (p, i) = R(—¢, i) = R(p, —1).
e Zlozenie obrotéw jest nadal (innym) obrotem. Nalezy jednak pamietaé, ze obroty wokot
roznych osi sa na ogdt nieprzemienne, to jest

R, 0)R(B,12) # R(B,H2)R(cv, 1y ). (32.16)

Obroty wokot tej samej osi sg przemienne i ponadto spetniaja

R(a,0)R(G, 1) = R(a+ (,1) (32.17)

Obroty nie zmieniaja dlugosm wektorow ani katow pomiedzy nimi (sg 1zometrlam1) W konse-
kwencji iloczyn skalarny a- b jest niezmiennikiem obrotu i jest réwny iloczynowi &' b wektorow
obréconych. Macierze obrotéw sa wiec macierzami ortogonalnymi.

32.3 Operatory obrotéw w przestrzeni stanéw
(bez spinu)

32.3.1 Definicja operatora obrotu

Wracamy teraz do zagadnien mechaniki kwantowej. Skupmy uwage na pojedynczej czastce (bez-
spinowej), ktorej stan opisuje wektor |1 ) z przestrzeni Hilberta H. Funkcja falowa czastki (w
reprezentacji polozeniowej) to

HE) = (Flo). (32.18)

Zatozmy teraz, ze nasz uktad fizyczny zostal poddany obrotowi. Polozenie r uleglo zmianie
i wynosi ¥ = R(a,n)r. Jaka jest funkcja falowa czastki po wykonaniu obrotu? Wydaje sie
by¢ naturalnym nastepujace zatozenie: "stara" funkcja falowa obliczona w "starym" punkcie v
powinna mieé ta samg wartos¢ co "nowa" funkcja obliczona w "nowym" punkcie. To intuicyjnie
oczywiste zalozenie zapiszemy formalnie w postaci

/ /

(F = Rlp.A)F) = (¢'F) =v@) (32.19)
Poniewaz ¥ = R~ (p, i) ¥ ¥ , wiec warunek natozony na funkcje falowe mozemy zapisa¢ w postaci
v'E) = v (R7Y), (32.20)

gdzie opusciliSmy prim przy wektorze r oraz skrétowo oznaczyliSmy obrot. Poniewaz pracujemy
w reprezentacji polozeniowej, wiec zamiast (32.20) mozemy napisac

(Flo") = (RT'Fl9). (32.21)
Stan |4 ), ktory powstaje ze stanu | 1)) przy obrocie uktadu fizycznego przedstawimy w postaci
[¢") = Rl¢), (32.22)

a wiec jako skutek dziatania pewnego operatora R (zaleznego od kierunku 1 i kata obrotu ¢) na
stan |1 ) — sprzed obrotu. Laczac dwie powyzsze relacje mamy

(FIR[|¢) = (RT'Fly), (32.23)

gdzie (R~! ¥| to bra (w reprezentacji polozeniowe;j) okreslone przez wspolrzedne wektora ¥ =
R~! ¥ Formula (32.23) wyznacza wiec operacje R : H — H zwiazana z (indukowang) obrotem
R~1(p, i) w przestrzeni R? — przestrzeni polozen. Nalezy jednak pamietaé, ze R i R to dwa zu-
pelnie rozne obiekty matematyczne. Pierwszy dziata w (na ogdl nieskoriczenie wielowymiarowej)
przestrzeni Hilberta H, a drugi w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej R3.
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32.3.2 Wlasnosci operatora obrotu

Operator R jest liniowy. Aby to wykazaé¢ zalozymy, ze stan |1 ) jest kombinacja liniowa |1 ) =
A1l 1) + Aa| w2 ), gdzie A1, Ag € C. Zgodnie z (32.23) mamy wiec

(FIR|Y) = (RT'FlY) = (RTVF] (b + Aat) )
= M(RTUF[P1) + Aa(RTIFeha)
M(T| R[¢1) 4+ X (F| R|¢2)
= (Fl[(MR[Y1) +X2R[¢2)) (32.24)

Poniewaz ' jest dowolny wiec

Rlv) = R(A|¥1)+ A2 e2))
= MR[Y1)+XR|Y2), (32.25)

czyli R rzeczywiscie jest operatorem liniowym.
Relacja (32.23) ma zachodzi¢ dla dowolnych ketéw, wiec wynika z niej relacja dla bra

(FIR = (R7'F|, (32.26)
ktora po sprzezeniu przyjmuje postaé

RiF) = |R7IE). (32.27)
Lemat 32.1 Relacja (32.27) jest rownowazna relacyi

R|r) = |RT). (32.28)

Stan |T') odpowiada czagstce zlokalizowanej w punkcie ¥. Wiec (32.28) oznacza, Ze po obrocie
uktadu, czqstka bedzie w punkcie ¥ = R¥, co odpowiada stanowi |t ) = R|F) = | RT).

Dowo6d. Wezmy relacje (32.23), w ktorej polozymy |¢) = | 1)), a zatem mamy
(F|R|Fo) = (RT'F[F) = 6(R™'F—1y), (32.29)

co wynika z normowania stanéw bazy polozeniowej. Delta Diraca nie znika jedynie wtedy, gdy
R~ =1, lub na odwrét, gdy ¥ = R ¥, wiec

(F|R|Fy) = 8(F—RTo) = (F|RTo). (32.30)

Z dowolnosci bra (r| wynika teza. (r| stanowia baze w przestrzeni bra — rozklad jest jedno-
znaczny, czyli R|Tp) = |R 1)), a to jest wlasnie teza lematu. m

Unitarnosé
Rozwazmy R'R|T). Z (32.28) wynika, ze

RIR|F) = R|RF). (32.31)
Dalej, z (32.27) mamy

RIR|F) = |[R™IRE)) = |R™IRE) = |F). (32.32)
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Poniewaz kety | ) stanowia baze w H, wiec

RIR = 1. (32.33)
Na odwrét, lecz calkiem analogicznie

RRT|F) = RIRIF) = |RRIF) = |F). (32.34)
A zatem otrzymali$my

RRI = RIR = 1, (32.35)

co oznacza, ze operator R jest unitarny.
Konsekwencja unitarnosci operatora R jest zachowanie iloczynu skalarnego w H. Istotnie,

niech [ ) = R|) oraz | ¢’ ) = R|¢), wowczas

(v'1¢") = (v|RTR|¢) = (¢]o). (32.36)

Iloczyny skalarne sg amplitudami prawdopodobienistw i stuza do przewidywari fizycznych. Nie-
zmienniczo$é iloczynu skalarnego przy obrotach oznacza, ze przewidywania fizyczne w uktadzie
nieobréconym i obréconym sg takie same.

32.3.3 Transformacja obserwabli

Analogicznie jak w przypadku amplitud prawdopodobienstwa chcemy, aby wartosci oczekiwane
obserwabli w obréconym ukladzie fizycznym byly takie same jak w ukladzie nieobréconym. A
wiec chcemy, aby

(W 1Qv") = (v]Q|v), (32.37)

gdzie Q' oraz Q to pewne obserwable po i przed obrotem. Poniewaz \w, ) = R|¢) wiec

(W1Ql¥), = (¢|RIQ'R|¥), (32.38)

skad, wobec dowolnosci keta | ) wynika, ze

/

Q = R'QO'R lub Q' = ROR, (32.39)

przy czym druga réwnosé jest konsekwencja unitarnosci operatora R. Formuty te stanowia prawo
transformacji obserwabli Q przy obrotach uktadu fizycznego.

Niech |F;) i |F,) oznaczaja pewne stany polozeniowe w obréconym ukladzie fizycznym.
Zgodnie z (32.28) mamy wicc |T},) = R|F) = | RF} ). Stosujac warunek (32.37) mozemy wicc

napisaé

(FIQIT,) = (f1]QIF2). (32.40)
Ale z drugiej strony z (32.39)

(F11Q"[T,) = (51| RQRI|F) = (RT'F|QIRT'F,), (32.41)

gdzie skorzystalismy z (32.26) i (32.27). Prawe strony obu powyzszych relacji sa ewidentnie
zgodne, bo T, = R}, lub tez ©), = R™'F,.
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32.4 Obroty i momentu pedu

32.4.1 Obroét infinitezymalny
Rozwazmy teraz obrot infinitezymalny o kat de wokot osi z (zatem il = €,). Wobec tego funkcja
falowa czastki musi spelnia¢ warunek (32.20)

Y (F) = @Z)(R’l(dso,éz)l?)- (32.42)

Obrot infinitezymalny R(dp, €,) okreslony jest formuta (32.15). Poniewaz potrzebny jest nam
obrét odwrotny, wiec ktadziemy —dy zamiast dp, a zatem

§ R Ued) 3 _ 3 (fix3)dp. (32.43)

Dla wektora polozenia r = (z,y, z) tatwo obliczy¢, ze

x+yde
= RYdp,&.)F = | y—=dy (32.44)
z

Stosujac (32.44) mozemy (32.42) zapisa¢ w postaci

U (2,y,2) = ¢(x+ydp, y—adp, 2). (32.45)

Interesuje nas przyblizenie liniowe wzgledem kata obrotu (obrot infinitezymalny), wiec rozwijajac
prawa, strone w szereg Taylora otrzymujemy

/ 0 0
¥ (r,y,2) = d(z,y,2) + y%dw - x%dw
0 0
= 1- — —y=—d . 32.46
Wprowadzamy teraz operator (pomijamy daszek)
0 0
L.=L; = —ih|lax— — y— 32.47
n a2, w0
za pomoca ktorego zapisujemy wzor (32.46) w postaci
/ i
Poniewaz postugujemy sie reprezentacja polozeniows, wiec powyzsza formuta jest réownowazna
nastepujacej
- S {
(Fly ) = <r|<1—ﬁd¢Lz)|w>, (32.49)

co obowiazuje dla dowolnego ( ¥|. Wobec tego, przy infinitezymalnym obrocie ket | 1)) przechodzi
w ket |4 ) dany wzorem

/ ]
W) = (1= deL) o). (32.50)
Stad za$ wynika, Ze operator infinitezymalnego obrotu (zgodnie z (32.22)) ma postac
R(dp.€.) = 1- 3 dp (€. L), (32.51)
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gdzie oznaczylismy L, = €, - L.

Analogiczne rozwazania mozemy powtorzy¢ dla infinitezymalnych obrotéw wokét obu pozo-
statych osi, a wreszcie uog6lni¢ na obrot wokot dowolnej osi . Otrzymamy wodwczas operator
obrotu

R(dg, i) = 1— % dy (i - L), (32.52)

gdzie operator L ma trzy sktadowe, to jest L= (Ly, Ly, L), dane wzorami

. 0 0
. 0 0
. 0 d

Zauwazmy w tym miejscu, ze sktadowe operatora L mozemy zapisaé za pomoca odpowiednich
sktadowych operatora pedu pr = —iAVy. A zatem mamy

L, = yp. — 2Py, Ly = ZPx — TPz, L, = TPy — YDz, (32-54)
co mozna zapisaé¢ jedna, wektorowa, formuta
L = Fxp, lub Li = Ekmn Tm Pns (32.55)

Oczywiscie wiec operator L nazwiemy operatorem (orbitalnego) momentu pedu czastki. Gdyby
uktad fizyczny sktadat sie z wielu czastek musieliby$my rozwazaé caty uktad i méwié o catkowitym
momencie pedu. Oczywiscie uzyskane tu okreslenie momentu pedu (32.53) jest identyczne z
rezultatami uzyskanymi w gléwnej czesci wyktadu na mocy zasady odpowiedniosci. Warto jednak
podkresli¢, ze uzyskane tu wyrazenia (32.53) sa konsekwencjami wlasnosci obrotow.

32.4.2 Operator skonczonego obrotu i moment pedu

Operator obrotu infinitezymalnego dany jest wzorem (32.52). Mozemy bez trudu skladaé¢ takie
obroty, bowiem operator L zawsze komutuje sam ze soba, a kolejne obroty infinitezymalne sa
dokonywane wokot tej samej osi. Niech teraz do/N, gdzie N jest bardzo duza liczba naturalna.
Ztozenie N obrotéw bedzie wiec obrotem o kat ¢ wokot osi il

R(y, f) AT A (32.56)
n) = —= (=) n- . .
& h AN
W granicy gdy N — oo, z definicji funkcji wyktadniczej, otrzymujemy
. o
R(p,0l) = exp |— i L|. (32.57)

Operator L jest hermitowski (co latwo sprawdzi¢, z definicji (32.53)), operator R(ep, i) jest wiec
unitarny, jak zreszta by¢ powinno. Co wiecej, operator L okresla transformacje w przestrzeni H
indukowang przez obroty uktadu fizycznego, dlatego nazywamy do generatorem obrotéw w H i,
jak juz wspominali$my, utozsamimy z momentem pedu (orbitalnym) pojedynczej czastki.

Podkreslmy, ze formuty (32.51)-(32.57) mozemy przyjac za definicje momentu pedu. Trzeba
dobrze sobie uswiadomié¢, ktore zwigzki sg definicjami, a ktoére ich konsekwencjami.
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32.4.3 Transformacje obserwabli

Relacja (32.39) moéwiaca nam, jak transformuja sie obserwable, moze by¢ zastosowana do obrotu
infinitezymalnego. A wiec z (32.52) i (32.39) otrzymujemy

Q' = RQR' = [1-3do@-D)] @ |1+

i

o (3 L), (32.58)

gdzie skorzystalismy z hermitowskosci L. Przy obrotach infinitezymalnych pracujemy z doktad-
noscig liniowa wzgledem kata obrotu, zatem z powyzszego otrzymujemy

Q' = Q- ;D)@ + +dp Qi T)

a wiec sposob transformacji obserwabli Q zalezy od jej relacji komutacyjnych z operatorem
momentu pedu. Mozemy teraz postepowaé dwojako.

e Jesli umiemy okreslié przetransformowang obserwable Q' bez odwolywania sie do relacji
(32.59), tj. jesli umiemy zada¢ prawo transformacyjne Q) — Q’, wowczas mozemy odczytaé
relacje komutacyjng dla operatorow L i Q.

e Mozemy postepowaé¢ odwrotnie. Narzucié¢ relacje komutacyjne i stad wyprowadzi¢ prawo
transformacji obserwabli.

Wprowadziliémy tu jednak moment pedu L jako generator obrotow (innymi stowy obroty "defi-
niuja" L), wiec pierwsza Sciezka wydaje sie by¢ bardziej naturalna.

32.5 Relacje komutacyjne

Obserwable skalarne

Operatory skalarne, sa to z definicji operatory niezmiennicze przy obrotach uktadu fizycznego.
A wiec

{A - skalamy} — {A’ — RARI = A} (32.60)
Oznacza to, ze obserwabla skalarna komutuje z operatorem obrotu
[R, A] = 0. (32.61)

Ponadto, ze wzoru transformacyjnego (32.59), a takze z okreslenia operatora R, wynika wowczas
7€

[6-L, A] = o. (32.62)
Biorac jako wektor i kolejne wektory osi otrzymamy
[Ly, A] = 0, k=1,23. (32.63)

Operatory skalarne komutuja ze sktadowymi operatora momentu pedu. W szczego6lnosci opera-
tory takie jak kwadrat operatora polozenia R?, kwadrat operatora pedu P?, iloczyn skalarny
operatoréw R - P komutuja ze sktadowymi momentu pedu

[Ly, R?] = 0, (32.64a)
[ Ly, P?] = 0, (32.64D)
[Ly, R-P] = 0. (32.64c)
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Relacje te mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, biorac sktadowe Ly w/g wzoréw (32.53)
i wyrazajac pozostale operatory w reprezentacji potozeniowej (co zreszta jest zrobione w gtownej
czescl wykladu). Podkreslmy jednak, ze relacje (32.64) wynikaja z niezmienniczosci operatorow
skalarnych przy obrotach i obowiazuja niezaleznie od wyboru takiej, czy innej reprezentacji.

W szczegblnosci operator

L2 = 1 + L% + L2 (32.65)
jest operatorem skalarnym, wiec musi spelniaé¢ regute

[ Ly, L2] = 0, (32.66)
ktora takze mozna sprawdzi¢ dokonujac odpowiednich (dosé¢ Zzmudnych) obliczeri w reprezentacji
potozeniowe;j.
Obserwable wektorowe

Operator wektorowy okreslimy w nastepujacy sposéb. Niech jednostkowy wektor i € R? przy
obrocie R(¢p, 1) przeksztalca si¢ na i = R(gp, )u Operator wektorowy A to taki, ktérego

sktadowa A, = A transformuje si¢ na A = A-d. Zapiszmy to stwierdzenie bardziej
formalnie
i = R n)u — / — ’
0 =Rpm)d —  A=A-i R. oA -K.d. (32.67)
A — wektorowy

Aby lepiej zrozumieé sposoby transformacji operatoréw wektorowych przeprowadzimy doklad-
niejszg dyskusja pewnego szczegdlnego przypadku.
Rozwazmy obrot infinitezymalny o kat dy wokol osi z. Zgodnie z (32.15) mamy wowczas

& = & + (&, x4)dy. (32.68)

Stosujac te relacje do wektoréw osi otrzymujemy

8]~

€ = r T (éz X éa:) d(P = Cg,
é?; = éy =+ (éx X éy) d(,@ == _’y + éz d@,
€, = & + (€ x&)dp = & — &, dp. (32.69)

A, = A-§ = A& = A,
A, = KA = A-(8 + &.dp) = A, + A.do,
A, = A& = A-(6 — &dp) = A, — A, dep. (32.70)

—

Z drugiej strony, prawo transformacyjne (32.59) mowi, ze (tu 0 = €,)

: i -
Ay = 4 - ﬁd(P[em'Lv Aj ],
= A - %dw[% Aj ], j=1,y,2. (32.71)

Zestawiajac prawe strony przetransformowanych sktadowych operatora Aw (32.70) z prawa
strona (32.71), kolejno otrzymujemy

7

A = Ay = 2do (Lo A], = L 4] =0, (32.72)
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Dla drugiej sktadowej, w analogiczny spos6b mamy

Ay + Acdp = A, — %dgo[Lx, 4,1, = [L., A,] = ihA.. (32.73)

I wreszcie dla trzeciej sktadowej dostajemy

A, — Aydp = A, — %dﬂLm A.], = [L, A.] = —ihA,. (32.74)
Zbierajac rezultaty, piszemy
[Lza A{l‘} = 07
[L,, Ay] = ihA,,
[L,, A,] = —ihA,. (32.75)

—

Bez trudu powtarzamy takie same rozwazania dla obrotéw wokoét osi i = €, i i = €,. Otrzymu-
jemy wowczas relacje komutacyjne

(L, A] = —ihA., (L., A,] = ihA,
[LZH Ay] = 0, [L2’7 Ay} = —ihA,,
[Ly, Az] = ihA,. [LZ, AZ” = 0. (32.76)

Dziewie¢ powyzszych relacji komutacyjnych mozna zapisa¢ jednym wzorem
[ Lo, Ay] = iheape Ae (32.77)

Uzyskana relacja komutacyjna dla sktadowych operatora momentu pedu i dowolnego opera-
tora wektorowego pozwala wypisaé¢ odpowiednie reguty dla szczegdlnych przypadkow.

e Dla operatora polozenia R = (x,y,2) = (z1,2,23)

[Lq, mp| = ihegpe Te- (32.78)
e Dla operatora pedu P= (Pz, Py, P2) = (P1,D2,D3)

[La, o] = iheqape pe- (32.79)
e Dla samego operatora momentu pedu L= (L1, Lo, L)

[La, Ly] = iheqe Le. (32.80)

Powyzsze relacje mozna sprawdzi¢ w reprezentacji potozeniowej. W szczegblnosci warto spraw-
dzi¢ (co zreszta robimy w gtownej czesci wykltadu), ze relacja (32.80) jest zgodna z relacja (32.66).
Wszystkie uzyskane tu zwiazki komutacyjne sa konsekwencja definicji operatora L jako genera-
tora obrotéw i wlasnosci operatoréw przy transformacjach indukowanych obrotem w przestrzeni
potozen.

32.6 Uwagi koricowe

32.6.1 Calkowity moment pedu

Przeprowadzona dyskusja dotyczyta pojedynczej (bezspinowej) czastki. Jej moment pedu L zwa-
ny orbitalnym, jest generatorem obrotéw, to znaczy przy obrotach przestrzennych stany czastki
transformujg sie

') = R(p,q)|v), (32.81)
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gdzie
R(p,i) = exp {— ! dy (ﬁ . I_:)] . (32.82)
’ h

W ogolnym przypadku, uktad fizyczny moze sklada¢ sie z wielu czastek (w tym i takich kto-
re posiadaja spin). Wowcezas musimy postugiwaé sie catkowitym momentem pedu rozwazanego
uktadu. Musimy wiec wprowadzié

J — calkowity moment pedu. (32.83)

Odpowiedni operator obrotu bedzie miat wtedy postaé
R(p,) = exp {— i dy (ﬁ : j)} . (32.84)
h

Omowione wyzej wlasnosci obrotéw pozostang niezmienione, tyle ze operator L musi by¢ za-
stapiony przez J - catkowity moment pedu. Oczywiscie ogélna teoria obrotéow ulega wowczas
komplikacji, cho¢ zasadnicze wnioski (np. relacje komutacyjne) pozostaja w mocy bez istotniej-
szych zmian.

32.6.2 Niezmienniczo$é przy obrotach

Intuicyjnie przewidujemy, ze obrét izolowanego uktadu fizycznego nie powinien prowadzié¢ do
zmiany jego whasnosci fizycznych (choé sposob, czy forma opisu po obrocie moze by¢ inna niz
przed obrotem). Trzeba by¢ jednak ostroznym, bowiem moga istnie¢ transformacje, przy ktorych
uktad fizyczny ulega jednak zmianie. Niezmienniczo$¢ przy obrotach nalezy wiec traktowaé raczej
jako postulat, ktory jest nastepnie sprawdzany dos§wiadczalnie. Przyjmijmy, ze postulat ten jest
speliony. Przewidywania fizyczne (np. wartosci wlasne obserwabli) dla obserwabli Ql powinny
by¢ takie same jak dla Q — obserwabli przed obrotem. Oczekiwanie to znajduje swoj wyraz w
fakcie, ze operator obrotu R jest unitarny.

Co wiecej, ewolucja czasowa nie powinna zaleze¢ od obrotu. Oznacza to, ze nie ma zna-
czenia, w ktorej chwili wykonany zostanie obrot. Aby to wyjasni¢ przeprowadzimy nastepujace
rozumowanie.

e Uktad znajdujacy sie (w pewnej chwili poczatkowej) w stanie | (tg)) zostal poddany ob-
rotowi tak, ze jego stan zmienit si¢ do | ¥ (t9) ) = R|%(to) ). Stan ten nastepnie ewoluowat
do stanu |4’ (t)). Formalnie zapisujac, mamy

[9(to)) —2%w R|w(t)) = ¥ (b)) —22% o |'(1)) (32.85)

e Rozpatrzmy teraz odwrotna sekwencje. Uktad najpierw ewoluuje od chwili g do chwili ¢.
Wtedy dokonany jest obrét. A wiec w tym przypadku

[9(te)) —SM () 2w |07 (1) = R|w()) (32.86)

Niezmienniczo$§é wzgledem obrotu wymaga, aby oba stany koricowe byly jednakowe, to znaczy
aby

147 () = RI$@®) = ¥ (1) (32.87)

Zaloézmy dalej, ze hamiltonian H badanego (izolowanego) ukladu fizycznego komutuje z
operatorem catkowitego momentu pedu

[Je, H] = 0, k=1,23. (32.88)
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Oznacza to, ze hamiltonian przy infinitezymalnych obrotach jest niezmieniony, a w konsekwencji
komutuje z operatorem obrotu skoriczonego. A zatem

HR = RH. (32.89)

Inaczej mowiac, z relacji transformacyjnej (32.39) wynika, ze
H = RHR' = H. (32.90)

Konsekwencja relacji komutacyjnej (32.88) jest wiec niezmienniczo$¢ hamiltonianu przy obro-
tach. Oczywiscie nasze rozumowanie mozna odwréci¢: hamiltonian niezmienniczy przy obrotach,
komutuje z catkowitym momentem pedu uktadu. Ewolucja w ukladzie nieobréoconym (zalezna
od H) przebiega tak samo jak w ukladzie obroéconym (gdzie H = H).

Niech teraz uklad bedacy w stanie |1(t)) ewoluuje do chwili ¢ + At. Stosujac rozwiniecie w
szereg Taylora piszemy wiec

0

[Pt +AY) = [9t) + At o [¥(t))

= [9() + S A 9), (32.00)
gdzie druga réwnos¢ wynika z rownania Schrodingera.

Zastosujmy powyzszy opis w bardziej szczegblowej analizie pierwszego z podanych wyzej
scenariuszy. W pewnej chwili ¢ uktad fizyczny opisany stanem | (t)) poddany zostal obrotowi i
znalazl sic w stanie |1 (¢)) = R|(t)). Nastepnie (juz w ukladzie obréconym, gdzie H' = H,
zgodnie z zalozeniami (32.88)-(32.90)) ewoluuje do stanu

W) = W'm) + 2 )
= RIUO) + SR 00) (3292)

Przechodzimy do drugiego scenariusza. Najpierw mamy ewolucje od chwili ¢ do chwili ¢t + At, a
potem dokonujemy obrotu, otrzymujac w rezultacie stan

RIg(t + A1) = [0/(+A0) = RISW) + =0 RE (), (32.93)
Prawe strony dwoch ostatnich réwnan sa rowne, bowiem hamiltonian Hi operator obrotu R
komutuja. A zatem réwne sa takze lewe strony R|¢(t+At)) = |9 (t+At)). co zgodnie z (32.87)
oznacza, ze uklad jest niezmienniczy wzgledem obrotow. Wykazalidmy wiec, ze jesli hamiltonian
h komutuje z operatorem (catkowitego) momentu pedu, to uklad jest niezmienniczy wzgledem
obrotéow. Innymi stowy, hamiltonian uktadu izolowanego jest skalarem. Uklady oddziatujace nie
musza juz mieé¢ tej wlasnosci. Co wiecej, relacja [f], j} = 0 oznacza, ze moment pedu uktadu
jest stalag ruchu. Podkreslamy raz jeszcze, ze méwimy tu o catkowitym momencie pedu.
Omowione w tym rozdziale zwigzki pomiedzy obrotami a momentem pedu uktadu fizyczne-
go stanowig jedynie bardzo powierzchowny przeglad ogromnego bogactwa bardzo réznorodnych
zagadnien. Szczegodlnie istotne sg tu prawa zachowania. W uktadzie, ktérego hamiltonian jest
skalarem moment pedu jest zachowany, a uktad jest niezmienniczy (w omoéwionym sensie) wzgle-
dem obrotéw. Symetria uktadu daje wiec w rezultacie prawa zachowania. Zwigzek ten jest bardzo
ogo6lny i ma dalekosiezne konsekwencje. Samo omoéwienie (nie wspominajac o pelniejszej dyskus;ji)
tych probleméw wybiega jednak daleko poza zakres niniejszych wyktadéw.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k% ok ok ok K ok ok X
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