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Rozdzial 11

Postulaty mechaniki kwantowe]

Mechanika kwantowa, jak zreszta kazda teoria fizyczna, bazuje na kilku postulatach, ktore przyj-
mujemy "na wiare". Nie umiemy powiedzie¢ dlaczego obowiazuja takie, a nie inne postulaty.
Jedyne co mozemy stwierdzi¢ to to, ze wszystkie dane i wyniki do§wiadczalne sa zgodne z pro-
ponowanymi postulatami. Role postulatéw w mechanice klasycznej pelnia, na przykiad, trzy
zasady dynamiki Newtona, a w elektrodynamice réwnania Maxwell’a. Doswiadczenie potwier-
dza ich stuszno$é¢ i okresla zakres stosowalnosci. Nie wchodzac wiec w rozwazania o charakterze
bardziej filozoficznym niz fizycznym, po prostu przedstawimy postulaty mechaniki kwantowe;j.
Postulaty te juz pojawily sie w toku wyktadu, teraz jedynie je zbierzemy i uporzadkujemy. Warto
jednak stwierdzi¢, ze mozliwe sa rézne sformutowania, zalezne przede wszystkim od stopnia abs-
trakcji wybranego aparatu matematycznego. Nie jest jednak naszym celem ani daleko posunieta
$cistos¢ matematyczna, ani tez wyrafinowana abstrakcyjnosé.

11.1 Postulat 1: wektor stanu

W kazdej chwili czasu ¢ stan uktadu fizycznego jest okreslony przez wektor |v(t)) na-
lezacy do pewnej przestrzeni Hilberta H.

Uwagi
1. W praktycznych zastosowaniach wygodnie jest ten stan unormowac, tj. wziaé
t))
")) = L, 11.1
OL = ) i
gdzie norme obliczamy za pomoca iloczynu skalarnego, w ktoéry wyposazona jest przestrzen

Hilberta H.

2. W przestrzeni wektorowej mozna budowaé¢ kombinacje liniowe, co jest odzwierciedleniem
zasady superpozycji. Kombinacja liniowa wektorow stanu (odpowiednio unormowana) jest
tez, cho¢ oczywiscie innym, wektorem stanu. Dlatego tez postulat ten mozna nazwaé zasada
superpozycji.

3. W rozdziale 2 postulowaliSmy istnienie funkcji falowej (¥, t) opisujacej stan uktadu. Jak
wiemy, w przestrzeni H mozna wybraé¢ rézne bazy — reprezentacje. Funkcja falowa jest po
prostu wektorem stanu w reprezentacji polozeniowej: (¥, t) = (r'|1(t) ), jest wiec obiek-
tem rownowaznym, lecz mniej ogélnym, bowiem mozemy skonstruowaé inne reprezentacje:
pedowa, energetyczng i inne. Oczywiscie, w konkretnych zastosowaniach tatwiej jest poshu-
giwaé sie funkcja falowa, niz ogblnym, abstrakcyjnym wektorem stanu.
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11.2 Postulat 2: obserwable

Kazdej mierzalnej wielkosci fizycznej A odpowiada obserwabla A dziatajaca w ‘H (ope-
rator hermitowski).

Uwagi

1. Fakt, ze operator A jest obserwabla oznacza, ze (dla wartosci wlasnych tworzacych zbior
dyskretny)

A = Af, operator

hermitowski

an € R, degener. g,—krotna
— (11.2)

Aluiny = ay |uin ) {|uin )} — baza ortonorm. w F
2. Operatory kwantowo-mechaniczne mozna konstruowaé za pomocs zasady odpowiednioSci.
Jednak dla niektorych wielkosci (spin) trzeba szukaé innych sposobow ich okreslania.

3. Mozliwy jest tez inny spos6b konstrukeji obserwabli posiadajacych odpowiedniki klasycz-
ne. Nawiasy Poissona dla klasycznych wielkosci zostaja zastapione przez komutator od-
powiednich operatoréw (i pomnozone przez czynnik ). Otrzymane w ten sposob relacje
komutacyjne stuza za punkt wyjscia do konstrukcji jawnej postaci operatoréw. Metoda, ta
postuzylismy sie w rozdziale 7 znajdujac postaé¢ operatora pedu w reprezentacji potozenio-
wej. Wykorzystamy ja takze przy dyskusji operatora momentu pedu.

11.3 Postulat 3: wyniki pomiaréw —
— wartosci wlasne obserwabli

Jedynym dopuszczalnym wynikiem pomiaru wielkosci fizycznej A moze byé ktoras

z wartosci wlasnych obserwabli (operatora hermitowskiego) A.

Uwagi

1. Wynik pomiaru jest zawsze (mianowana) liczba rzeczywista. Dlatego tez A musi byé ob-
serwabla — operatorem hermitowskim.

2. Posta¢ obserwabli 4, a co za tym idzie, zbiér wartosci wlasnych i stany wlasne sa okreslone
przez fizyczna nature ukladu (jego strukture). Dlatego tez zbior dopuszczalnych wynikow
pomiarowych nie zalezy od stanu | ), w ktorym uktad znajdowal sie¢ tuz przed pomiarem.
Znaczenie stanu |1 ) okresla nastepny postulat.

3. Widmo (zbior wartosci whasnych obserwabli fl) moze byé¢ dyskretny, co oznacza, ze rezul-
taty pomiaru sa skwantowane. Postulat ten bywa wiec nazywany zasada kwantowania.

11.4 Postulat 4: prawdopodobienistwo wynikow
pomiarowych

Postulat ten jest uogélnieniem i sformalizowaniem idei rozktadu spektralnego, o ktérej moéwilismy
w rozdziatach 11 2. Uogo6lnienie to oméwimy dla trzech réznych przypadkow.
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Niech |v) oznacza unormowany wektor z przestrzeni H opisujacy stan pewnego uktadu
fizycznego. Zwroémy tu uwage, ze zadajac unormowania stanu |1 ) nieznacznie modyfikujemy
postulat 1. Nie jest to zadanie konieczne, ale znaczaco utatwia i upraszcza zapis prawdopodo-
bieristw (por. dyskusja w rozdziale 3, wzory (3.55)—(3.64)).

Niech A oznacza pewna wielkosé fizyczna, ktorej odpowiada obserwabla A.

11.4.1 Przypadek widma dyskretnego bez degeneracji

W tym przypadku {|¢, )} stanowi zbior wektorow wlasnych obserwabli A odpowiadajacych
wartosciom wlasnym {a, }, przy czym

Alpn) =an|en) — zagadnienie wlasne,
{(©m | on) = 0mn — ortonormalnogé,
> len){pn| =1 — zupelnosc. (11.3)
n

Postulat 4a

A. Prawdopodobienstwo P, tego, ze w wyniku pomiaru wielkosci fizycznej A, w ukta-
dzie opisanym unormowanym wektorem stanu |t ), otrzymamy warto$¢ wlasna a,
wynosi

Po = [(enlv)l”. (11.4)

bowiem w tym wypadku warto$ci wlasnej a,, odpowiada tylko jeden wektor witasny
| n )

11.4.2 Przypadek widma dyskretnego z degeneracja

W tym wypadku wartosci wlasnej a,, obserwabli A odpowiada gn rOznych wektoréow wiasnych

A ’ 9021) = ap | <P21> — zagadnienie wlasne,
(D0 | @) = Omn 0y — ortonormalnosé,
gn
DD len)enl=1 — zupelnosé, (11.5)
n =1
gdzie gorny indeks przebiega zbior {1,2,3,...,g,}, zas g, nazywamy stopniem degeneracji war-

tosci wlasnej a,.
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Postulat 4b

B. Prawdopodobieristwo P, tego, ze w wyniku pomiaru wielkosci fizycznej A, w ukla-
dzie opisanym unormowanym wektorem stanu | ), otrzymamy warto$¢ wlasna a,

wynosi
gn .
Po= Y lteh v (11.6)
=1

W tym przypadku kazda kombinacja liniowa stanéw o tym samym numerze n, jakim jest ozna-

~

czona zmierzona warto$¢ wtasna, jest wektorem wlasnym obserwabli A
A(Z C%MJ) =an<z C%W?J), (11.7)
i=1 i=1
(patrz takze (3.49) i (10.10)). Omawiane prawdopodobienistwo jest suma kwadratow modutow
amplitud 37, ‘sz.
11.4.3 Przypadek widma ciggtego

Obserwabla A ma wartosci wlasne § nalezace do zbioru cigglego, wiec wektory whasne {pp} sa
takze numerowane indeksem cigglym. Woéwczas mamy

Al 03) =0B1vg) — zagadnienie wlasne,
(@alpp) =0(a—p) — ortonormalno$é uogdlniona,
/ dB s )(psl =1 — zupeos, (11.8)

Postulat 4c

C. Prawdopodobienistwo P, tego, ze w wyniku pomiaru wielkosci fizycznej A, w ukta-
dzie opisanym unormowanym wektorem stanu | ), otrzymamy wartos$¢ z przedziatu

(B, B+ dpB) wynosi
APy = (s |v)* dB, (11.9)

a wiec |(p3 | ¢>|2 jest funkcja ciaggla, majaca sens gestosci prawdopodobienstwa.

Uwagi
1. Niech |¢) € H bedzie dowolnym wektorem stanu pewnego ukladu fizycznego. Wartosé
oczekiwana ($rednia warto$¢ z wielu pomiaréw) wielkosci fizycznej A, ktorej odpowiada
obserwabla A, wynosi

(A) = (p]A]9). (11.10)
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Dla ilustracji rozwazmy dalej przypadek bez degeneracji (11.3) i skorzystajmy z rozkladu
jedynki

n

= > (¢len)an {@nlv). (11.11)

n

Z dowolnosci stanu |1 ) wynika mozliwo$¢ utozsamienia

n

co stanowi rozklad spektralny operatora A (na operatory rzutowe |, ){(¢p |). Rozumo-
wanie to wskazuje, dlaczego omawiany postulat taczymy z idea rozktadu spektralnego.
Zauwazmy jeszcze, ze z rozkladu (11.12) wynika, ze C),, = (@, |%) okresla amplitude
prawdopodobieristwa tego, ze w wyniku pomiaru uzyskamy warto$é¢ wtasna a,. Analogicz-
ne rozklady spektralne mozemy oczywiscie wypisaé¢ dla dwoch pozostatych przypadkow.
Postugujac sie definicjg wartosci oczekiwanej i rozktadem spektralnym, wraz z odpowiednig
jego interpretacja, mozemy potaczy¢ postulaty 3 i 4 w jeden. Zaleta takiego podejscia jest
zmniejszenie liczby postulatéw, zas wada koniecznosé nieco rozbudowanej interpretacji.
Dlatego pozostaniemy przy podanym sformutowaniu postulatéw mechaniki kwantowe;.

Z tego postulatu wynika probabilistyczna interpretacja funkeji falowej (r) = (F|v).
Polozenie czastki ma widmo ciagte, zas | ') to wektor wlasny operatora potozenia. Wiec
(T'|9) jest amplituda gestosci prawdopodobieristwa tego, ze w wyniku pomiaru polozenia
czastki otrzymamy warto$é r. Innymi stowy, jest to amplituda gestosci prawdopodobieristwa
tego, ze czastka znajduje sie w punkcie ¥. Postulat 4 jest wiec uogdlnieniem stwierdzenia,
ze (T, t)|2 jest gestoscia prawdopodobieristwa znalezienia czgstki w punkcie T.
Warunek normowania sprawia, ze wektory rézniace sie¢ o staly czynnik |¥1) = afs)
mozemy utozsamic.

W szczegdlnoscei, globalny czynnik fazowy jest bez znaczenia fizycznego. Réznica faz po-
miedzy wektorami stanu moze jednak mie¢ istotne znaczenie ze wzgledu na mozliwosé
interferencji amplitud.

11.5 Postulat 5: pomiar — redukcja wektora stanu

Jesli w uktadzie fizycznym opisanym stanem | ) dokonamy pomiaru wielkosci fizycz-
nej A otrzymujac a,,, jedng z wartosci wlasnych obserwabli A, to po pomiarze stanem
uktadu jest unormowany rzut stanu | ) na (unormowany) wektor wtasny |y, ) odpo-
wiadajacy zmierzonej wartosci wlasnej

<90n|w> (1113)
(on | 9)P '

Innymi stowy moéwimy, ze w wyniku pomiaru nastepuje redukcja (lub kolaps) stanu
|1) do stanu | ¢y, ).

%) [ on)

pomiar an,
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Uwagi

1. Moéwimy tu o rzutowaniu, bowiem |, ){ ¢, | jest operatorem rzutowania.

2. Postulat ten nietrudno uogoélnié, uwzgledniajac charakter widma obserwabli A. Dla przy-
padku z degeneracja otrzymamy wyrazenie (3.66). Operator rzutowania rzutuje stan |1 )
na g,-wymiarowa podprzestrzen w przestrzeni H.

3. Jedli stan uktadu przed pomiarem jest jednym ze stanéw wtasnych obserwabli A (tzn. |Y) =
| ok )), to pomiar wielkosci fizycznej A da wartosé ay z prawdopodobieristwem réwnym 1,
za$ stan uktadu pozostanie bez zmiany (nadal bedzie stanem | ¢y ))).

4. Postulat o redukcji stanu kwantowo-mechanicznego wydaje sie by¢ najbardziej tajemniczy i

najmniej zrozumialy sposrod calej szostki postulatéw. Postulat ten lezy u podstaw pewnych
paradoksow (np. znany od lat 30-tych XX wieku, paradoks EPR, Einsteina, Podolsky’ego
i Rosena). Paradoksy takie daja sie zrozumieé¢ i wyjasni¢ na gruncie mechaniki kwantowej,
jednak do dzi§ budza dyskusje i kontrowersje dotyczace sposobéw jej interpretacji.

11.6 Postulat 6: ewolucja w czasie —

— rownanie Schrodingera

Stan |1(t)) uktadu fizycznego ewoluuje w czasie zgodnie z réownaniem Schrodingera

gdzie hamiltonian H (t) jest obserwabla (zwana hamiltonianem) odpowiadajaca catko-
witej energii uktadu. Hamiltonian moze (ale nie musi) by¢ funkcja czasu.

) = B 160), (11.14)

Uwagi

1. Postulat ten jest jedynym postulatem dynamicznym. Okresla on dynamike wektora stanu,
to jest sposob w jaki | (t)) zmienia sie w czasie.

2. Jest to rownanie pierwszego rzedu wzgledem czasu, wiec do jego pelnego rozwiazania ko-
nieczne jest okreslenie stanu poczatkowego dla pewnej chwili ¢.

3. Rownanie Schrodingera jest w pelni deterministyczne. Ewolucja wektora stanu (lub funk-
cji falowej w reprezentacji potozeniowej) jest wyznaczona jednoznacznie. Probabilistyczna
interpretacja mechaniki kwantowej wynika z pozostatych postulatow.

4. Gléwnym sposobem konstrukeji hamiltonianu jest zasada odpowiedniosci. Jezeli punktem
wyjscia jest nierelatywistyczna fizyka klasyczna, wowczas dostajemy nierelatywistyczna me-
chanike kwantowa, w ktorej catkowita energia czastki musi by¢ znacznie mniejsza niz jej
energia spoczynkowa.

5. Znaczenie réwnania Schrodingera jest nie do przecenienia. Zasadnicza czes¢ niniejszego wy-

ktadu jest po$wiecona badaniu rozwiazan tego rownania i jego réznorodnych konsekwencji.

kok okok ok oskok ok sk okok ckoskok ok sk okok sk sk ok ok sk okok ok ok ok ok ok
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