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Rozdziat 17

Teoria spinu 1/2

17.1 Wprowadzenie — braki dotychczasowej teorii

W dotychczasowych rozwazaniach dotyczacych réznych uktadow fizycznych (w tym i atomu wo-
doropodobnego) wielokrotnie zastrzegaliSmy sie, ze moéwimy o czastce bezspinowej. Omawiajac
strukture atomu opisywalismy elektron (w uktadzie srodka masy) jako czastke punktowa scharak-
teryzowana przez funkcje falowa (7)) = ¥(z,y, z). Uzyskane wyniki, cho¢ Sciste matematycznie,
sa niedoktadne fizycznie. Brak bowiem, na przyktad

e uwzglednienia faktu, ze elektron posiada spin.
e poprawek relatywistycznych, (itp., itd.).

Mozna uniknaé wielu z tych brakéw jezeli rozwazaé¢ bedziemy w pelni relatywistyczne réwnania
Diraca. Wtedy tez, niejako automatycznie, pojawia sie spin. Spin zostal jednak odkryty do$wiad-
czalnie przed opublikowaniem réwnania Diraca. Pauli zbudowal odpowiednia teorie, ktoéra jak
sie okazuje, jest granicznym przypadkiem teorii Diraca. W niniejszym wyktadzie nie bedziemy
postugiwaé sie réwnaniem Diraca. Omoéwimy wiec teorie Pauliego, a poprawki relatywistycz-
ne rozwazymy poézniej, w ramach rachunku zaburzen. Przestanki do$§wiadczalne wskazujace na
istnienie spinu sg nastepujace.

e Doswiadczenie Sterna—Gerlacha. Wiazka atoméw srebra ulega w niejednorodnym polu ma-
gnetycznym rozszczepieniu na dwie sktadowe.

e Linie widmowe atomoéw sa na ogoét rozszczepione, czego nie wyjasnia dotychczas omawiana
teoria atomu wodoropodobnego.

e W normalnym efekcie Zeemana linia widmowa jest rozszczepiona na nieparzysta ilosé li-
nii. Wielko$é rozszczepienia jest wprost proporcjonalna do natezenia pola B. Efekt ten
wyjasnialiSmy wiazac z ruchem elektronu moment magnetyczny

M = k2T, (17.1)

h

gdzie pp = eh/2u. — magneton Bohra. Niekiedy jednak wystepuje tzw. "anomalny" efekt
Zeemana, w ktorym linia widmowa ulega rozszczepieniu na parzysta liczbe sktadowych.
Orbitalna liczba kwantowa [ jest calkowita, magnetyczna liczba kwantowa m przyjmuje
wiec (20 + 1) wartodci — ilos¢ nieparzysta. To wyjasnia normalny efekt Zeemana. W efekcie
anomalnym liczba linii jest parzysta, co sugeruje istnienie potéwkowych warto$ci momentu
pedu. Ogodlna teoria momentu pedu dopuszcza taka mozliwosé, podczas gdy dla orbitalnego
momentu pedu liczba kwantowa [ jest zawsze calkowita.

Fakty te pozwalaja domniemywaé, ze istnieje (w atomach i nie tylko) moment pedu poléwkowy.
Wymaga to jednak przyjecia dodatkowych zatozeri (lub rozbudowania postulatow).
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17.2 Postulaty teorii Pauliego

Wyjasnienie oméwionych faktéw doswiadczalnych wymaga postulatu, ze elektron posiada wew-
netrzny moment pedu (spin) taki, ze zwiazany z nim jest moment magnetyczny

_, U 3 . ’e‘ﬁ

= 2—8S dzie = - —, 17.2

Fis - 8 [in o, (17.2)
bowiem elektron ma ujemny tadunek. Zwroéémy tu uwage na dodatkowy czynnik 2, sprawiajacy,
ze spinowy moment magnetyczny jest, formalnie rzecz biorac, dwukrotnie wickszy niz orbitalny.
Wspoélezynnik ten zwany wspotezynnikiem giromagnetycznym dla elektronu, daje sie wyjasnié
dopiero na gruncie elektrodynamiki kwantowej. Istnienie spinu sprawia, ze do dotychczasowych
postulatow musimy dodaé¢ nastepne. Niezaleznie od zmiennych ¥ i p, ktére nazwiemy zmiennymi
orbitalnymi, musimy jeszcze mieé¢ jakie$ zmienne spinowe.

1. Wielko$é¢ fizyczna zwana spinem jest momentem pedu. Wobec tego odpowiadajaca jej ob-
serwabla ma charakter wektora S = (51,5, S3), ktorego sktadowe sg operatorami hermi-
towskimi, tj. S = Sk, a takze musza speliaé¢ kanoniczne relacje komutacyjne

[Sk, Sm] = ’iﬁ&‘kmn Sn (17.3)

W $wietle ogdlnej teorii momentu pedu, stwierdzamy, ze istnieja stany spinowe |s,mg)
spelniajace réwnania wtasne

S?|s,ms) = h2s(s+1)|s,my) (17.4a)
Ss|s,mgs) = hms|s,mg), (17.4b)

gdzie wartosci wlasne s sg catkowite lub potéwkowe (nie przesadzamy tego na razie), zas
ms zmienia sie co 1 od minimalnej wartosci (ms)min = —s do (Ms)maz = S-

2. Czastka danego typu (np. elektron) ma jednoznacznie okreslona liczbe kwantowa s. Mo-
wimy wtedy, ze czastka ta ma spin s. Przestrzen stanéw spinowych dla tej czastki jest
wiec (2s + 1)-wymiarowa, ze wzgledu na dopuszczalne wartosci liczby mg. Wszystkie stany
spinowe czastki odpowiadaja tylko jednej wartosci wlasnej S2 réwnej h2s(s+ 1), zas réznia
sie liczba kwantowa m.

3. Istnieja czastki z s = 0, wtedy zmienne orbitalne, a wiec "zwykta" funkcja falowa, wystarcza
do opisu stanu czastki bezspinowej. Dla czastki o spinie s # 0 pojecie funkcji falowej
(okreslonej zmiennymi orbitalnymi) trzeba rozszerzy¢. Odpowiedni ZZOK musi réwniez
zawiera¢ operatory spinowe S? oraz S3. Stan czastki opisuje wiec wektor stanu bedacy
zlozeniem stanu orbitalnego (funkcji falowej) i stanu spinowego.

4. Zmienne spinowe charakteryzujace czastke dziataja w przestrzeni spinéw, a wiec z defi-
nicji komutuja z obserwablami dziatajacymi w przestrzeni charakteryzowanej zmiennymi
orbitalnymi

[Sk, A(E,B)] =0, (17.5)
dla dowolnego operatora A(F, B) = A(F, —ihV).
5. Elektron ma spin s = 1/2 i moment magnetyczny dany wzorem (17.2).

Komentarze dodatkowe

Proton i neutron tez maja spin s = 1/2. Ich wspoétczynniki giromagnetyczne sa jednak inne.
Znamy czastki zaréwno o spinie catkowitym (tzw. bozony) i czastki o spinie potéwkowym (fer-
miony).
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Elektron uwazamy za czastke punktowa. W szkolnych podrecznikach czasami przedstawia
sie elektron jako czastke rozciagla i ttumaczy istnienie spinu — wewnetrznego momentu pedu
jako efekt wirowania. JEST TO BZDURA !! Uzasadnienie jest nastepujace. Zat6zmy, ze elektron
rzeczywiscie jest czastka rozciagla, ktora wiruje wokodt wlasnej osi. Wirowanie to ma by¢ przy-
czyna powstawania wewnetrznego momentu pedu — spinu. Rodzi to jednak seri¢ probleméw. Po
pierwsze, czastka rozciagla wymaga wiecej niz 3 zmienne do jej pelnego opisu (np. trzy sktadowe
polozenia i trzy katy Eulera opisujace orientacje w przestrzeni). Po drugie, obroty bryty roz-
ciaglej miatyby charakter przestrzenny. Zwiazany z tym moment pedu powinien byé opisywany
catkowitymi liczbami kwantowymi. Wnioskujemy wiec, ze spin elektronu nie moze byé powiazany
z obrotami przestrzennymi.

Aby sie jeszcze lepiej o tym przekonaé, przeprowadzimy proste oszacowanie. Zatézmy, ze
elektron jest mala kulka o promieniu R, i masie m.. Kulka taka ma (klasyczny) moment bez-
wladnosci I, = 2m.R? /5. Zatoézmy dalej, ze kulka ta wiruje z pewna predkoscia katowa w. tak,
ze ma moment pedu rowny S = l.w.. Z drugiej strony warto$é¢ oczekiwang S mozemy przyjacé

za r6wna hy/3(1+ 1) = V3 1/2 (patrz (17.4a)). Z rozwazan tych wynika oszacowanie

V3h 2

5 ~ £ meRg We. (17.6)
Predkos¢ liniowa (ruchu obrotowego) na réowniku kulki wynosi v = w,R,, zatem

4 5V3 R

h ~ —— m.R.v - v — ———, 17.7

5\/§ e 4 meR. ( )

przy czym warto zauwazy¢, ze im mniejszy promient R, tym wicksza predkosé v. Dla oszacowania

liczbowego v wezmy R, = 2.82-107%m (co jest tzw. klasycznym promieniem elektronu). Wartosci

liczbowe pozostatych stalych sa znane, wiec otrzymujemy

4 1.05- 10734 1o (m
T 53 9.1-10731 . 2.82.10-15 0.089 - 10 (Z)
8.89
~ T-102-3-108 ~ 296 - c. (17.8)

Predkos¢ réownikowa wirujacego elektronu zapewniajaca wlasciwa wartos¢ wewnetrznego mo-

mentu pedu (tj. spinu) jest wiec prawie 300 razy wicksza od predkosci §wiatta. Jest to oczywista

bzdura. Ponownie przekonujemy sie, ze spin elektronu nie moze by¢ zwiazany z wirowaniem
czegokolwiek.

Whiosek : Spin jest wielkoscia czysto kwantowo-mechaniczng i nie ma zadnego odpowiednika
klasycznego. Mozemy powiedzie¢, ze elektron ma spin, tak samo zreszta jak ma
mase i tadunek. Innymi slowy spin elektronu jest jego wlasnoscia, w tym samym
sensie co masa czy tadunek.

17.3 Wtlasnosci momentu pedu — spinu 1/2

17.3.1 Sformulowanie abstrakcyjne

Ograniczymy sie teraz do przypadku s = 1/2 (zreszta najczestszego w praktycznych zastosowa-
niach). Przestrzen &; /2 stanow jest wiec (2s + 1) = 2-wymiarowa. Baze w tej przestrzeni tworza
dwa stany (wektory)
+) = Is=
=) = [s=

) (17.9a)
). (17.9Db)

D= N[
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Stany te tworza baz¢ w przestrzeni £/, a zatem spelniaja relacje¢ zupelnosci
[0+ + [=)(—] = 1. (17.10)
Przyjmujemy ponadto, ze stany te sa unormowane i ortogonalne

(+[+) = (=]-) =1 (17.11a)
(+1=) = (=]+) = 0. (17.11b)

Dowolny wektor | x) € & /2 Mma wigc posta¢ kombinacji liniowe]

Ix) = Cy|+) + C_|—). (17.12)
Zgodnie wiec z postulowanym przepisem (17.4) mozemy napisaé

S’ |1+) = L+ |x) = 2R |4), (17.13a)

S3|£) = Z£h|L). (17.13Db)

Mowimy, ze stany |4 ) sa stanami wlasnymi spinu 1/2. Stan |+ ) nazywany bywa "spinem w
gore", zas stan | —) "spinem w dol". Nazwy te wynikaja z relacji (17.13b).

Idac dalej, adaptujemy ogolna teorie momentu pedu do przypadku spinu 1/2. Tworzymy
wiec operatory podnoszacy i obnizajacy

Sy = 851 £ iS5,. (17.14)
Korzystajac z ogoélnych, uprzednio wyprowadzonych relacji, mozemy dalej napisaé

Sil+) = h\/8(8+ 1) —mg(ms+1) |s=3,+5+1) = 0, (17.15a)

Sil=) = hyfsts+1) —m(ms+1) [s=3,-5+1)

— hy 3+l 1) = |4). (17.15b)

Pierwsza z powyzszych rownosci wynika stad, ze w przestrzeni £, /o nie ma wektora | s = %, —|—% +
1)=|s= %, mg = %) (ponadto wyrazenie pod pierwiastkiem daje zero). Zupelnie analogicznie,

dla operatora obnizajacego otrzymamy

S_|+) = h|-), S_|-) = 0. (17.16)
Z okreslen (17.14 wynika oczywiscie, ze
1 .
St = 55+ + S-), Sy = %(S, — S,). (17.17)
Korzystajac z wzorow (17.15) i (17.16) natychmiast otrzymujemy
1 h
Si|+) = §(S+ + SO)+) = 5\—), (17.18a)
1 h
Sil-) = (S + SII-) = 2, (17.18b)
Zupetnie tak samo mamy
i ih
SQ“F) - 5(5_ - S+)’+> = 5’—>, (1719&)
1 ih
Sol=) = LS. - SOl-) =~ D), (17.19b)
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Sy jako sktadowa operatora spinu (momentu pedu) jest z zalozenia operatorem hermitowskim.
Nie powinien jednak niepokoié¢ fakt, ze w powyzszych wzorach Sy dziatajac na stany |+ ) pro-
dukuje liczby zespolone. Stany | 4 ) nie sa stanami wlasnymi operatora Sy wiec liczby +ih/2 nie
sa wartosciami wlasnymi i nie musza by¢ rzeczywiste.

Podkredlmy raz jeszcze, ze po prostu adaptujemy ogélng teorie momentu pedu do przypadku
szczegolnego, w ktorym (ze wzgledéw historycznych) stosujemy nieco inng notacje. Oczywiscie
kluczowa role odgrywaja kanoniczne relacje komutacyjne (17.3), charakterystyczne dla momentu
pedu.

17.3.2 Macierze Pauliego i operatory spinu 1/2

Wymiar przestrzeni &; /2 wynosi 2. Przestrzen ta jest izomorficzna z przestrzenia wektorowa C?2.
"

Wobec tego dowolny wektor z tej przestrzeni mozna reprezentowaé¢ dwuwymiarowym "'stup-

kiem"’. Dlatego tez przyjmiemy odpowiednio$¢

+) = <é> |-) = <(1)> (17.20)

Oczywiscie te dwa wektory tworza baze w dwuwymiarowej przestrzeni wektorowej (nad cialem
liczb zespolonych). Dowolny wektor z rozwazanej przestrzeni mozna wiec zapisa¢ jako kombinacje
liniowa,

(V) = ay|+) + a|-) = <a+ ) (17.21)

Wektor sprzezony do | 1) to bra (1| o postaci "wiersza"
(W] = ar(+] + a(~| = (0, a’), (17.22)

lloczyn skalarny dwoch wektorow zapisujemy (zgodnie z regutami mnozenia macierzy)

(plv) = (B, BY) < Z+ ) = Blay + fra_. (17.23)

I wreszcie, warunek normowania przyjmuje postaé
2 2 2
L= |7 = (¢¢) = lag]” + |o] (17.24)

Operatory dzialajace w rozwazanej przestrzeni sg macierzami 2 x 2. Przestrzen operatoréw
jest wiec 4-wymiarowa. Jako baze w przestrzeni operatoréw mozna wybra¢ macierz jednostkowa
oraz trzy macierze (zwane macierzami Pauliego)

01 0 —z 1 0
O'x:<10>, O'y:<2. 0), O'Z:<O_1>, (17.25)

gdzie indeksacje (z,y, z) stosujemy wymiennie z (1,2, 3).
Operatorem spinu 1/2 (np. elektronu) jest wowczas

S = lhne, (17.26)
czyli wiec kazdej ze sktadowych spinu odpowiada
Sk = %hoy, k=1, 2, 3. (17.27)

Latwo sprawdzi¢, ze przy tak zadanej reprezentacji: stany spinowe przez (17.20), za$ Sy przez
(17.26) i (17.27) wszystkie, powyzej wprowadzone wlasnosci operatora spinu sa spetnione.
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Wtlasnosci macierzy Pauliego

Macierze Pauliego sa w sposob jawny zadane wzorami (17.25). Wszystkie podane nizej wlasnosci
mozna sprawdzi¢ bezposrednimi (i bardzo prostymi) rachunkami, dlatego tez podamy je tutaj
bez dowodéw, czy wyprowadzen.

Macierze Pauliego spelniaja relacje komutacyjne

[0, o] = 2i€kn Om,. (17.28)

ktore, wraz z definicja (17.26), zapewniaja spelnienie kanonicznych relacji (17.3) dla operatora
spinu 1/2. Kwadraty macierzy Pauliego to macierz jednostkowa

o2 = 033 = o2 = < (1) (1) ) = 1. (17.29)
Macierze Pauliego antykomutuja, to znaczy

{Uj, Jk} = 00 + Op0o; = 0. (17.30)
Macierze Pauliego sa bezéladowe i unimodularne

Tr{or} = 0, det{or} = —1. (17.31)

Wartosci wlasne wszystkich trzech macierzy Pauliego sa rowne £1. Dzieki temu, dla wszystkich
trzech operatoréow S mamy

A2 = %

)

— wartosci wlasne operatoréw Sy, (k =z, y, 2). (17.32)

| St

W zasadzie rezultat ten jest zaskakujacy, moznaby sie go jednak spodziewa¢. Wynika on stad, ze
wszystkie kierunki w przestrzeni sg réwnouprawnione. Ktory z nich uméwimy sie nazywaé osia
z jest wlasnie kwestia umowy. Réwnie dobrze moze pelié¢ te samg role dowolny inny kierunek —
stad rezultat (17.32).

Macierze Pauliego sa czesto spotykane w praktycznych zastosowaniach i maja caly szereg
pozytecznych wtasnosci. Przedstawimy tu niektére z nich.

Lemat 17.1 lloczyn dwdch macierzy Pauliego dany jest wzorem
00 = 5jk; + isjkm Om. (17.33)

Dowéd. Jedli j = k to 0j; = 1, za$ €jjm = 0 1 wtedy teza wynika z (17.29). Jezeli j # k to
d;1 = 0, wowczas teza wynika z dodania stronami relacji komutacyjnej (17.28) i antykomutacyjnej

(17.30). m

Lemat 17.2 Niech A i B bedg dwoma wielkoSciami wektorowymi, ktdre komutujq z macierzams
Pauliego. Zachodzi relacja

—

(¢-A)(é¢-B) = A-B + id-(AxB) (17.34)

Wielkosci A i B mogq byé operatoramsi, ktore nie komutujg miedzy sobq. Ich porzgdek po lewej i
prawej stronie rownosci jest utrzymany.
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Dowo6d. W dowodzie korzystamy z relacji (17.33). Otrzymujemy wiec
(6: . A)(& . B) = o0LApopm By = (5km + % E€kmn Jn)AkBm

= Ay B + i0pnEnkm Ak Bm

= A B + io,(AxB),

— A-B + id-(AxB). (17.35)
Zatem lemat jest udowodniony. m

W wielu zagadnieniach fizycznych opis stanu uktadu mozna sprowadzi¢ do dwuwymiarowej

przestrzeni wektorowej. Wektory | ) i macierze Pauliego stanowia wowczas bardzo pozyteczne
narzedzie badawcze. Podane wyzej relacje, spetniane przez macierze Pauliego sa punktem wyjscia
do wyprowadzenia calego szeregu innych (bardzo uzytecznych) relacji. Podamy dwa przyktady
wyrazen, ktorych dowody sg umieszczone w Uzupetnieniach:

ek = cosf + ioy sinf (17.36)
. . o5, gdy j =k,
ezﬁak 0; e—zﬁak — J (17.37)
0;c08(26) + €jkm om sin(26), gdy j#k.

17.3.3 Spin w dowolnym kierunku
Kierunek w przestrzeni jest wyznaczony przez wektor jednostkowy
n = (sinfcosyp, sinfsinp, cosh), (17.38)

gdzie 0 1 ¢ sa zwyklymi katami sferycznymi. Operator rzutu spinu na dowolny kierunek, to rzut
operatora spinu na tenze kierunek

S; = [-S = Sysinflcosp + Sysinflsing + S, cosf

h
= 5(01 sinfcosp + oysinfsing + o, cosf). (17.39)
Korzystajac z jawnej postaci macierzy Pauliego mozemy operator Sgi zapisaé w postaci macie-
IZOWe]j
I cos e ¥ sind
Sig = = . , (17.40)
2\ e¥sinf —cos

Wartosci wlasne operatora Sz

ZnajdZzmy najpierw wartosci wlasne operatora Sgi. Sprowadza si¢ to do znalezienia wartosci
wiasnych macierzy (17.40) (z doktadnoscia do czynnika //2)

cosf — A e ¥ sinf
det [ = 0. (17.41)
e’ sin 6 —cosf — A
Skad wynika réwnanie
— (cosf + A) (cosf —\) — sin?f = 0. (17.42)
Trywialne rozwiazanie trojmianu kwadratowego prowadzi do
h
Mg = % 3 — wartodci wlasne operatora Sg. (17.43)

Whiosek ten jest zgodny z dyskusja rownosci (17.32). Kierunek 1l jest "rownie dobry" jak kazdy
inny.
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Wektory wlasne operatora Sz

Szukamy teraz wektorow wlasnych operatora Sg. Dla pierwszej wartosci wlasnej A\; = i/2 mamy
réwnanie

Sﬁ’¢1>:g’¢l> = Sﬁ(%) =g<g>, (17.44)

gdzie wektor wlasny | ¢q) przedstawilismy w reprezentacji (17.20). Po podstawieniu macierzy
(17.40) otrzymujemy réwnanie

cosf —1 e ¥ sind o
A = 0. (17.45)
e"? sinf —cosf —1 J6]

Powstaly uktad rownan jest zalezny, wiec bierzemy tylko jedno réwnanie
a(cosh —1) + Be ¥sing = 0, (17.46)

skad otrzymujemy

1—cosf sin(0/2)
— T oW = o LT o 174
f=a sinf ¢ “ cos(0/2) “ (1747)

co wynika z elementarnej trygonometrii i gdzie a jest dowolne. A wiec wartosci wlasnej Ay = h/2
odpowiada wektor wlasny

1

|$1) = « , ) (17.48)
e'? tg(0/2)

ktory trzeba jeszcze unormowac (co pozwoli pozby¢ sie statej dowolnej o). A zatem

L= (d1ler) = laP (1+1e%(0/2)) = |of? %

= la] = cos(0/2). (17.49)

Wybieramy czynnik fazowy réowny e /2 i pierwszy (unormowany) wektor wlasny operatora Sg
zapisujemy w postaci

e%/2 cos(0/2)
917 = ( ei#/2 sin(6/2) ) (17.50)

Drugi wektor wlasny odpowiadajacy Ao = —h/2 obliczamy w analogiczny sposob
h o hof o
n - — = — n ! - - = / 1 . 1

skad wynika rownanie macierzowe

cosf +1 e % sinf o
A , = 0. (17.52)
e*¥sinf —cosf +1 8
Wobec liniowej zaleznosci rownar, bierzemy pierwsze i przeksztatcamy je korzystajac z elemen-

tarnej trygonometrii

o (cosf+1) + B e ®sinh =
o cos®(0/2) + B e ¥sin(8/2)cos(0/2) = 0, (17.53)
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skad otrzymujemy

!

o = — Ble®tg(0)2). (17.54)
gdzie g’ jest dowolne. Wartosci wlasnej Ao = —h/2 odpowiada wektor wlasny

[62) = B’ ( o 1tg(0/2) ) : (17.55)
Normujac, pozbywamy si¢ stalej dowolnej 3 " A zatem

L= (lo) = P gy = I = cos(0)2). (17.56)

Znéw wybieramy czynnik fazowy e?/2 i drugi wektor wlasny operatora Sg
— e /2 5in(6/2)
[d2) = o : (17.57)
€12 cos(6/2)

Dla porzadku sprawdzmy, czy otrzymane wektory rzeczywiscie sa wektorami wlasnymi ope-
ratora Sg.

Siléy) = E( cos 0 e~ sin 6 ) ( e~%/2 cos(0/2) )

2\ e¥sinf — cos 0 /2 sin(6/2)

ho e /% cosBcos(0/2) + e /2 sinfsin(6/2)
2 ele/2 sinf cos(0/2) — eie/? cos Osin(6/2)

B e/? cos( — 16) I
S A I P (17.58)
2 /2 sin( — 50) 2

czyli wszystko jest jak trzeba. Sprawdzenie dla drugiego wektora przebiega identycznie, wiec je
pominiemy.
Podsumowujac stwierdzamy, ze operator

h
S; =n-S = §(amsin9008cp + oysinfsing + o, cosf), (17.59)

ma wartosci wlasne A\ o = £h/2, ktoérym odpowiadaja wektory wlasne

e /2 cos(0/2 — e /2 gin(6/2
| +)a=|¢) = ( o Sin((g//Q)) ) s = )asé2) = ( o COS(Q(/;) ) ) , (17.60)

gdzie znaki wewnatrz ketow wskazuja znak wartosci wlasnej, zag indeks 1 okresla, na jaki kierunek
rzutujemy.
Zauwazmy tutaj, ze iloczyn skalarny

e"%/2 cos(0/2)

A+1+)a = (1, O)( e/? sin(0/2)

) = /2 cos(0/2), (17.61)

jest amplituda prawdopodobienstwa tego, ze spin 1/2 majacy rzut + i/2 na kierunek i, w wyniku
pomiaru rzutu na o$ z da warto$¢ +h/2. Analogiczne interpretacje mozna przypisa¢ i innym,
podobnym iloczynom skalarnym.
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Wartosci oczekiwane

Pouczajace jest jawne obliczenie warto$ci oczekiwanych dla operatorow Sy, gdy czastka o spinie
1/2 jest przygotowana w jednym ze stanow (17.60). Wykonajmy wiec przynajmniej niektore
obliczenia. Zgodnie z oméwionymi wyzej regutami mamy

| | 0 B2 [ e con(tf2)
= (e“/? cos e~ %/% sin
(P118:|¢1) (e (#/2), (0/2) < h/2 0 ) ( e'?/? sin(0/2) )

/2 gin
(/% cos(0/2), e /% sin(6/2)) ( ’ ©/2) )

e/2 cos(6/2)
(€' cos(60/2)sin(0/2) + e sin(6/2) cos(0/2))
% sinf(e? + e %)

= sin 6 cos . (17.62)

NSNS S N S

Zupekie analogicznie obliczamy warto$¢ oczekiwana S, dla ukladu w stanie | ¢2 )

| , 0 h/2\[ —e ¥/?sin(0/2)
= (—€"2gin e /2 cos
(P2]S:|¢2) (—e™ (6/2), ’ (0/2))< h/2 0 )( €12 cos(6/2) )

4 . e'?/2 cos(/2
(—e™/2 sin(0/2), e /2 cos(6/2)) ( ©/2) )

—e /2 sin(0/2)

NS NS

(— e cos(0/2)sin(0/2) — e sin(6/2) cos(6/2))

h
= -3 sin 6 cos . (17.63)

Takie same obliczenia przeprowadzamy dla pozostatych sktadowych operatora spinu. Korzystajac
z elementarnych wzoréw trygonometrycznych dla operatora S, otrzymujemy

oo
(1]Syled1) = 5811108111%

. .
(P2 | Syl o2) = —3 sin f sin . (17.64)

Natomiast dla operatora S, tatwo pokazaé, ze
h
(P1]S:]1) = 3 cos 0,

(02|15 |¢2) = —g cos . (17.65)

Warto tu przypomnieé, ze zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej, pojedynczy pomiar kto-
rejkolwiek z obserwabli S, (k = z,y, z) zawsze daje rezultat £+ h/2 — jedna z wartosci wlasnych.
Dopiero wielokrotny pomiar w uktadzie przygotowanym zawsze tak samo, prowadzi do wartosci
$rednich — wartosci oczekiwanych podanych w powyzszych wzorach.

17.4 Nierelatywistyczny opis czastki o spinie 1/2

17.4.1 Wektory stanu — spinory

Fakt, ze czastki maja spin sprawia, ze musimy rozszerzy¢ zbior obserwabli niezbednych do petnego
opisu stanu czastki. Zupelne zbiory obserwabli komutujacych (ZZOK) jakimi postugiwalismy sie
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do tej pory muszg zosta¢ powiekszone o operatory S? oraz Ss. Zazwyczaj (dla czastki danego
typu) liczba kwantowa s — warto$¢ wlasna §2, jest ustalona. Wszystkie kety dla danej czastki
odpowiadaja tej jednej wartosci s, wiec operator §2, cho¢ potrzebny do utworzenia ZZOK, stuzy
tylko do ustalenia s. Operator S3 okresla liczbe kwantowa mg, ktora moze przyjmowaé (2s + 1)
roznych wartosci. Liczbe m g musimy uwzglednié¢ przy opisie stanu czastki. Przestrzen zmiennych
okreslajacych stan czastki musi zatem "wzrosnaé¢", aby uwzgledni¢ zmienne spinowe.

W reprezentacji potozeniowej zapisujemy to tak

0y = 3 [dPr [Emg)(Em ). (17.66)

" n»

Wystepujaca tu wielkosé (¥, ms|1) jest uogélnieniem "'zwyktej"’ funkeji falowej, bowiem jest

dodatkowo numerowana wartoscia, m, — rzutem spinu na o$ z. Aby scharakteryzowaé stan uktadu
musimy podaé¢ (2s + 1) funkcji falowych, dodatkowo numerowanych indeksem m.
Mamy wiec (2s + 1) funkeji, ktore wygodnie jest zapisa¢ w postaci wektora (kolumny)

Yime—s(E) = (F,ms=s1)
Ymo—ao1(F) = (Fome=s5—1]9)
U(F) = , (17.67)
Ume=—s11(F) = (Tms=—s+1[1)
Um=—s(F) = (T,ms=—s|¢)

=y

ktory umoéwimy sie nazywaé spinorem (spinows funkcja falowa) dla czastki o spinie s. W szcze-
golnym przypadku s = 0 spinor (jak juz wspominalidmy) redukuje sie do kolumny z jednym
elementem, a wiec pozostaje "zwykla" funkcja falowa.

Spinor (funkcja falowa) sprzezony do ¥(r) to "wiersz" majacy (2s + 1) elementow

VIE) = (W —s(®) Y1, e s U= o1 (), U= (F) )
= ((¢|Fms=s) ...... , (Y|Fmg=—s) ). (17.68)

Zgodnie z zasadami algebry iloczyn skalarny dwoch spinoréw (spinowych funkeji falowych)
opisujacych czastke o spinie s zapisujemy jako

(®|T) /d% T (F) U(r) = /d3r > b (F) o, (). (17.69)
ms
Warunek normalizacji przyjmuje wiec postaé

[)* = (¥|T) /d3r Ui(F) U(F) = /d%Z%(f)@ums(a. (17.70)

Powyzsze wyrazenia dotycza czastki o spinie s, gdy spinowa funkcja falowa ma (2s+ 1) skta-
dowych. W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku czastki o spinie s = %, bowiem
interesowa¢ nas bedzie przede wszystkim elektron. Uzyskane dalej relacje nie jest jednak trudno
uogdlni¢ na przypadek czaystki o dowolnym spinie s.

Dla elektronu s = 5, i odpowiedni spinor ma dwie sktadowe — jest dwuwymiarowy. Zapisu-

2 ’
jemy go w postaci

e - <f:ms=+%|w>>
U(r) = . 17.71
o <¢<f> _ (Fme— Lo a7 )
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Postac¢ iloczynu skalarnego i warunku normowania takiego dwusktadnikowego spinora wynikaja
oczywiscie z ogdlnych relacji (17.69) i (17.70) i ogranicza sie do dwoch sktadnikow.

Spinor (17.71) jest zapisany w bardzo ogolnej postaci, bo funkcje ¥4 i ¥— moga zupekie
rozne. W wielu zastosowaniach mamy jednak do czynienia z sytuacja prostsza, gdy cze$é¢ prze-
strzenna i spinowa rozdzielaja sie (tzw. iloczyn tensorowy). Wtedy mozemy napisaé

V) = [¥)xs), (17.72)

gdzie | xs) jest dwuwymiarowym wektorem typu (17.21). W reprezentacji polozeniowej otrzy-
mujemy wtedy

o4
W) = ) , (17.73)
o

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z (17.71) widzimy, ze w tym przypadku mamy
G(@) = (Fome=+1[0) = p(@as
bo® = (Fma=-L4) = p@a (17.74)

Iloczyn skalarny dwoch takich spinoréw to

@lv) = [arol@®um = [atr e @ @ 8 e (O‘)

a_

=y

=y

_ /d3r 6" (F) () [Bray + Bra]

= (o]v) [Bray + Bra_]. (17.75)

Poniewaz zmienne przestrzenne i spinowe sa niezalezne, wiec normujac spinor ¥(r) na ogol
zadamy, aby

T e L (17.76a)

Il = (v]v) / P P = 1. (17.76b)

to jest aby kazda cze$¢ spinora (17.73) byta unormowana oddzielnie.

17.4.2 Operatory i ich dzialanie na spinory

Przestrzeri zmiennych opisujacych czastke (elektron) o spinie % zostala rozszerzona. Zamiast

"zwyktej" funkcji falowej mamy dwuwymiarowy spinor postaci (17.71). W zwiazku z tym mu-
simy tez rozszerzy¢ koncepcje operatora. Operator dzialajacy na spinor zlozony jest z czesci
orbitalnej i czedci spinowej. Niech A oznacza operator orbitalny (w reprezentacji polozeniowej).
Niech S bedzie operatorem spinowym, ktory dla czastki o spinie s = % jest reprezentowany przez
hermitowska macierz 2 x 2, ktorej Wspolczynnlkl S]k, (J,k = 1,)2, sa liczbami zespolonymi.
Ztozenie tych dwoch operatoréw zapiszemy jako (A ® S) czyli jako tak zwany iloczyn tensorowy
operatoréw. Dziatanie tego operatora na spinor ¥(r) zdefiniujemy nastepujaco

(Aod) v — <A®s)<¢+<ﬁ>> _ A(SH sm><w+<xj>>
¢7(I') So1 S99 @Z)i(r)
_ (511 Yy (F) + Si29-(F) )
So1 Y1 (F) + Sz ¢ (F)

= V(7). (17.77)

1 AYL(F) + Sz Ay (F)
So1 Ay (F) + Spo Ap_(F)
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Zauwazmy, ze gdyby$my w drugim kroku powyzszej formuly najpierw podziatali operatorem A
na sktadowe spinora, a potem przemnozyli tak powstaly spinor z lewa przez macierz S , to wynik
bytby ten sam, bo wspoétczynniki macierzy to liczby zespolone.

Dwa przypadki szczegblne warte sa uwagi.

e Na spinor ¥(r) dziatamy tylko operatorem orbitalnym. Woéwezas bierzemy S=1 (macierz
jednostkowa, czyli S;; = d;5). Wzor (17.26) redukuje si¢ do

AV(F) = (A®1)¥(F) = ( (17.78)
e Na spinor ¥(r) dziatamy tylko operatorem spinowym. W tym wypadku ktadziemy A=1.
Wzor (17.26) daje wtedy

SUF) = (128)¥([F) =

< S1194(F) + S12 9 (T) ) (17.79)

Sa1 14 (F) + Sp ¢ (T)
Zwroémy uwage, ze po lewych stronach wyrazen (17.78) i (17.79) pomineliSmy jawny zapis ilo-
czynu tensorowego operatorow (co zreszta zwykle robi sie w praktyce).

Jezeli spinor ¥(r) ma przedstawienie typu (17.73) to ogélna formuta (17.77) upraszcza sie,
bowiem czesé przestrzenna spinora jest wspolna dla obu sktadowych. Gdy wiec spinor ma postaé
(17.73) to wowczas (17.77) mozemy zapisaé jako

. o . . A . oy . S11 oy + Sio a_
(A®S)¥U(r) = (A®S)w(r)< ) = (Aw(r))<

a_

) . (17.80)

So1 oy + Soo a_

Oczywiscie odpowiednim uproszczeniom ulegaja formuty (17.78) i (17.79). Dla spinora postaci
(17.73) mamy

A = Awa(”) _ (A@i)¢(?)(a+>

a_

— (Au@®) ( o ) (17.81a)

Si1ayr + Sppa
_ w@-’)( e ) (17.81b)
82104+ + Soo

Powyzsze wzory sa do$¢ ogodlne dlatego tez podamy kilka prostych przyktadéow. Rozwazymy
spinory typu (17.73), sa one bowiem czesto spotykane w praktyce.
Przyklad 1. Operator spinowy

Omoéwimy dziatanie operatora Sy (por. wzory (17.14) i nastepne) na spinor ¥(F) typu (17.73).
Na podstawie relacji (17.15) wiemy, ze

5+|+>=5+<(1)> _ o, S+|—>:S+<(1)> :h<(1)> (17.82)
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Operatorowi S; odpowiada wiec macierz

S, — h<8 é) (17.83)

Odpowiednio$é te tatwo jest sprawdzié¢ postugujac sie macierzami Pauliego. Istotnie

Sy = S1 + i8S = h(oy+ioy)

<2é>+z<?gl>1:§h<gg> (17.84)

i zn6w mamy (17.83). Teraz badamy dzialanie operatora S; na spinor ¥(r) dany w (17.73).

= ih

Otrzymujemy
SyU(r) = (i®8+>¢<f><z+> =¢(f)s+<z+>
B o[ a- B P(r)a—
e () = (20 -

Rezultat ten wynika zaréwno z (17.81b) po uwzglednieniu postaci (17.83) macierzy operatora
Sy, jak 1 z bezposredniego mnozenia macierzy i wektora kolumnowego.

Przykltad 2. Operator orbitalny

Sktadowej x-owej pedu w reprezentacji potozeniowej odpowiada operator p, = —ihd,. Podzia-
lajmy nim na spinor postaci (17.73). Na mocy wzoru (17.81a) mozemy napisac

) [ « 2 r)a
PeU(E) = —ihag—;)<a+> - —m(ag @)<Zif’§a+>’ (17.86)

ox

bowiem liczby a4 nie podlegaja rézniczkowaniu wzgledem wspoétrzednej . Mozemy wiec macierz
o wspoétezynnikach operatorowych

R —ih 2 0
Pl = ( o , ) : (17.87)
0 —Zh %

uznaé za operator z-owej sktadowej pedu, dziatajacy na przestrzeni spinoréw dwusktadnikowych.

Przyklad 3. Zlozenie operatoréw orbitalnego i spinowego

W reprezentacji potozeniowej z-owa skladowa operatora momentu pedu to L, = —ihd/dp
(wspolrzedne sferyczne). Wobec tego dla spinora postaci (17.73) dostajemy

L.S.U(F) = (L. ®S.) ¢(F) (a* ) (17.88)

o

Operator S, = %hoz, a wiec odpowiada mu macierz

b 17.89
() a7.59)
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Biorac powyzsza macierz i stosujac regute (17.80) otrzymujemy dalej
oY(r)\ h o
L.S.U(F) = (—m M) z ). (17.90)
O 2 —a_

Relacje te mozemy zapisa¢ w formie macierzowej

_ ikt (o =
L.S.0(F) = ( 2 (éw) 0 ) )<¢(r)04+ >’ (17.91)

.} =
0 i (% W(F) a

Macierz o wspolczynnikach operatorowych wystepujaca w powyzszym wyrazeniu mozemy wiec
utozsami¢ z operatorem (L, ® S,)) dzialajacym na przestrzeni spinoréw dwuskladnikowych.
17.4.3 Obliczanie prawdopodobienstw i wartosci oczekiwanych
Rozwaza¢ bedziemy spinory postaci (17.73), to jest

Y4 (F) oy

U(r) = ( . = Y(¥) . (17.92)

b () o

Normowanie takiego spinora (por. (17.69) i (17.76))

L= [ab (0e®P + @) = (lasl + Ja) [dr w@P, (0799

wskazuje, ze |1+ (F)|* = |a_|?|4(F)|?, jest gestoicia prawdopodobieristwa tego, ze czastka znaj-
duje sie w punkcie ¥ z rzutem spinu na o$ z réwnym :t%h.

Wartos$é oczekiwana obserwabli reprezentowanej przez operator (fl ® 5’) (zgodnie z notacja
wprowadzona powyzej) obliczamy w reprezentacji potozeniowej w nastepujacy sposob.

(U](Aw8)|v) = /d% viE) (A d) v, (17.94)

Stosujac wiec regute (17.68) oraz wyrazenie (17.80) otrzymujemy

(wi(Aed)|v) = [dal, a*w*(f)[Aw(m(s“ e SM)
So1ap + Spa_
. Snoy + Sipa-
- (321 ay + Spa-
= [ai(Snay + Sipa)
+ a (Sopay + Swpa )[(V]A|Y) (17.95)

= (o}, a

) [t v @ A

Czlon w nawiasie kwadratowym mozemy zapisaé¢ jako ( xs |S | xs) gdzie | xs) jest spinorem

|Xs) = ( " ) (17.96)

a_

zas S jest reprezentowane przez (hermitowska) macierz 2 x 2. Stwierdzamy wiec, ze dla stanu
opisanego spinorem

W) = ¢<f><a*> = (F|$) [xe)s (17.97)
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warto$é¢ oczekiwang obserwabli (fl ® 5’) zapisujemy w postaci
(T big A28 )[W) = (Y]A]P) (xs]S|xs)- (17.98)

Ze wzoru tego w szczegbdlnosci widzimy, ze przy obliczaniu wartosci oczekiwanej obserwabli spi-
nowej

(TI(108)]¥) = (¢|v) (xs|S|xs), (17.99)
lub obserwabli orbitalnej

(U[(Ael)|T) = (¢|A]9) (xalxs), (17.100)
wygodnie jest, aby cze$é spinowa i orbitalna byly unormowane oddzielnie, to jest aby

(V) =1,  oraz  (xslxs) = 1, (17.101)

zgodnie z uprzednio podanymi formutami (17.76).
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