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Rozdzial 31

(U.10) Ewolucja uktadéw kwantowych
W czasle

31.1 Rownanie Schrodingera i operator ewolucji

31.1.1 Podstawowe definicje

Gdy uktad kwantowy nie jest zaburzany pomiarami, to jego ewolucjg rzadzi réwnanie Schrodin-
gera

L 0 -
ih g 10(0) = H () (31.1)

przy czym hamiltonian moze by¢ zalezny od czasu lub nie. Formalnie rzecz biorac do rozwiazania
réwnania (31.1) potrzebujemy stanu (warunku poczatkowego).

[9(to)) = |vo). (31.2)

Mozemy wiec probowaé catkowaé (rozwiazywac) rownanie Schrodingera. Rozwiazania, spelnia-
jacego warunek poczatkowy mozemy szukaé¢ w postaci

|11Z)(t)> = U(t7t0)|¢0>a (313)

gdzie U(t,tp) jest pewnym operatorem. Mozemy powiedzie¢, ze jesli potrafimy znalezé¢ jawna
postaé tego operatora, to automatycznie znamy rozwigzania réwnania Schrodingera. Niestety
jednak zdarza sie to bardzo rzadko, tylko w kilku do$é¢ szczegdlnych wypadkach.

Relacja (31.3) i do tej pory ustalone wlasnosci rownania Schrodingera pozwalaja na wysnucie
szeregu wnioskow dotyczacych operatora U(t,tp). Operator ten przeksztalca ket poczatkowy
w ket odpowiadajacy innej (zwykle pdzniejszej, cho¢ niekoniecznie) chwili czasu, dlatego tez
operator ten nazwiemy operatorem ewolucji (w czasie).

31.1.2 Wilasnosci operatora ewolucji

Zbierzemy najwazniejsze i ogblne wlasnosci operatora ewolucji. Podkreslamy, Zze przynajmniej na
razie niczego (poza istnieniem) nie zakladamy o hamiltonianie uktadu fizycznego.

e 7 relacji (31.3) w oczywisty sposob wynika warunek poczatkowy

U(to, to) = 1. (31.4)
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e 7 réownania Schrodingera i definicji (31.3) wynika rownanie ewolucji dla operatora U(t,tg).
A mianowicie

O )| (1)) = B UG )] 0(t0) ). (31.5)

Stan poczatkowy nie zalezy od czasu t, wiec

nZEO0) )y = B 0] w(10)), (31.6)

i wobec dowolnosci keta |1(tg) ) mamy

 U(t, to)

ih
BT

= H U(t,tg). (31.7)
Dla porzadku, zauwazmy, ze z powyzszego rownania (przez zwykle reguly sprzegania ope-
ratoréow) wynika rownanie sprzezone

0 UT(tv tO)

_ Ut :
o Ui (¢, to) H, (31.8)

—ih
gdzie uwzglqdnlhsmy fakt, ze hamiltonian jest obserwabla, a wiec jest operatorem hermi-
towskim H = Hf. Zwroéémy uwage, ze w obu powyzszych réownaniach nie ma znaczenia,
czy hamiltonian jest, czy tez nie jest zalezny jawnie od czasu.

e Roéwnanie Schrodingera zachowuje norme stanu kwantowo-mechanicznego. Wobec tego ope-
rator U(¢,to) musi byé unitarny

~

lo@®)|> = 1 = const. — uu' = Ufu = 1. (31.9)

e Omoéwimy tu tzw. wlasno$é grupows operatora ewolucji. Rozwazmy trzy momenty czasu
(dla ustalenia uwagi uporzadkowane wzrastajaco) tog — t; — to. Wobec tego w naturalny
spos6b mozemy napisaé

[9(ta) = Ult2, ta)[¢(t1)) = U(ta, 1) Ulta, o) 9 (o) )- (31.10)

7 drugiej strony, chwila posrednia ¢; jest nieistotna, wiec bezposrednio mamy

[¥(t2) = Ult2,to)|¥(to))- (31.11)

Poréwnujac wiec prawe strony obu ostatnich wyrazen, wobec dowolnosci keta poczatkowe-
go, dostajemy

Ulta,to) = U(ta,t1) Ulty, to). (31.12)

Wtasnie ta (do$¢ oczywista intuicyjnie) reguta nazywana jest wlasnoscia grupowa: zloze-
nie dwoch operatoréw ewolucji jest nadal operatorem ewolucji. W naszym uproszczonym
wyprowadzeniu przyjeliSmy uporzadkowanie chwil czasu. Bardziej subtelna analiza, dopro-
wadzi do wniosku, ze uporzadkowanie to nie ma znaczenia. Czasy tg, t1, t2 wystepujace w
(31.12) moga by¢ dowolne.

e Zbadamy teraz pewng konsekwencje wlasnosci grupowej operatoréw ewolucji. Potézmy w
niej to = 1o, zatem

Ulto,to) = U(to,t1) U(t1, to). (31.13)

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 82



3.10.2004 31. (U.10) Ewolucja uktadéw kwantowych w czasie 83

Ale z warunku poczatkowego (31.4) wynika dalej

1 = Ulto,t1) U(t1, o), (31.14)
czyli wiec mamy kolejna wlasnosé

U l(t1,t0) = U(to,t1), = Ul(t1,t0), (31.15)
przy czym druga rownos¢ wynika z unitarnosci (31.9).

Powyzsze wlasnosci operatora ewolucji nie zaleza od postaci hamiltonianu rozwazanego uktadu
fizycznego.

31.1.3 Postaé¢ operatora ewolucji
U(t,to) dla H niezaleznego od czasu

Gdy hamiltonian nie zalezy jawnie od czasu, wowczas rownanie (31.7) mozna formalnie scatkowac.
Biorac pod uwage warunek poczatkowy (31.4) od razu mamy

U(t, to) = exp (- %(f - t0)> . (31.16)

Rozniczkujac po czasie tatwo sprawdzamy, ze rownanie (31.7) rzeczywiscie jest spetnione. Waru-
nek poczatkowy (31.4) wynika oczywiscie z wlasnosci operatorowej funkcji wykladniczej. Latwo
jest tez sprawdzié, ze operator ewolucji dany w (31.16) posiada wszystkie omowione wiasnosci.
Co wiecej, skoro U jest funkcja (niezaleznego od czasu) hamiltonianu, to musi z nim komutowac,
a wiec w tym przypadku mamy

Hamiltonian zalezny od czasu

Gdy hamiltonian jest jawnie zalezny od czasu sytuacja jest trudniejsza. Omoéwione wyzej wia-
snosci operatora ewolucji pozostaja w mocy. Réwnanie ruchu (31.7)

ih % — H(t) U(t, to). (31.18)

takze pozostaje stuszne (zaznaczylismy zaleznosé H = H(t)), ale nie daje sie latwo scatkowac.
Problem polega na tym, ze gdyby potraktowaé¢ powyzsze rownanie klasycznie (to znaczy jako
réwnanie dla funkeji, a nie dla operatoréw), to moznaby napisaé¢

- R

(dla funkeji) Ut to) = exp (_ = [ ar H(t’)) . (31.19)
to

Mamy tu jednak do czynienia z operatorami, nie z funkcjami. Problem polega na tym, ze w

wykladniku eksponenty mamy sume (catke) hamiltonianéw, branych w kolejnych chwilach czasu,

a na og6t hamiltonian brany w pewnej chwili czasu nie komutuje z hamiltonianem wzietym w

innej chwili

[H(tr), H(ta)] # 0. (31.20)
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W rezultacie nie wiadomo, jak oblicza¢ taka funkcje wyktadnicza. dlatego tez piszemy

et
(dla operatora H = H(t)) U(t,to) # exp (— % t dt’ I:[(t’)) : (31.21)
0
Zwr6oémy jednak uwage, ze jesli hamiltonian nie zalezy od czasu, to mozna go wyciagnaé¢ przed
calke i wyrazenie (31.21) sprowadza si¢ do wzoru (31.16). Znak # obowiazuje tylko dla hamilto-
nianéw jawnie zaleznych od czasu.

Warto jednak wiedzie¢, ze istnieja odpowiednie metody matematyczne (tzw. iloczyn chrono-
logiczny Dysona) pozwalajace szuka¢ metod rozwiazania rownania (31.18). Mozna tez probowac
je rozwigzywaé metodami iteracyjnymi, co okazuje sie pozyteczne w tzw. rachunku zaburzen
z czasem. Nie liczac tego ostatniego zagadnienia, bedziemy praktycznie zawsze badaé¢ uktady
fizyczne, ktorych hamiltonian nie zalezy jawnie od czasu.

31.2 Obraz Schrodingera

Obraz Schrodingera, méwiac najprosciej, to taki sposdb sformutowania mechaniki kwantowej,
ktorym postugiwaliSmy sie do tej pory (nie wiedzac, ze sie on tak nazywa). Poniewaz mamy
jeszcze inne obrazy, trzeba uscisli¢ pojecia.

Zasadnicza idea obrazu Schrodingera polega na tym, ze wektor stanu ewoluuje w czasie
zgodnie z rownaniem Schrodingera (31.1). Mowiac obrazowo, wektor | (t)) wraz z uplywem
czasu "jezdzi" po przestrzeni H. Obserwable, jak np. sktadowe polozenia X'j, czy pedu 15] sa
od czasu niezalezne — stacjonarne. Ich stany wlasne |r) lub |p) tworza w H bazy, ktore takze
sa stacjonarne. Rzuty wektora | () ) na stany bazy, a wiec liczby (r¥|(t)) lub (p|¢(t)) (dla
okreslonych r lub p) zaleza od czasu. Z drugiej strony, liczby te sa "wspolrzednymi" wektora
|9(t)) w jednej lub drugiej bazie.

Widzimy tu analogie ze zwykla trojwymiarowa geometria, w ktorej wektor potozenia r(t)
zmienia si¢ w czasie. Wektory pewnej wybranej bazy (€, €,,€,) sa ustalone i tworza niezalezny
od czasu uktad wspotrzednych. Sktadowe wektora potozenia, obliczane w tej bazie, sa oczywiscie
funkcjami czasu. W analogii tej ewolucja wektora polozenia kojarzy sie z ewolucja wektora stanu,
za$ jednostkowe (stacjonarne) wektory bazy z baza w przestrzeni H generowana przez wektory
wlasne takiej czy innej obserwabli.

Obraz Schrodingera jest to wiec takie sformutowanie mechaniki kwantowej, w ktorym |(t) )
ewoluuje w czasie, zas obserwable wyznaczajace baze sa stacjonarne (a zatem i odpowiednia
baza jest stacjonarna). Dynamika uktadu kryje sie w dynamice wektora stanu, okreslonej przez
rownanie Schrodingera. Mozna tez powiedzie¢ inaczej (zgodnie z (31.3)), ze operator ewolucji
U(t, o) okresla zmienno$é¢ wektora stanu w czasie.

Zwroémy jeszcze uwage, ze zalezno$é od czasu dla wartosci oczekiwanej pewnej wielkosci
fizycznej

(A)r = (P(&)|Al(t)), (31.22)

pochodzi przede wszystkim od zaleznosci |9 (t)) od czasu. Mowimy tu "przede wszystkim", po-
niewaz mozna sobie wyobrazi¢ obserwable, ktore od czasu zaleza. Jest to jednak sytuacja zwykle
zwiazana z oddzialywaniami (pochodzacymi z zewnatrz). Jesli obserwabla A jest konstruowana
dla uktadu nieoddzialujacego za pomoca zasady odpowiedniosci, to A (praktycznie zawsze) be-
dzie operatorem od czasu niezaleznym. Zastrzezenia wynikaja stad, ze mozna zawsze prébowaé
wymy$laé¢ nietypowe sytuacje, bedace swego rodzaju wyjatkami.
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31.3 Obraz Heisenberga

W obrazie Schrodingera wektory bazy (wektory wlasne obserwabli) sa stacjonarne — nie ulegaja
zmianom w czasie. Stan uktadu dany ketem |v(t)) ewoluuje w czasie zgodnie z réwnaniem
Schrédingera. Mozna podejsé do tego zagadnienia odwrotnie. Wektory bazy zmieniajg sie wraz
z uptywem czasu, zas wektor opisujacy stan ukladu pozostaje staly. Podejscie takie musi by¢
rownowazne obrazowi Schrodingera i nazywa sie obrazem Heisenberga. Jasne jest, ze operatory
stacjonarne w obrazie Schrodingera beda zalezne od czasu w obrazie Heisenberga. Musi tak by¢,
aby oba obrazy byly rzeczywiscie réwnowazne.

31.3.1 Wektor stanu w obrazie Heisenberga

Przyjmujemy, ze w chwili poczatkowe]j ¢y oba obrazy si¢ pokrywaja, w tym sensie, ze wektory
stany sa w tej chwili sobie réwne

(o)) = |4r(to) ). (31.23)

Wektor stanu w obrazie Schrodingera ewoluuje wedlug prawa (31.3), gdzie stan poczatkowy
mozemy zastapi¢ przez | ¥y (tog) ), to jest

[¥s(t)) = Ut to)vm(to)). (31.24)
Roéwnanie to mozna zapisa¢ inaczej

Y (t)) = UMt to)|ws(t)) = Ut to)|vs(t)) = [s(to))
= [¢nr(to)) = |const.), (31.25)

i przyja¢ je za definicje wektora stanu w obrazie Heisenberga. A wiec |¢g(t)) = [vYu(ty)) —
wektor stanu jest staly, podczas gdy w obrazie Schrodingera |9 g(t) ) podlega zmianom (ewolucji)
zgodnej z rownaniem Schrodingera. Ze wzgledu na warunek U(tg,tg) = 1 wektory stanu w obu
obrazach pokrywaja sie w chwili poczatkowej, co ewidentnie wynika z definicji (31.25).

31.3.2 Operatory w obrazie Heisenberga

Jezeli pewnej wielkosci fizycznej w obrazie Schrédingera odpowiada obserwabla (operator her-
mitowski) Ag, to w obrazie Heisenberga wielkosci tej odpowiada operator

A (t) = U(t,to) As U(t,tg) = U(to,t) Ag U(t, to) (31.26)

gdzie w drugiej rownosci skorzystaliémy z wlasnosci (31.15) operatora ewolucji. Uzasadnienie re-
lacji (31.26) jest nastepujace. Oba obrazy musza dawac te same przewidywania fizyczne. Przewi-
dywania te, to nic innego niz wartosci oczekiwane obserwabli, brane w stanie, w ktérym znajduje
sie (w danej chwili) uktad fizyczny. I tak, w obrazie Schrodingera mamy

(A)e = (vs(t)]| As s(t)). (31.27)
Podstawiamy relacje (31.24) i dostajemy
(A)e = (Pu(to) | Ul(to, ) As Ulto, 1) | v (t)). (31.28)

Operator wewnatrz elementu macierzowego mozemy utozsamic¢ z operatorem w obrazie Heisen-
berga, w ten sposob dostajemy dokladnie relacje (31.26). Wobec tego, ta sama wartosé¢ oczeki-
wang mozemy oblicza¢ w obrazie Heisenberga, piszac

(A = (v (to)| Au(to) |Yu(to) ). (31.29)
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Prawo transformacyjne jest konieczne po to, aby wartosci oczekiwane obserwabli byty identyczne
w obu obrazach. Zapewnia to zarazem ich réwnowazno$é. Warto zauwazy¢, o czym nie wspomnie-
lisSmy w jawny sposob, ze transformacja (31.26) jest rowniez stuszna, jesli operator Ag = flg(t)
zalezy jawnie od czasu.

31.3.3 Ewolucja operatora w obrazie Heisenberga

Operator AH(t) w obrazie Heisenberga jawnie zalezy od czasu, na co wskazuje wzor (31.26)
wiazacy operatory w obu obrazach. Aby mdc praktycznie pracowaé w obrazie Heisenberga, po-
trzebujemy rownania ruchu dla operatoréw. Jako punkt wyjscia wezmiemy relacje (31.26), w
ktorej jawnie dopuscimy zalezno$é operatora w obrazie Schrédingera As(t) od czasu. A wiec
mamy

co pomnozymy obustronnie przez ih i zrézniczkujemy po czasie (dla prostoty notacji pominiemy
argumenty operatora ewolucji)

d . 9 . 5.
e _ a2 2t (9
ih - At m[atu} As()U + ihU <6tAS(t)) u

- 0
+ ihUTAg(t) [5 U} (31.31)
Pochodne czasowe operatora ewolucji eliminujemy za pomoca réwnan ruchu (31.7) i (31.8) otrzy-
mujac w ten sposob

d - PN . . 0 -

ih o Au(t) = — U'HgAg(t)U + UTAg(t)HsU + ihU! (aAs(t)) U (31.32)
Korzystajac z unitarnosci operatora ewolucji, mozemy pomiedzy Hg i Ag(t) wlozyé operator
jednostkowy 1 = UUT. A zatem

m% Ay(t) = — U HsUUTAg(t)U + UTAg(t)UUTHsU + inUT (%flg(t)) U. (31.33)
Rozpoznajemy (zgodnie z (31.26)) operatory w obrazie Heisenberga i piszemy
d - PN N A N
i Ant) = ~HuAu(t) + Au(OHy + im0t (%Ag(t)) u

= [Ag(t), Hu] + ihUT (%fls(t)) U (31.34)

co stanowi poszukiwane prawo ruchu (dynamiki) dla operatorow w obrazie Heisenberga. Zwro¢my
uwage, ze oba operatory stojace wewnatrz komutatora sg wyrazone w obrazie Heisenberga, i tak
np. hamiltonian

~

HH(t) = UT(t7t0) ﬁS U(t)tO)’ (3135)

moze, w ogdlnym przypadku staé¢ sie funkcja czasu. Rownanie ruchu (31.34) jest bardzo ogdlne,
dopuszcza przypadek, w ktorym zarowno Hg jak i Ag(t) moga by¢ jawnymi funkcjami czasu. W
takiej sytuacji (jak wspominaliSmy) jest bardzo trudno znalezé operator ewolucji, dlatego tez nie
bedziemy zajmowaé sie sytuacja ogblna.

Najczesciej mamy do czynienia z uktadami zachowawczymi, to jest takimi, ktorych hamil-
tonian (w obrazie Schrodingera) nie zalezy jawnie od czasu. Pojawiaja sie wowczas znaczne
uproszczenia.
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7 samego zalozenia wynika, ze dla uktadu zachowawczego

0

—Hg = 0. 31.36

ot (31.36)

e Jak wiemy z (31.16), operator ewolucji dla niezaleznego od czasu hamiltonianu wyraza sie
wzorem

Ut to) = exp (- %(t - t0)> . (31.37)

e Wiemy takze, ze w tym wypadku hamiltonian komutuje z operatorem ewolucji, wobec tego

A~

Hy(t) = U'(t,to) Hg U(t,to) = Hs = H. (31.38)

A wiec w przypadku uktadu zachowawczego, hamiltonian w obrazie Heisenberga nie zalezy
od czasu i jest réwny hamiltonianowi schrodingerowskiemu. Nie ma potrzeby ich wiec
odrézniaé¢, dlatego w ostatniej réwnosci pomineliémy indeks rozrézniajacy obrazy.

e UstaliliSmy juz, ze energia uktadu zachowawczego jest stala ruchu. Przekonamy si¢ o tym
raz jeszcze. Zastosujemy do hamiltonianu takiego uktadu réwnanie (31.34). Poniewaz za-
chodzi (31.36) wiec ostatni czton w (31.34) znika. Zostaje nam wiec

d - . .
ih— Hy = [Hy, Hy] =0, (31.39)

a wielkos$¢é ktora nie zmienia sie w czasie jest, z okrelenia, stalg ruchu.
e Dla uktadéw zachowawczych, i dla operatora Ag nie zale.znego (w obrazie Schrodingera)
jawnie od czasu, ogolne réwnanie (31.34) redukuje si¢ do

m% Ag(t) = [Ag(t), H], (31.40)

bowiem hamiltonian jest identyczny w obu obrazach. Takie réwnania ruchu spotyka sie
wielu zastosowaniach mechaniki kwantowej, np. w optyce kwantowej. Sa one nieraz wygod-
niejsze niz réwnanie Schrodingera.

31.3.4 Pewne dodatkowe wlasnosci obrazu Heisenberga

Obraz Heisenberga i Schrodingera daja inne, cho¢ réwnowazne opisy uktadéw kwantowo-mecha-
nicznych. Ilustruja to dodatkowo dwa nastepujace twierdzenia

Twierdzenie 31.1 W obrazie Heisenberga obowiqgzujg te same reguty komutacyjne co w obrazie
Schrodingera. Tzn. jesli w obrazie Schridingera

[As, Bs] = iCs, (31.41)
to po transformacji do obrazu Heisenberga mamy

[Ag, By] = iCpq, (31.42)
Dowdd. W obrazie Schrodingera mamy z zaltozenia

AgBg — BgAg = iCyg. (31.43)
Transformujemy do obrazu Heisenberga, zgodnie z definicja (31.30), otrzymujac

UfAgBsU — U'BgAgU = i UTCgqU. (31.44)
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Po prawej rozpoznajemy Cy — juz w obrazie Heisenberga. Korzystajac z unitarnosci U mamy
dalej

UfTAgUU'BgU — UTBgUUTAgU = iCy, (31.45)
czyli i po lewej "siedzimy" w obrazie Heisenberga. A zatem
AyBy — ByAy = iCy. (31.46)

Widzimy wiec, ze komutator ma identyczna postaé¢ jak w obrazie Schrodingera, co nalezato
wykazaé. ®

Twierdzenie 31.2 Operator w obrazie Heisenberga ma te same warto$ci wtasne co i w obrazie
Schradingera.

Dowéd. Wynika to stad, ze operacja unitarna stosowana wedtug reguty Ay = U'Ag U nie zmie-
nia wlasnodci algebraicznych, a wiec i wartosci wlasnych. Pokazemy to bezposrednim rachunkiem.
Niech w obrazie Schrodingera bedzie spetnione zagadnienie wlasne

Aslas) = alas). (31.47)

Badamy to zagadnienie w obrazie Heisenberga. Poniewaz w/g (31.25) |ag) = Uf|ag), wiec
korzystajac z (31.30) dostajemy

Aplan) = (U'AgU) Ullag) = Uldg|as)
= U'alas) = aUllas) = alag), (31.48)

bowiem liczba (warto$é¢ wlasna) komutuje z dowolnym operatorem. Twierdzenie jest dowiedzione.
|

31.4 Obraz oddzialywania

Moéwiac niezbyt precyzyjnie, w obrazie Schrodingera cala zaleznosé od czasu (przynajmniej dla
uktadow zachowawczych) tkwi w ewolucji wektora stanu, podczas gdy obserwable sa stacjonarne.
W obrazie Heisenberga jest na odwrét, obserwable zmieniajg sie w czasie, za§ wektor stanu
pozostaje staty. Obraz oddzialywania jest "czyms posrednim" pomiedzy obrazem Schrédingera i
Heisenberga. Aby to wyjasnié¢, zal6zmy, ze w obrazie Schréodingera hamiltonian uktad ma postaé

N . afl(o)
Hs = Héo) + Vs, przy czym ats = 0. (31.49)

Zaktadamy wiec od razu, ze H éo) zwany hamiltonianem swobodnym, nie zalezy explicite od czasu.

Czlon Vg zwany zwykle oddzialywaniem moze, ale nie musi, by¢ funkcja czasu. Zdefiniujemy teraz
tzw. operator ewolucji swobodnej wzorem

;770
H
Uo(t,to) = exp <— ! hs (t - to)) . (3150)

Operator ten spetnia réwnanie ewolucji
OUp(t,t .
. ot to) 0)

ot o
czyli réwnanie Schrodingera dla ukladu ewoluujacego swobodnie, to znaczy takiego w ktorym

U(t, to), (31.51)

nie ma oddzialtywania (Vg = 0) (stad zreszta jego nazwa). Operator ten ma wszelkie ogolne
omoéwione na wstepie wlasnosci, jest unitarny, spelnia warunek poczatkowy U(tg,tg) = 1, ma
wlasnosé grupowa.
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31.4.1 Wektor stanu w obrazie oddzialywania

Przyjmijmy teraz, ze w obrazie Schrodingera ewoluujacy stan ukladu fizycznego jest okreslony
przez wektor stanu |¥g(t)). Definiujemy nowy, przetransformowany wektor stanu, zwany wek-
torem stanu w obrazie oddzialywania, wzorem

[r(t)) = Ul to) ¥s(t)). (31.52)

Z warunku poczatkowego dla swobodnego operatora ewolucji oczywiscie wynika, ze

[P1(to)) = [s(to)), (31.53)

czyli stany poczatkowe w obu obrazach sa identyczne. Dzialajac na obie strony definicji (31.52)
operatorem Uzr] i korzystajac z jego unitarnosci, okreslenie to mozemy zapisa¢ "odwrotnie"

|s(t)) = Uolt, to)¥r(t))- (31.54)

Relacja ta przypomina nieco wzor (31.24) opisujacy transformacje pomiedzy obrazami Hei-
senberga i Schrodingera. Sa tu jednak dwie, bardzo istotne réznice. Po pierwsze, wektor stanu
|¥7(t)) jawnie zalezy od czasu. I po drugie, operator transformacji zawiera jedynie hamiltonian
swobodny, a wiec tylko czes¢ catego hamiltonianu. Méwimy niekiedy obrazowo lecz nieprecy-
zyjnie, ze operator Ug opisuje swobodna ewolucje ukladu (tj. ta za ktora odpowiedzialny jest
hamiltonian swobodny), za$ wektor stanu |1(t)) opisuje cze$¢ ewolucji zwiazana z wplywem
oddzialywania. Oczywiscie powstaje pytaniem jakie réwnanie rzadzi ewolucja wektora stanu w
obrazie oddzialywania.

31.4.2 Roéwnanie Schrodingera w obrazie oddzialywania

Poszukujemy wiec réwnania ruchu jakie musi speilnia¢ wektor |¢;(¢)). Punktem wyjscia jest
oczywiscie rownanie Schrodingera z pelnym hamiltonianem (31.49)

i [0s(0)) = (B + V) |ws(0), (31.59)

do ktorego podstawimy zwiazek (31.54). Zgodnie z zasadami rozniczkowania otrzymujemy

h (% U°>‘¢I<t)> + ihUo (%W(i))) — HY Ug| (1)) + Vs Uolwr(t)). (31.56)

Na mocy rownania (31.51) widzimy, ze pierwszy czlon po lewej pokrywa sie z pierwszym sktad-
nikiem po prawej stronie, zatem znosza si¢ one i zostaje nam

. 0

i (5 161(0))) = VsUslvr(0). (3157)
Dziatajac na obie strony tego rownania operatorem Ug i korzystajac po lewej z jego unitarnosci
mamy

. 0 i

ih o 191(t)) = UgVs Uolvr(t)). (31.58)

Zdefiniujemy teraz operator oddzialywania w obrazie oddziatywania

Vi(t) = Ul(t,t0)Vs Uo(t, to). (31.59)
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Zauwazmy przy tym, ze jesli nawet (w obrazie Schrodingera) operator Vg od czasu nie zalezy,
to w obrazie oddzialywania spodziewamy sie, ze V() bedzie jawnie zalezny od czasu. Rownanie
(31.58) zapiszemy teraz za pomoca operatora V(t) w postaci

i 1) = Vi) () (31.60)

i nazwiemy réwnaniem Schrodingera w obrazie oddzialtywania. Poczynimy w tym miejscu pewne
dodatkowe uwagi.

e Transformacja (31.59) operatora z obrazu Schrodingera do obrazu oddzialywania przy-
pomina formule (31.26) wiazaca operatory z obrazu Schrodingera i Heisenberga. Tutaj
"przekladamy" do Vi(t) tylko ewolucje swobodna (bowiem w (31.59) wystepuje operator
Up). Natomiast w (31.26) z obrazu Schrédingera "przerzucamy" ewolucje pelna, operator
U zawiera caly hamiltonian. Sugeruje to, ze réwniez w obrazie oddziatywania obserwable
beda jako$ zalezeé¢ czasu. Powinny spetniaé¢ réwnanie ruch w jakis sposéb analogiczne do
rownania (31.34).

e Rownanie (31.60) ma formalna posta¢ identyczna ze zwyklym réwnaniem Schrodingera.
Roéznica polega przede wszystkim na tym, pelny hamiltonian zostal zastapiony jego czescia,
na dodatek przetransformowana zgodnie z (31.59) do obrazu oddzialywania.

Uwagi te, przynajmniej w jakiejS mierze wyjasniaja, dlaczego wprowadzony tu sposéb opisu
dynamiki uktadéow kwantowo-mechanicznych nazywamy obrazem oddzialywania (czasami tez
zwanym w literaturze obrazem Diraca).

31.4.3 Operatory i ich ewolucja w obrazie oddzialywania

Formalna zbieznos¢ rownan transformacyjnych (31.26) i (31.59) wskazuje, ze w obrazie oddzia-
lywania obserwable beda zaleze¢ od czasu, nawet jesli w obrazie Schrodingera sa stale. Dalsze
rozumowanie biegnie jak poprzednio. Przewidywania fizyczne muszg by¢ niezalezne od wybranego
obrazu. A zatem, dla dowolnej obserwabli Ag musi zachodzi¢

(A) = (s(to) | As |vu(t)) = (¥i(to) | Ar|vi(t)). (31.61)

Z okreslenia (31.54) mamy wiec

(A) = (Wr(to) | UfAsUg |9s(t)). (31.62)

Przyrownujac operatory stojace po prawych stronach (kety sa dowolne), otrzymujemy
Ar(t) = Uj(t,to) Ag Ug(t, to), (31.63)

a wiec dokladnie relacje transformacyjna (31.59), ktéra obowiazuje nie tylko dla hamiltonianu
oddzialywania, ale i dla kazdej innej obserwabli. Ponadto, relacja ta, poza czysto formalnym
uzasadnieniem, zyskuje sens fizyczny polegajacy na tym, ze wszystkie obrazy prowadza do tych
samych wnioskow. Stosujac transformacje (31.63) do hamiltonianu swobodnego otrzymujemy

~

Ar(t) = Uj(tto) HY Uo(tte) = HY, (31.64)

bowiem hamiltonian swobodny komutuje z operatorem ewolucji swobodnej (patrz (31.17), po-
niewaz z zalozenia nie zalezy od czasu). Poniewaz hamiltonian niezalezny od czasu jest taki sam
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w obrazie Schrédingera, Heisenberga (patrz (31.38)) i oddzialywania, wiec opuscimy indeks S i
bedziemy odtad pisaé

OH,

il
jesli 5

=0 to HY =Y = 7" = g, (31.65)
Operator A 1(t) w obrazie oddzialywania zalezy od czasu. Musi wiec spelnia¢ jakie$ rownanie
ruchu. Pracujac w obrazie Heisenberga wyprowadzilismy réwnanie (31.34), spodziewamy sie wiec,
ze w obrazie oddzialtywania powinno obowiazywaé¢ podobne réwnanie.
Twierdzimy, ze operator Aj(t) = UI]AS Uy w obrazie oddzialywania spelnia réwnanie ruchu

d - ~ - g -
i Ay = [An(e), B + iU to) (5 Ag(t)) Uo(t, o), (31.66)
gdzie operator flg(t) w obrazie Schrodingera moze jawnie zaleze¢ od czasu. Zauwazmy, ze stoja-
cy w komutatorze hamiltonian swobodny nie zalezy od wyboru obrazu. Dowdd tego twierdzenia
przebiega praktycznie tak samo, jak analogiczne wyprowadzenie w obrazie Heisenberga. R6znicz-
kujac po czasie regule transformacyjna (31.63) otrzymujemy

d ; 9 - o .
ih— Ar(t) = ih|=-U}| A ‘T(—A)
~ [0
+ ihU}Ag [& UO] . (31.67)
Pochodne czasowe operatora ewolucji swobodnej eliminujemy za pomoca rownania ruchu (31.51)
otrzymujac
d - ~ (0) A oA o .
ih o Ar(t) = - Ul AL Asuy + UfAsaY Uy + inU] (E AS) Uo (31.68)

Hamiltonian swobodny komutuje z Ug, a wiec komutuje takze z Ug. Wobec tego

d - N . . . o -
ih = Ar(t) = ~HY Ul AsUy + UjAsUHY + inU] (E AS) Uo (31.69)
Rozpoznajemy (zgodnie z (31.63)) operator A w obrazie oddzialywania i piszemy
Lod o ~(0) 2 A - , 0
i Aty = ~EQA) + AnA + iU <& As(t)> Uy
i 401 gt (94
— [At), B9 + iU} ( aAs(lr,)) U, (31.70)

a wiec stwierdzenie (31.66) jest udowodnione.

Badajac obraz Heisenberga wykazalismy, ze relacje komutacyjne z obrazu Schrodingera prze-
nosza si¢ bez zmian (por. (31.41) oraz (31.42)). Mozna wykazac identyczne twierdzenie dla obrazu
oddziatywania

[As, Bs] = iCs — [A;, Bf] = iCy. (31.71)

Dowdd przebiega zupelnie identycznie, tyle ze operator U trzeba zastapi¢ operatorem Uy.

Obraz oddzialywania, ze wzgledu na "rozktad" (31.49) hamiltonianu jest szczegolnie wy-
godny, gdy chcemy bada¢ wpltyw zewnetrznych zaburzen na uktady fizyczne (np. wplyw $wiatla
na atomy). Hamiltonian swobodny jest na ogo6l znany, to znaczy znamy jego wartosci i funk-
cje wlasne. Oddzialywanie Vg = Vg(t) opisuje zewnetrzne zaburzenie, ktore modyfikuje stan
ukltadu. Jesli takie zburzenie jest niewielkie, to mozna probowaé konstruowaé metody obliczent
przyblizonych. Tym jednak zajmiemy si¢ w dalszych rozdziatach.
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31.5 Ewolucja stanu ukladu w obrazie oddzialywania

31.5.1 Postawienie problemu

Wektor stanu |1 (t) ) w obrazie oddzialywania ewoluuje w czasie zgodnie z rownaniem Schrédin-
gera (31.60) i w chwili poczatkowej pokrywa sie z odpowiednim wektorem (31.53) przedstawionym
w obrazie Schréodingera. Rozwiazania rownania (31.60) mozemy szuka¢ w postaci

|1(t)) = Uit to)|vi(to)) = Ur(t,to)| o), (31.72)

gdzie Uj(t,t9) nazwiemy operatorem ewolucji w obrazie oddziatywania. Oczywiste jest, ze ope-
rator ten musi spetnia¢ warunek poczatkowy

Us(to, to) = 1. (31.73)

Rownanie ruchu dla operatora Uj(t,t9) znajdujemy tak samo jak poprzednio, podstawiajac
postulat (31.72) do réwnania (31.60) otrzymujac

ih (% Ul(t’t0)> [%0) = ViUs(t, to)| o). (31.74)

Poniewaz |1 ) jest dowolnym (niezaleznym od czasu) wektorem, wiec z (31.74) otrzymujemy
réwnanie operatorowe

0 A
iha Us(t, tg) = Vi(t) Ur(t,to),. (31.75)
dla ktorego (31.73) stanowi warunek poczatkowy. Rozwiazanie tego réwnania, tj. znalezienie
operatora Uj(t,ty), napotyka te same trudnosci, co rozwiazanie rownania (31.18), nie ma wiec
potrzeby powtarzania tych samych argumentéw (tyle, ze zamiast H(t) teraz piszemy Vi(t)).
Trudnosci te mozna jednak, w pewnym sensie, ominag.

31.5.2 Rozwigzanie iteracyjne

Zapiszmy rownanie (31.75) w postaci

0 1 -~

i scatkujmy je formalnie. Otrzymamy

¢
Ur(t,to) = 1+ (%) ) dty Vi(t1) Ur(ty, to), (31.77)
0
gdzie od razu uwzglednilismy warunek poczatkowy (31.73). Latwo jest sprawdzi¢, ze (31.77) jest
rzeczywiscie rozwiazaniem rownania ruchu (31.76). Réwnanie (31.77) jest rownaniem catkowym,
w ktoérym poszukiwany operator ewolucji wystepuje zaréwno po lewej stronie jak i po prawej, pod
catka. Tak wiec pozytek z tego rownania jest niewielki, przynajmniej w tym sensie, ze niewiele
ono nas zbliza do uzyskania jawnej postaci operatora Uj.
Przepiszmy (dla dalszej wygody) réwnanie (31.77) w postaci

1\
Ur(ti o) = 1+ (E) [ty Vr(12) Vs, 1), (31.78)
0
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ktora jest w pelni rownowazna. Lecz pod catka w (31.77) wystepuje whasnie U (t1,¢0), wobec tego
mozemy podstawi¢ prawa strone (31.78) pod catke w rownaniu (31.77). W ten sposéb dostajemy

Us(t, to)

1 t ~ 1 t -
1+ (—) dtl V](tl) |:1 + (—) dtg V[(tg) U[(tg,to)
th) Ji, th

to

1 t N
=1 — dt1 Vi(t
+ (zﬁ) o 1 I( 1)

1\2 /t
(,—) /dtl/ dts Vi(t) Vi(t) Uy (ks o). (31.79)
Zh to to

Zwracamy uwage, ze w trzecim skladniku wystepuja dwa operatory oddziatywania uporzadko-
wane chronologicznie, to znaczy ich argumenty czasowe spelniajg relacje

t >t >t > o (31.80)

Oczywiscie mozemy wykonywaé analogiczne kroki iteracyjne dowolng ilog¢ razy. Po nieskoriczenie
wielu krokach otrzymamy nieskoniczony szereg

S 1\"™ t t1
Ur(t,tg) = 1+Z(%) /tdtl t dty ...
n=1 0 0

T V)V ) Vi) Vi) (31.81)

0

Formalnie rzecz biorac nieskoriczony szereg po prawej nie zawiera juz poszukiwanego operatora
ewolucji w obrazie oddzialywania, ktéry wystepuje jedynie po lewej stronie. Tak wiec szereg ten
mozemy uznaé za formalne rozwiazanie rownania (31.75). Jeszcze raz podkreslmy, ze operatory
oddziatywania sg brane w chwilach czasu uporzadkowanych chronologicznie od chwili poczatko-
wej to (ostatni z prawej), az do koricowej t (pierwszy operator z lewej)

t > tl > t2 > t3 ...... tn72 > tn—l = tn > to. (3182)

31.6 Interpretacja szeregu iteracyjnego

Do tej pory pracowaliémy w obrazie oddzialywania. Najwygodniej jest jednak dziata¢ w obrazie
Schrédingera, bowiem jest w nim najtatwiej interpretowaé¢ uzyskane rezultaty. Ewolucje wektora
stanu | g(t) ) w obrazie Schrodingera wyrazimy najpierw przechodzac do obrazu oddziatywania
(por (31.54))

[¥s(t)) = Uo(t,to)| (), (31.83)

a nastepnie | ¢7(t)) opiszemy w/g (31.72) otrzymujac

|s(t)) = Uo(t, to) Ur(t, to)| Yo )- (31.84)

Poniewaz Uj(t,ty) wyraziliSmy juz w (31.81) wiec mozemy napisaé

e 1\" st t1 tn—2 tn—1
[s(t)) = on(f,to) + ;(ﬁ /t an | dt2-~~/t0 dtnl/to dt,
Uo(t,t0) Vi (1) Vi(ta) o Vit 1) V](tn)] 40), (31.85)

gdzie operator ewolucji swobodnej weiagnelismy pod calki (nie zalezy on od zmiennych po ktoérych
catkujemy). Operatory oddzialywania pod catkami sa ciagle wyrazone w obrazie oddzialtywania
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Vi(t;) = Ug(tj,to)VS(tj) Uo(t;,t0), gdzie operator Vg(t;) w obrazie Schrédingera, moze zaleze¢
od czasu. Przechodzac wiec do obrazu Schrédingera dostajemy

00 1\" rt t1 tn—2 tn—1
|s(t)) = | Uolt,to) + Z (ﬁ) /t dty dt2---/ dtn—l/ dt,
n=1 0

Uo(t, to) [U(T)(tl,to) Vs(t1) Uo(thto)}
X {Ug(tg,to) Vs(tg) Uo(tg,to)} A

x o [UB(tnctt0) Vs(tams) Un(tacr,to)]
< [Ultast0) Vs(t) Uo(tnsto)] | 1901 (31.50)

Wyrazenie to wyglada na ogromnie skomplikowane. Mozna je jednak uproscié¢, jesli otworzymy
wewnetrzne nawiasy i skorzystamy z wtasnoéci operatora ewolucji swobodnej. I tak na przyktad,
dla iloczynu dwoch operatoréw najbardziej z lewej mamy

Uo(t, to) Ul (t1,t0) = Uo(t,to) Uo(to, t1) = Uo(t,t1). (31.87)

gdzie postuzylismy sie relacja (31.15) i wtasnoscia grupowa (31.13). Stosujac analogiczne uprosz-
czenia do iloczynéw operatoréw ewolucji rozdzielajacych operatory oddziatywania, otrzymamy

00 1\" rt t1 tn_2 tn—1
lps(t)) = | Uolt,to) + Y (—h> /dt1 dto...... / dtn,l/ dt,,
n=1 2 to to to

Uo(, £1) Va(t1) Up(ta, t2) Vi (ta) Up(ta,ts) ...
 Uoltuors t) Vis(tn) uo<tn,to>} 0 ). (31.88)

gdzie nadal obowiazuje uporzadkowanie chronologicznie (31.82).

t t

Rys. 31.1: Schemat n-tego cztonu szeregu (31.88). Linie ciagle przedstawiaja ewolu-
cje swobodng uktadu. W kolejnych chwilach uktad jest zaburzany przez oddzialywanie
(linie faliste). Schematy tego typu nazywane bywaja grafami Feynmana.

Rownanie (31.88) przedstawia (w obrazie Schrodingera) ewolucje stanu uktadu fizycznego
opisywanego hamiltonianem H = Hy + Vg(t), Stan ukladu w chwili poczatkowej tg dany byt
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wektorem |7 ). Na stan ten dziata ogromnie ztozony operator ewolucji, ktory w chwili konicowe;
t produkuje stan |1g(t)). Operator ewolucji jest zapisany w postaci nieskoriczonego szeregu.
Pierwszy (lub lepiej, zerowy) wyraz tego szeregu to Ug(t,tg) — operator ewolucji swobodnej
dany w (31.50). Ten czton szeregu odpowiada sytuacji, gdy nie ma oddzialywania, lub gdy
oddziatywanie jest zaniedbywalnie stabe.

Kolejny, pierwszy czlon szeregu (n = 1) ma postac

(i) ttdtl Uo(t, t1) Vs(t1) Up(t,to) [ o). (31.89)

ih) Jeo
Wyraz ten mozemy interpretowaé¢ w nastepujacy sposob. Od chwili poczatkowej tg do chwili ¢4
uktad ewoluuje swobodnie (odczytujemy operatory od tytu, w kolejnosci w jakiej dzialaja na ket
poczatkowy). W chwili ¢; uklad zostaje poddany oddziatlywaniu Vg(¢;). Nastepnie, tj. od chwili
t1 do momentu konicowego t znéw ewoluuje swobodnie. Caltka uwzglednia to, ze t1 € (to,t), wiec
oddzialywanie trzeba "przesumowaé" po wszystkich chwilach w ciagu rozwazanego przedziatu
czasu.
Nastepny, drugi (n = 2) wyraz szeregu to

()

Jego interpretacja jest bardzo podobna, tyle ze uwzglednia on oddziatywanie dwukrotne w chwi-

t t1
/t dtq dty Uo(t,tl) Vs(tl) Uo(tl,tg) Vs(tg) Uo(tg,to) Hbo > (31.90)

0 to

lach, wcze$niejszej to 1 pdZniejszej ty.

Struktura kolejnych wyrazéw jest taka sama. Wyraz n-ty zawiera n-krotne oddzialywanie
w chronologicznie uporzadkowanych chwilach. Rysunek 31.1 schematycznie przedstawia sens fi-
zyczny n-tego cztonu.

Na tym zakonczymy analize ewolucji czasowej uktadéow zaburzanych oddzialywaniem. Jak
sie pozZniej okaze, znalezione rozwiniecia sa pozyteczne do dyskusji przyblizen. Wyrazenie (31.88)
moze byé dobrym punktem wyjscia do konstrukeji tzw. rachunku zaburzen z czasem.

kokokok sk oskok ok oskokok ckoskok ok sk okok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok
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