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Rozdziat 7

Notacja Diraca

7.1 Abstrakcyjna przestrzen wektoréw stanu

Do tej pory postugiwalismy sie postulatem, ze stan uktadu fizycznego jest w mechanice kwantowej
w pelni opisany za pomoca funkcji falowej ¥ (r) (dla czastki bezspinowej). Funkcje falowa mogli-
$my rozkladaé¢ w bazie funkcji wlasnych takiego, czy innego operatora — obserwabli, otrzymujac
zbior liczb — wspotezynnikow rozkladu. Przy wyborze innej obserwabli (inne funkcje wtasne)
rozktad, wiec i wspoétezynniki bylyby juz inne. Mamy wiec do czynienia z sytuacja podobna
jak w przypadku zwyklych wektoréw z przestrzeni R3, gdzie kazdy wektor jest opisany trzema
liczbami — sktadowymi (wspotrzednymi) w wybranym uktadzie wspotrzednych. Zmiana uktadu
odniesienia prowadzi do innej tréjki liczb. Jednak wektor, jako obiekt geometryczny pozostaje
zawsze ten sam. Koncepcja wektora sprawia, ze przy formutowaniu ogolnych zasad (praw fizyki)
nie potrzebujemy odwotywaé sie do jakiegokolwiek uktadu wspotrzednych.

Podobnym podejsciem postuzymy sie i teraz — w mechanice kwantowej. Kazdemu stanowi
kwantowo-mechanicznego uktadu (np. czastce) przypisujemy pewien wektor, ktory oznaczymy
przez | ), z pewnej przestrzeni Hilberta (zupelnej i osrodkowej przestrzeni wektorowej z iloczy-
nem skalarnym, nad ciatem liczb zespolonych). Formalnie piszac, dokonujemy przyporzadkowania

YE)EF —— |Y)EH. (7.1)

Podkreslmy, ze w wektorze | ) nie ma zadnej zaleznosci od potozenia . Zanim przejdziemy do
znacznie bardziej szczegolowego omoéwienia zwiazku (7.1) poczynimy pewne intuicyjne uwagi.
Ot6z na relacje te mozna spojrzeé tak, jak na odpowiednio$é miedzy tréjka liczb — sktadowymi
wektora z R3 w pewnym ukladzie wspohrzednych, a wektorem — obiektem geometrycznym,
ktory juz w zaden sposob nie zalezy od uktadu odniesienia. Wartosci funkcji falowej w kolejnych
punktach ¥ (cho¢ jest ich nieskonczenie wiele) spelniaja role analogiczna do sktadowych zwyktego
wektora. Podejscie takie nie jest jedynie sformalizowaniem mechaniki kwantowej. Pozwala ono
na latwo uchwytne uogélnienia. Sa takie sytuacje (np. spin), dla ktérych nie daje si¢ wprowadzié¢
funkcji falowych. Natomiast uogolnienia za pomoca formalnych wektoréw jest stosunkowo proste.

Dlatego tez postulat o opisie stanu ukladu sformulujemy inaczej. A mianowicie, postulujemy,
ze stan ukladu fizycznego jest opisany przez pewien wektor (wektor stanu lub po prostu stan),
nalezacy do odpowiednio dobranej (abstrakcyjnej) przestrzeni Hilberta. Dodatkowo bedziemy
zadaé, aby wektor ten byl unormowany do jednosci

%) €N, [Pl = 1. (7.2)

Norme wektora obliczamy za pomoca iloczynu skalarnego, wlasciwego dla przestrzeni H. Zada-
nie unormowania potrzebne jest do utrzymania interpretacji probabilistycznej. W dalszej czedci
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tego rozdzialu oméwimy formalizm wektoréw stanu, a takze jego zwiazki z funkcjami falowymi,
operatorami, itp.

7.2 Kety i bra. Notacja Diraca

Niech ‘H oznacza pewna przestrzen Hilberta. Ketem nazwiemy element tej przestrzeni, czyli po
prostu wektor |1 ) € H. Szczegdly zwiazku pomiedzy ketami a funkcjami falowymi omowimy
pézniej. Przestrzen funkcji falowych F i przestrzeri Hilberta H sa izomorficzne, mimo to jednak
bedziemy rozréznia¢ miedzy nimi tak, jak rozrézniamy trojki liczb i obiekty geometryczne jakimi
sa zwykle wektory. Podkreslmy jeszcze raz, ze w kecie |1 ) nie ma zadnej zaleznosci od polozenia
r. W funkcji falowej ¢(T) punkt ¥ ma charakter pewnego (uprzywilejowanego) uktadu odniesienia.
Teraz chcemy o tym zapomnieé, a dalej traktowaé 6w uktad odniesienia na réwni z jakimkolwiek
innym.
Przestrzen ‘H jest przestrzenia Hilberta, jest wiec wyposazona w iloczyn skalarny

|¥), |¢) € H —— (¢]¢)€C, (7.3)
o wilasnoéciach, ktére wypiszemy juz bez dodatkowych komentarzy
o (plY) = (¥]e), (7.4a)
o (plMyr+datha) = M(eldn) +A(@lda), AL el (7.4b)
o (Mpr+rop2 ) = A(e1|Y) +A5(p2|1), (7.4c)
o« () (¥]9) =Wl eR, (7.44)
(i) |lv|l = 0, réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy |¢) = 0. (7.4e)
Wektor |1 ) nazwalismy ketem. Wygodnie jest nazwac
(Y| — bra. (7.5)

Hoczyn skalarny (@ |¢) € C jest "bra-ketem". Nazwe te wprowadzil Dirac, bowiem bracket
oznacza po angielsku nawias. Méwiac Scisle zbior wszystkich bra tworzy tzw. przestrzen dualng
H* — przestrzeni funkcjonatéw liniowych dzialajgcych na przestrzeni wektorowej H. Nie bedziemy
jednak omawiaé¢ aspektoéw matematycznych. Zainteresowanych odsylamy do Uzupetnien. Tutaj
poprzestaniemy na stwierdzeniu, ze bra (x| jest obiektem matematycznym, ktory w dziataniu
na wektor (ket) | ¢ ) produkuje liczbe zespolona, rowna iloczynowi skalarnemu wektorow (ketow)

| x) oraz [¢):
) € H}

T (x|¥) €C. (7.6)

Odpowiednio$¢ pomiedzy ketami i bra oznaczymy znakiem f (sprzezenia hermitowskiego) i
napiszemy

H 3 |p) —2RI o\ = (o] e W (7.7)

Nie wchodzac w niuanse matematyczne przyjmiemy réwniez, ze kazdemu bra odpowiada ket,
wiec dodatkowo okreslimy operacje odwrotng

H* 3 (] —2mdl . (of = |o) € A (7.8)
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Laczac obie relacje widzimy, ze ztozenie dwoch operacji 1 dziata nastepujaco

1) = (1o = ((e)! = 1o). (7.9)

Przyjmiemy tu bez dowodu (patrz Uzupelnienia), ze operacja f jest antyliniowa, tzn. ketowi
| f) bedacemu kombinacja liniowa | f) = A1 1) + A2 w2 ) (gdzie A1, A2 € C) odpowiada bra
(f|=1f) takie, ze

1T = (Mler) + Aol w2) )T
= Mle)T+ X510t = A (o1 |+ 25 (e2] = (f]- (7.10)

Relacja ta dobrze kojarzy sie z wlasno$ciami sprzezenia hermitowskiego. Stad zreszta wynika
zastosowanie znaku 7 do oznaczenia odpowiedniosci ket « bra.

Uwaga. W tym miejscu nalezy wyjasni¢ mozliwe nieporozumienie notacyjne. Mnozenie keta
(wektora) przez liczbe zespolona mozemy zapisaé jako

[A) = AlY). (7.11)

Jakiemu bra odpowiada powyzszy ket? Mozna powiedzie¢, ze ketowi | A\ ) odpowiada bra (A |.
Jednakze na mocy (7.10)

(x| =[xt = (M) = A (w). (7.12)

"Wyciagajac" liczbe A € C z bra musimy pamieta¢ o antyliniowosci. Warto ten fakt skojarzyé
takze z antyliniowoscia iloczynu skalarnego w pierwszym sktadniku (7.4c).

7.3 Operatory liniowe

7.3.1 Operatory, kety i bra

Nie wprowadzamy tu nieznanych skadinad informacji. Naszym celem jest przede wszystkim wy-
jasnienie kwestii notacyjnych. Operator A odwzorowuje przestrzen H w siebie

Hale) —S~ W) eH,  pzyaym  |¥)=A4). (7.13)
Ograniczamy sie¢ do klasy operatoréw liniowych, to znaczy takich, ze
121 ()\1|@Z)1>+)\2|¢2 >) = )\1A|¢1>+)\2A|1’Z)2>, )\1, )\2 e C. (714)

Operatory mozna dodawaé¢, mnozy¢ przez liczbe zespolona, co raczej nie wymaga komentarzy.
Natomiast iloczyn dwoch operatoréw rozumiemy jako ztozenie dwéch odwzorowan

(B A)v) = BA|Y)] = Blv'). (7.15)
Takie zlozenie jest na ogo6l nieprzemienne, wiec znéw pojawia sie pojecie komutatora dwoch
operatorow

‘A, B — AB- BA (7.16)

Wprowadzamy teraz wazna wielkosé, zwana elementem macierzowym operatora, ktory definiu-
jemy w nastepujacy sposob

(plAly) = (pl(A])) = (el¥') eC, (7.17)
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co mozemy interpretowaé jako bra (¢| dziatajace na ket (wektor) [’ ) = A|), lub po prostu
jako iloczyn skalarny wektorow | ¢ ) i]1’). Zwracamy tu uwage na wlasciwa kolejnosé czynnikow.
Mozliwa jest tez inna interpretacja wzoru (7.17). Mozemy bowiem napisaé

(plAly) = ((eld)]v) (7.18)

i potraktowac (¢’ | = (¢ |A jako pewne nowe bra.

Podkredlmy, ze porzadek w jakim wypisywane sg poszczegdlne cztony wyrazen, jest bardzo
istotny. (¢ |fl to pewne nowe bra z przestrzeni H*, ktore moze dalej dziata¢ na ket |1 ) € H.
Wobec tego

{elAll¥) = (plAly) = (¢'|¥) eC. (7.19)

~

Z drugiej strony, gdybysmy napisali w odwrotnej kolejnosci, tj. A (¢ |, to wtedy mamy
[A(el|[l¥) = A{pl) = A-{liezba zespolona}
— A’ - pewien nowy operator, (7.20)

a wiec co$ zupekie innego niz w (7.19).

7.3.2 Operator rzutowy

Warto omoéwié jeszcze jedna kwestie. A mianowicie zanalizujmy wielkosé | ¢ ) (¢ |. Latwo zauwa-
zy¢é, ze dla dowolnego keta

[¢)>5H — (le)X(v)le) =le)v|¢) €N, (7.21)

bowiem iloczyn skalarny (¢ |¢) jest liczba, za$ iloczyn keta i liczby zespolonej to wektor z H.
Wobec tego

[¢){(1| = {operator na H}. (7.22)

Niech teraz |¢) € H bedzie unormowany do jednosci, tzn. (¢ |¢) = 1. Zbadajmy szczegdlny
przypadek operatora typu (7.22)

Ps=10)(0] (7.23)

Operator ten dziatajac na dowolny ket |¢) € H daje nam

Pslv) =10)(o[v), (7.24)

a wiec wektor proporcjonalny do keta | ¢ ). Wspotezynnikiem proporcjonalnosci jest iloczyn ska-
larny (¢ | ), ktory przez analogie ze standardowa geometria, mozemy interpretowac jako dtugosé
rzutu wektora | 1)) na wektor |¢). Zatem P, w/g wzoru (7.24) daje rzut [¢) na | ¢ ). Dlatego
tez operator Py nazywamy operatorem rzutowym, lub projektorem (na | ¢)). Operator ten jest
idempotentny, tzn.

P3=1[0)(0]8)(d]| =]0) (8| = Py, (7.25)

co wynika z unormowania keta | ¢ ). Whasnos¢ idempotentnosei jest typowa dla operatoréw rzu-
towych. Operatory rzutowe sg czesto spotykane w formalizmie mechaniki kwantowej, dlatego tez
krotko o nich wspomnielisSmy.
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7.4 Sprzezenia hermitowskie w notacji Diraca

7.4.1 Definicja operatora sprzezonego

Operator A dzialajac na (wektor) ket |¢) produkuje inny wektor A|) = [¢'). Wektorowi
temu, na mocy odpowiedniosci (7.7) odpowiada bra (1’|, ktore zapisujemy w postaci

W= () = (Alw)' = (p] AL, (7.26)

A zatem operator A przeksztalca |1 ) na [ ), zas At pozwala zbudowaé nowe bra (/| = (¢ | At
ze starego bra (1 |. Przyporzadkowanie to mozemy tez zapisaé jako

{Alg) = [¢)} — {(¥'] = (v|at}, (7.27)
Powyzsze relacje okreslaja wiec operator Af, Rozszerzona dyskusje tego zagadnienia mozna zna-
lez¢ w Uzupetnieniach.

7.4.2 Wlasno$ci sprzezenia hermitowskiego

7 definicji sprzezenia operatora wyprowadzamy jeszcze inng wlasnosé AT, Niech lo) € H -
dowolny ket. Wowczas z wlasnosci iloczynu skalarnego mamy

(eld) = (¢'[e)". (7.28)
Po lewej ktadziemy |v¢') = A| 1), po prawej wstawiamy odpowiednie bra w/g relacji (7.27). A

zatem

(plAly) = (p|AT]o)", (7.29)
lub réwnowaznie, przez sprzezenie zespolone obu stron

(plAlv)* = (¢p]AT]p), (7.30)

dla dowolnych ketow |¢) i |7 ). Formuty (7.29) lub (7.30) mozna uzna¢ za definicj¢ operatora
Af sprzezonego do A. Wrzory te budzg skojarzenia z okresleniem sprzezenia operatora w prze-
strzeni funkcji falowych (por. (3.26) i (3.27)) szczegolnie, gdy zapiszemy je inaczej, korzystajac
z wlasnosci iloczynu skalarnego

(ol A1) = [(0ldle)] = ((Ad)lp) = (¢]4T[e), (7.31)

Nasze wyniki sg jednak dosyé¢ formalne. Nie jest na razie oczywiste, jak sie one ttumacza na
jezyk funkcji falowych. Problem ten oméwimy po6zniej, poruszajac kwestie tzw. reprezentacji w
przestrzeni ketow (w przestrzeni Hilberta).

Operacja sprzezenia hermitowskiego operatoré6w ma wlasnosci:

(a). (AN = A, (7.32a)
(b). (WA = A AT (7.32b)
(¢). (A+B)! = AT 4+ BT, (7.32¢)
(d). (AB)! = BTAT, (7.32d)

analogiczne do relacji (3.29). Dowody powyzszych wlasnosci podane sa w Uzupetnieniach. Na
zakoniczenie zauwazmy, ze operator rzutowy (7.24) jest ewidentnie hermitowski

PL=(le)s]) =16)(¢] = Ps. (7.33)
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7.4.3 Uwagi dodatkowe i przyktady

Mogg sie tu pojawié¢ nieporozumienia podobne do tych, ktore dyskutowaliémy w odniesieniu do
relacji (7.11) 1 (7.12). Nie jest mianowicie oczywiste, co znaczy zapis | Aw> oraz ( Ay |. Wyjasnia-
my to przyjmujac nastepujaca umowe. | Ay) jest innym zapisem keta A|v), natomiast ( Ay |
jest to bra stowarzyszone z ketem A[ ), czyli

| Ay) = Aly) oraz (Ay| = (¢ |AT, (7.34)

co powinno zapobiegaé¢ ewentualnym nieporozumieniom. Rozwazymy teraz kilka prostych przy-
ktadéw postugiwania sie wprowadzonym formalizmem i notacja Diraca.

1. Regutly (7.34) "wyjmowania" operatoréw z bra wykorzystamy w (7.29), tj. w relacji (7.29),

to jest we wzorze (@|A|y) = (| AT |p)*. Po lewej stronie znaku réwnosci operator
"wciggniemy" w prawo, a po prawej w lewo. Otrzymujemy
(plAp) = (Ay|p)*. (7.35)

Poniewaz ') = A|¢) = | A), oraz (| = (¢ |Al = (Ay |, wiec widzimy, ze relacja
(7.35) to nic innego niz wlasnosé (@ |v¢’') = (/| p)* iloczynu skalarnego. Potwierdza to
wewnetrzng spojnosé formalizmu.

2. Rozwazymy wyrazenie (fngp |1 ). Na mocy regut (7.34) i (7.32a) otrzymujemy

(ATolv) = (el (ANT]9) = (plAl¥) = (p|Ay). (7.36)

Relacja powyzsza bywa czasem uzywana w celu zdefiniowania operatora sprzezonego At do
operatora A. [ustruje ona sposéb "przerzucania" operatora z lewej do prawej strony (lub
odwrotnie) iloczynu skalarnego.

3. Nietrudno jest wykazaé, ze ze wzor (7.36) jest rownowazny relacji (7.30). Wezmy sprzezenie
zespolone po obu stronach (7.36):

[(Alolv)]" = (ol dy)- (7.37)

Przeksztalcamy prawsa strone korzystajac z wtasnosci iloczynu skalarnego
[(Afelv)]” = (Av|e). (7.38)
"Wyjmujac" operatory zgodnie z (7.34), po lewej mamy At = 4§ dostajemy

[(elAlp)]" = (v]AT]e). (7.39)
Nawias kwadratowy mozna opusci¢ i odtwarza sie relacja (7.30).

Powyzsze przyktady pokazuja, ze notacja Diraca umozliwia proste i szybkie formalne rachunki
i to bez odwolywania sie do niuansé6w matematycznych. Pamieta¢ nalezy o oméwionych wy-
zej zasadach "wyjmowania" operatorow z ketéw i bra, a takze o kolejnosci obiektow, ktérymi
manipulujemy.

7.4.4 Notacja Diraca — reguly mnemotechniczne

Poniewaz sprzeganie po hermitowsku jest czesto wykorzystywane w obliczeniach kwantowo-me-
chanicznych, warto jest zebra¢ oméwione fakty i przedstawié¢ procedure obliczent w postaci regut,
o praktycznie mnemotechnicznym charakterze. A wiec obliczajac sprzezenie hermitowskie trzeba:
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e dokona¢ nastepujacych zamian wielkosci

A — X dla X eC, (7.40a)
) —— (W] da ) e, (v]en (7.40b)
(¢l  —— lg) dla  (p|eH’, [p)€eH, (7.40c)

A —— A dla A operator liniowy na H. (7.40d)

e Odwroci¢ porzadek wszystkich wielkosci, cho¢ w wypadku liczb zespolonych to nie ma
znaczenia (liczby te sa przemienne z wszelkimi innymi obiektami).

Dla przyktadu zastosowania powyzszych regul postepowania, rozwazmy wielkos¢ (nie jest przy
tym wazne czy ma ona jakikolwiek sens fizyczny lub matematyczny, czy nie)

[Muldlo)w)B(w ([T = [9)BN(w|(v]ATu)r*
N (AT u)|¢) BN (w] (7.41)
W ostatnim kroku liczbe zespolona A* i element macierzowy (v | AT |w), ktory tez jest liczba

zespolona, przeniesliSmy na poczatek wyrazenia, bowiem liczby komutuja z wszelkimi innymi
wielko$ciami.

7.5 Operatory hermitowskie — obserwable

Na podstawie relacji (7.27) mozna domyslac sie, ze operatory Ai Af sa dwoma réznymi obiektami
matematycznymi, bowiem |¢') = A|¢) to ket, zas (¢'| = (¢ |Al to bra. Dlatego tez zapis
warunku hermitowskosci operatora w postaci A = At nie jest w pelni Scisty (wiecej szczegotow na
ten temat mozna znalezé w Uzupetnieniach). Nalezatoby raczej powiedzieé, ze jesli dla dowolnych
|Y), |¢) € H zachodzi

(w1ANe) = (v](4]¢)) (7.42)

to operator A nazywamy hermitowskim. Relacje te wygodnie jest zapisa¢ po prostu pomijajac
nawiasy

(V14T ) = (v|Alp). (7.43)

Widaé¢ wiec, ze przy operatorze hermitowskim mozna pominaé¢ znak . Ze wzgledu na oméwione
reguly poshugiwania sie notacja Diraca, pozyteczne jest uzywanie znaku 1 i (dla operatorow
hermitowskich) pomijanie go dopiero na koricu obliczeri.

Dla operatora hermitowskiego, z relacji (7.30 mamy

(plAlp) = (¢|ATp) = (v[A]p), (7.44)
gdzie druga réwnosé¢ wynika z (7.43). Co wiecej,
(Ap|p) = (V| AT|p) = (V]| Alp) = (v]Ap), (7.45)

gdzie pierwsza réwnos¢ wynika z regulty "wyjmowania" (7.34), druga rownosé to zastosowanie
(7.43), za$ trzecia to znoéw reguta (7.34). Formula (7.45) wskazuje, ze z hermitowskosci operatora
wynika mozliwo$é¢ "przekladania" go z pierwszego do drugiego skladnika iloczynu skalarnego.

Zwr6¢émy na zakoniczenie uwage na mnemotechniczny charakter notacji Diraca. Dzieki temu
postugujemy sie nig szybko, tatwo i wygodnie. Dodatkowa zaleta notacji Diraca jest to, ze "ukry-
wa w sobie" szczegdly natury matematycznej i w ten sposéb pozwala wykonywaé obliczenia bez
zbytniego zastanawiania si¢ nad pelna Scistosciag matematyczna.
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