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Rozdziat 20

Rachunek zaburzen z czasem

Do tej pory badaliémy rozwiazania réwnania Schrodingera dla hamiltonianéw niezaleznych od
czasu. W poprzednim rozdziale omowilismy sytuacje, w ktorej znane sa nam §cislte rozwiazania
zagadnienia niezaburzonego, za$ dodatkowy czton w hamiltonianie, tzw. zaburzenie sprawia, ze
rozwigzania niezaburzone ulegaja modyfikacji. Stacjonarny rachunek zaburzen umozliwia obli-
czenie poprawek, ktore daja przyblizenia tych modyfikacji. Teraz rozwazymy sytuacje fizyczna,
w ktorej zaburzenie wynikajace z dodatkowych (zewnetrznych) oddziatywari, jest jawnie zalezne
od czasu, wiec w rownaniu Schrédingera

B o 190) = [Ho+ V(D] 190)), (20.1)

hamiltonian H = Hy + V(t) jest funkcja czasu. Rozwiazanie takiego zagadnienia jest na ogot
trudne i tylko w nielicznych przypadkach mozliwe jest uzyskanie Scistego rozwiazania. Dlatego
tez przedstawimy metode rozwiazania przyblizonego.

20.1 Przyblizone rozwiazanie rownania Schrodingera

20.1.1 Zagadnienie stacjonarne — przypomnienie

Podobnie jak w stacjonarnym rachunku zaburzen przyjmiemy, ze dla niezaburzonego hamilto-
nianu, umiemy rozwigza¢ rownanie Schrédingera

m%w(t)) = Ho|v(t)), gdzie % = 0. (20.2)

Jak wiemy z dyskusji w rozdziale czwartym, réwnanie to sprowadza sie do zagadnienia stacjo-
narnego, a wiec do problemu wlasnego dla hamiltonianu Hy:

Ho|n) = EW|n). (20.3)

Rozwiazania tego problemu, a wiec niezaburzone stany wlasne |n) i odpowiadajace im energie
uznajemy za znane. Zapis stanu |n) moze oznaczaé (o ile zachodzi taka potrzeba) zbior kilku

)

odpowiadaé¢ te same wartoSci energii. Poniewaz hamiltonian Hg jest z zalozenia obserwabla,

wskaznikow. Energie ET(ZO moga by¢ zdegenerowane, a zatem réznym stanom |m) i |n) moga

wiec stany |n) tworza w przestrzeni standéw baze ortonormalna, a zatem spelniaja warunki
ortonormalnosci i zupetnosci, to jest

(m|n) = dmn, Z In)(n| = 1. (20.4)
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Zgodnie 7z dyskusja przeprowadzong w rozdziale 4 wiemy, ze jeSli w chwili poczatkowej stan
uktadu byt dany poprzez wektor |1 ), to w chwili pozniejszej t > to ewoluujacy w czasie stan
|¥(t) ) ma postac

W) = Seal®ln) = S In)(n|wy) e B tto)/n (20.5)

(por. rownania (4.15) i (4.25)). W szczegolnosci, jezeli uktad zostal przygotowany w stanie po-
czatkowym | o) = |m) to wowczas (n 1) = (n|m) = dpm, a wiec

[9(t)) = |m) e"iBn (=to)/h (20.6)

czyli uklad pozostaje w stanie |m), bo globalny czynnik fazowy w (20.6) nie ma znaczenia
fizycznego. Z tego tez wzgledu (przypominamy) rozwiazania (20.5) i (20.6) sa zwane rozwiazania-
mi stacjonarnymi. Prawdopodobieristwo znalezienia uktadu w chwili ¢ > ¢ w stanie wtasnym |m )
hamiltonianu jest dane jako |{m | (¢))|? = 1 i nie ulega zmianie w czasie. Prawdopodobienstwo
zmierzenia energii Eﬁg) jest takie samo, niezaleznie od tego, czy pomiaru dokonamy w chwili
t = tg, czy tez odlozymy go do chwili p6zniejszej. Méwimy tu o pojedynczym pomiarze, ktoéry

mozemy wykona¢ w tej czy innej chwili czasu.

20.1.2 Wplyw zewnetrznego zaburzenia.
Prawdopodobieristwo przejscia

Zatozmy teraz, ze uktad opisywany hamiltonianem H( oddzialuje z otoczeniem. Oddziatywanie
to opisujemy za pomoca dodatkowego czltonu w hamiltonianie

H = Hy + V), (20.7)

przy czym przyjmujemy, ze V(t) jawnie zalezy od czasu. Rownanie Schrodingera ma postaé
(20.1). Oczywiscie, jego rozwiazaniami nie beda juz stany stacjonarne. Hamiltonian na ogoét juz
nie jest staly ruchu — energia uktadu moze sie¢ zmieniaé. Dlatego tez méwimy o oddziatywaniu.
Uklad moze wymienia¢ sie energia z otoczeniem. Réwnania (20.5) musza ulec modyfikacji. Stany
wlasne | n ) hamiltonianu niezaburzonego tworza baze w przestrzeni stanéw, wiec nadal mozemy
szukaé rozwiazania réwnania (20.1) w postaci podobnej do (20.5). Niech rozwiazanie to bedzie
postaci

[0(1) = 3 [n) Cult) e=iB tto)/h, (20.8)

gdzie C),(t) sa nieznanymi funkcjami czasu. Réwnanie Schrodingera jest réwnaniem roznicz-
kowym pierwszego rzedu wzgledem czasu, wiec jego rozwigzanie wymaga okre$lenia warunku
poczatkowego. Przyjmujac |(t)) = |1¢) stwierdzamy, ze z postulatu (20.8) wynika warunek
poczatkowy

(m|o) = Z(m!n)C’n(to) = Ch(to), (20.9)

n

co wynika z zalozen (20.4). Zwréémy uwage, ze w postulowanym rozwiazaniu (20.8) od razu
uwzgledniliSmy rozwiazanie (20.5) problemu niezaburzonego. Oznacza to, ze przy braku oddzia-
lywania rownanie (20.1) redukuje sie do postaci (20.2), wiec rozwiazania (20.8) powinny sie
wowczas sprowadzaé¢ do (20.5). Widzimy wiec, ze powinno by¢

Cn(t) (n]vo). (20.10)

V() —0
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Aby sie o tym przekona¢ trzeba jednak rozwiaza¢ rownanie Schrodingera (20.1), do ktorego
podstawimy postulat (20.8). W ten sposob dostajemy

| EO\
3 | L) e S ) € (—’ x ) i 110}/

= 3 Holn) Cu(t) e B EE L SV V() ) Oy (t) e R E0/R L (90.11)

Drugi sktadnik po lewej i pierwszy po prawej wzajemnie sie znosza, bowiem stany |n ) spelniaja
zagadnienie wlasne (20.3). Mnozac pozostale dwa sktadniki przez (m| z lewej, korzystamy z
ortonormalnosci (20.4) stanéw bazy i otrzymujemy

d Crn(t)

i SR B ST (| V()| n) Ca(t) e B R (20.12)

n
Wprowadzajac typowe oznaczenie wy,, = (Eﬁ,?) - Eq(lo) /h, piszemy

% Cnlt) = = S (m V() ) o) € ), (20.13)
Jest to uklad (nieskonczenie wielu, numerowanych przez m) réownan rézniczkowych pierwszego
rzedu na wspotezynniki C), (t). Warunki poczatkowe zadane sa rownaniami (20.9). Do tej pory
nie poczyniliémy zadnych przyblizen, wiec uktad ten jest Scisty, doktadnie réwnowazny réwnaniu
Schrodingera (20.1). Otrzymany uktad réwnar jest na ogot niemozliwy do rozwiazania. Po pierw-
sze oddzialywanie zalezy od czasu, wiec prawe strony sa (czesto skomplikowanymi) funkcjami
czasu. Po drugie, jest to uklad nieskoniczony. W niektérych sytuacjach, gdy wymiar przestrzeni
stanéw jest skonczony, liczba réwnan tez jest skonczona. W takim przypadku, przy prostej po-
staci oddzialywania, niekiedy udaje si¢ znalezé Sciste rozwigzania. Jest to jednak raczej wyjatek,
a nie regula.
W granicznej sytuacji gdy V (t) — 0 réwnania (20.13) sprowadzaja do

dCon(t)
dt

=0, = Cp(t) = const. = Cplto) = (m|o), (20.14)

co jest zgodne z przewidywaniem (20.10). Oczywiscie wykorzystujac (20.14) w postulacie (20.8)
odtwarza sie nam rozwiazanie stacjonarne (20.5), tak jak to powinno by¢ przy braku oddzialy-
wania.

W ukladzie, w ktoérym nie wystepuje oddziatywanie (V' (t) = 0), prawdopodobienistwo uzy-
skania okreslonego rezultatu pomiaru energii nie zalezalo od czasu. Z réwnan (20.13) widzimy,
ze w obecnosci oddziatywania (V (t) # 0), amplituda prawdopodobienstwa Ch,(t) = (m |1 (t))
bedzie na ogot ztozona funkcja czasu. Prawdopodobienistwo znalezienia uktadu w stanie |m)

(0)

(czyli uzyskanie w wyniku pomiaru energii o wartosci Ey,’ ) bedzie zmieniaé¢ sie w czasie.

Prawdopodobienstwo przejscia

Na zmiany prawdopodobieristwa w czasie mozemy spojrzeé jako na przechodzenie uktadu z jed-
nego stanu |m; ) do innego stanu | my) pod wplywem zewnetrznego zaburzenia V (¢). Widac to
szczegoOlnie wyraznie jesli zalozymy, ze w chwili poczatkowej uktad znajdowal sie w stanie |p)
(poczatkowym), co oznacza, ze

Cm(to) = (m|p) = Omp- (20.15)
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Wowczas Cp(t) = (p|1(t)) interpretujemy jako amplitude prawdopodobienstwa tego, ze uklad
(wraz z uplywem czasu) pozostanie w stanie |p). Natomiast Cp,2p(t) = (m|9(t)) jest wtedy
amplituda prawdopodobienstwa tego, ze uklad (w chwili ¢) znalazl sie w stanie |m ), innym niz
stan poczatkowy. Innymi stowy, C,,(t) mozemy interpretowa¢ jako prawdopodobienstwo przej-
Scia, pod wplywem oddziatywania V' (t), ze stanu poczatkowego |p) do stanu koricowego |m ).

Celem naszym jest znalezienie przyblizonych metod rachunkowych, pozwalajacych obliczyé¢
|Cpn(t)|? — prawdopodobienstwo przejicia, przy zalozeniu, ze w chwili poczatkowej to uktad znaj-
dowal sie¢ w stanie |p). Dlatego tez, w dalszych rozwazaniach relacja (20.15) stanowi¢ bedzie
warunek poczatkowy.

20.1.3 Prawdopodobienstwo przejscia
w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen

Procedura iteracyjna

Jak juz wspominali$my, Sciste rozwiazanie uktadu réwnan (20.13) jest na og6! niemozliwe. Dla-
tego tez sensowne jest poszukiwanie metod przyblizonych. W granicy V(t) — 0 rozwiazania
redukuja sie do przypadku stacjonarnego. Nasuwa to mys$l podejécia typu iteracyjnego. W zero-
wym kroku iteracji, po prostu zaniedbujemy oddziatywanie V'(t) i uktad (20.13) redukuje sie do
rownan (20.14). Mozemy wigc napisac

CO(E) = Culto) = (m|wo). (20.16)

m

Kolejne kroki iteracyjne polegaja na tym, ze po prawej stronie rownan (20.13) wstawiamy roz-
wigzanie uzyskane w kroku poprzednim. A zatem pierwsza iteracja prowadzi do réwnan

1 4
() — — iwmn (t—to) ¥(0)
o W0 = 5 S mIv@ln)e o), (20.17)

gdzie, zgodnie z (20.16) mamy Cp, © )( t) = Cp(to), czyli wspotezynniki rozktadu poczatkowego.
Ogolniej zas, w j-otym kroku iteracji mamy réwnania

% o) = - S (m V(0 ) e 0 €0, (20.18)
Aby wykonaé j-oty krok, trzeba najpierw scatkowaé réwnania kroku poprzedniego. Jest to wiec
procedura zmudna i skomplikowana. Cecha procedury iteracyjnej jest to, ze w kroku zerowym
w ogole nie uwzgledniamy oddziatlywania. Krok pierwszy (20.17) wprowadza juz oddziatywanie
V (t) — uzyskane CT(nl)(t) zaleze¢ bedzie od V (t) w pierwszej potedze. Krok drugi, w rownaniu dla
o po prawej stronie zawiera¢ bedzie element macierzowy (n |V (t)|q) i Cél)(t), ktore jest juz
proporcjonalne do V' (¢). Wobec tego c? (t) bedzie zaleze¢ od oddzialywania w drugiej potedze.
A zatem w (20.18) — w j-otym kroku, V(t) wystepowac bedzie w j-otej potedze.
W praktyce czesto wystarczy postuzyé sie jedynie pierwszym krokiem iteracyjnym. W dal-
szych rozwazaniach tak tez postapimy, co pozwoli uniknaé¢ wzrastajacej komplikacji kolejnych
krokow. Ograniczymy sie wiec do analizy rownania (20.17).

Prawdopodobienstwo przejscia w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen

Badamy réwnanie (20.17), w ktory dla prostoty (bez straty ogolnosci) ktadziemy tg = 0

d 1 .
= = emnt €, (0), 20.1
s Cm A (m|V(t) Cn(0) (20.19)
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Roéwnanie to nietrudno jest scatkowaé
1 t -
c) = CcO) + — > / dty et (m |V (1) |n) Cn(0), (20.20)
ih — Jo

przy czym C’y(,%)(to) to warunek poczatkowy. Niech teraz stan poczatkowy bedzie stanem |1g =
|p). Wobec tego, wedtug (20.15) mamy C,,(0) = d,p) i z (20.20) dostajemy

1ot
CPW) = by + / dtr ¢“met (m | V(1) | p). (20.21)
0

T(i;p(t) jest (przyblizona) amplituda prawdopodo-

bieristwa przejscia |p) — |m) zachodzacego pod wpltywem oddzialywania V(). Wobec tego

Zgodnie z przeprowadzong powyzej dyskusja C

mozemy napisac¢

t ‘ 2
/ dty e“mott (m | V(t)|p) | | (20.22)
0

2 1
POm,tp,0) = [CPO] = 55

Wyrazenie to stanowi poszukiwane prawdopodobienstwo przejscia (o ile tylko nie znikaja ele-
menty macierzowe {d, |V (t1)|¢p)) ze stanu |p) w chwili tg = 0, do stanu |m ) w chwili ¢ > to.
Przejscia te sa powodowane zewnetrznym zaburzeniem. Energia uktadu nie jest stata, po wply-
wem oddzialywania przestaje on by¢ stacjonarny. Uktad moze absorbowaé energie z zewnetrznego
pola i moze don energie emitowaé. Dyskusja tych procesé6w zajmiemy sie nieco dalej.

Prawdopodobienstwo (20.22) jest rezultatem przyblizenia pierwszego rzedu. Trzeba oczywi-
§cie zbadaé zakres stosowalnosci przyblizenia. Poréwnanie $cistego rownania (20.13) i przyblizo-
nego (20.19) pokazuje, ze wspotezynnik C,(t) w dosé¢ "’brutalny"’ sposdb zamieniliSmy na jego
przyblizenie zerowego rzedu: 07(10) (t) = C(0) = dpp. Mozemy sadzi¢, ze jesli przedzial czasu t —t
jest krotki na tyle, ze C),(t) malo sie r6zni od C),(0), to nasze przyblizenie jest sensowne. Trzeba
jednak to zbada¢ dokladniej. Ponadto z (20.21) widzimy, ze

1t 2
PW (p,t|p,0) = ‘1 + E/o diy (p|V(t1)|p)]| (20.23)

gdzie wy, = 0, jest prawdopodobienstwem tego, Ze uklad pozostanie w stanie poczatkowym
|p). Nie jest oczywiste, czy (w pierwszym rzedzie) wszystkie prawdopodobieristwa (20.22) i
(20.23) sumuja sie do jedynki. Ponownie wiec zachodzi potrzeba zbadania zakresu stosowalnosci
przyblizen.

Formula (20.22) jest w zasadzie gotowa do zastosowan (przy milczacym zalozeniu jej stoso-
walnosci). Wystarczy okresli¢ niezaburzony (nieoddziatujacy) uktad fizyczny, to jest podaé jego
hamiltonian H( oraz jego stany i wartosci wlasne, a takze zada¢ posta¢ hamiltonianu oddziaty-
wania V' (t). Wowczas za pomoca wzoru (20.22) (w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen) mozna
obliczaé¢ i bada¢ prawdopodobienistwo przejscia P (1)(p, t|p,to). Pewne przyklady zastosowania i
dyskusji wyrazenia (20.22) na prawdopodobieristwo przej$cia mozna znalezé¢ w literaturze i w
Uzupetnieniach. W naszych dalszych rozwazaniach skoncentrujemy sie na oméwieniu pewnego
szczegdlnego, lecz bardzo waznego przyktadu.

20.2 Zaburzenie harmoniczne

20.2.1 Prawdopodobienstwo przejscia

Rozwazymy tu oddzialywanie, ktére ma postaé

1 ‘ ‘
V(t) = 3 (We”’t + Wt e’M) (20.24)
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gdzie operatory W oraz W1 nie musza by¢ hermitowskie. Przyjmiemy, ze sa one niezalezne od

czasu, tj.:
ow  owT
— = — = 0. 20.25
ot ot ( )

Zauwazmy jednak, ze V(t) okreslone w (20.24) jest (jako calo$¢) operatorem hermitowskim,
jakim by¢ powinno, jest to bowiem hamiltonian oddziatywania uktadu z otoczeniem.

Dyskusje przeprowadzimy w oparciu o formute (20.22), w ktorej podstawimy oddzialywanie
(20.24). Otrzymujemy

1 t A A A 2
P(l)(mvt’pv()) = ﬁ / dty <m‘ % (I/Vew}t1 + WTe_th) ’p) elwmptl
0
—1 ! (wmp+w)t1
- Ah2 <m|W|p>/0dt1€

2

t .
+ (m|W|p) / dt, eilemr—e)tn (20.26)
0

Obliczenie calek jest bardzo proste. Wspoélny dla obu calek czynnik ¢ ma modut réwny 1, otrzy-
mujemy zatem

1 1— ei(wmp-l—w)t
PW(m,tlp,0) = — W
(m, t|p,0) 12 | (mIWip) N
1— H(wmp —w)t 2
+ (m|Wh|p) — (20.27)
mp — W
Rozwazmy sktadnik wewnatrz modutu
1 — it eiQt/Q i ) i ) )
—q = O (e ZQt/Z—e’Qt/Q) = 1 eB12 gin (%Qt) (20.28)
2
Czynnik ¢ (o module 1) ponownie nie daje wkladu, zatem
1 et (wmp+w)t/2
PO (m,tp,0) = —5| (m|W|p) T——— sin |} (wmp+w)t
4 h? H(wWmp +w) [2 " }
et (wmp—w)t/2 . 2
+ (m|Wp) e [5 (wmp—w)t} (20.29)
2 \Wmp
Czynnik e™mrt/2 mozna wylaczy¢, ma on modul réwny jednosci. Dostajemy wiec
1 eiwt/Z
1 _ 1
PO, tp.0) = gz | (mIW1p) g sin [} (wmp +)
; o—iwt/2 ) 2
+ (m|W'|p sin |5 (wmp — w) t (20.30
(mWHp) 7oy sin [3 (wmp = w)1] )
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Obliczenie pozostalego modulu nie jest trudne, w rezultacie formute (20.30) zapisujemy w postaci
sin? {1 (Wmp + w) }

[%(wmp + W)} ’

sin? [% (Winp — w) t}

1
PO, tp,0) = 5 3 1(m|Wp)P

+ [(m W p)[

y sin [% (Wimp + w) t} sin [% (Wmp — w) t} } ) (20.31)

Aby przedyskutowaé otrzymane (w pierwszym rzedzie rachunku zaburzeri) wyrazenie (20.31) dla
prawdopodobieristwa przejscia powinnismy przebada¢ i oméwié wlasnosci dwoch funkeji pomoc-
niczych

sin? (ix sin ( 1z
fi(z) = M = 9?(95% gi(r) = M (20.32)

w ktorych czas t pelni role parametru. Zanim jednak przejdziemy do dyskusji powyzszych funke;ji,
poczynimy pewne uwagi dotyczace formuty (20.31).
Po pierwsze zauwazmy, ze dla zaburzenia (oddzialywania) cosinusoidalnego

V(t) = %(eiw’t—i—e*iw’t) = W,coswt, (20.33)

mamy (poréwnujac z (20.24) W = WT = W,. Wéwczas wszystkie trzy kwadraty moduléw ele-
mentoéw macierzowych redukuja sie do jednego wyrazenia. Formute (20.31) mozemy wiec zapisaé
w postaci

|(m | We |p)[? sin? [% (Winp + w) t} sin? [% (Wmp — w) t}
e {%(wmp ‘H’-’)r

PY (m, t|p,0)

+ 2cos (wt)

Po drugie, dla zaburzenia statego w czasie kladziemy w = 0. Wtedy V' (t) = W, i ze wzoru
(20.34) otrzymujemy

02 (1
VO et m|Welp)P 4si® ()
) 4h2 2
(3 m)

Doktadnie ten sam rezultat otrzymamy ktadac w (20.31) w = 0 oraz W = W1 = W,.

PO (m, t|p,0)

(20.35)
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20.2.2 Wlasnosci funkcji pomocniczych
Funkcja fi(x)
Przede wszystkim stwierdzamy, ze stosujac do f¢(x) dwukrotnie regute de L'Hospitala,

sin” (%xt) t2. (20.36)

fi(z) =

Badana funkcja ma wiec w x = 0 ostry pik, tzw. pik centralny. Wykres tej funkcji jest przedsta-

Rys. 20.1: Wykres funkeji fi(x) okreslonej wzorem (20.32). Na wykresie przyjeto
t=4.

wiony na rysunku 20.1. Zera licznika (dla x # 0) sa zerami funkeji fi(z) i jednoczesnie lokalnymi
minimami. Zera te odpowiadaja

at/2 = +kr, (k=1,2,...), (20.37)

czyli x, = +2k7/t. Zero najblizsze pikowi centralnemu, to x = £27/t. Im wiekszy parametr t,
tym wyzsze i wezsze jest maksimum centralne. Jego szerokosé¢ jest dobrze oszacowana przez

Az = 2r/t. (20.38)

Kolejne zera rozdzielaja boczne maksima lokalne, ktore maja stata szerokosé rzedu 7/t (odlegtosé
miedzy zerami wynosi 27 /t). Polozenie maksimow lokalnych mozna znalezé w sposob Scisty. Nie
beda nam one jednak potrzebne. Poprzestaniemy na stwierdzeniu, ze maksima te znajduja sie
w poblizu punktow zp = +(2k + 1)7)/t, (kK = 1,2,3,...), odpowiadajacych maksymalnym
wartosciom licznika funkcji fi(z).

Oszacujmy stosunek wysokosci maksimum centralnego funkeji fi(z) do wysokosci pierwszego
maksimum bocznego

max. centr.  fi(0) t2 x? 5 92 9rr?

~ = . t*— = — = 22.2. (20.39
max. boczne fi(3m/t) (321)2 4 4¢2 4 ( )
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Zwr6oémy przy tym uwage, ze proporcja ta nie zalezy od wartosci parametru t. Nastepne maksima
szybko maleja Ich proporcje do maksimum centralnego takze nie zalezg od t.
Na zakonczenie badania wtasnosci funkeji f(x) rozwazymy jeszcze caltke (z funkcji parzystej)

oo 00 sin? (lxt> ~  sin? (lxt>
I(t) = /_Oodxft(:c) = /—oode;)Q = 2/0 d:c(T;)Q

4/Ood(§) M :4/mdyw - (20.40)
0 2 ( L x) 0 y? 2
co tatwo sprawdzi¢, odwotujac sie do tablic catek oznaczonych. Jezeli pole pod pikiem centralnym
przyblizymy za pomocs trojkata, to pole przez niego ograniczone jest réwne %(477/75)752 = 2mt.
Wartosé catki (20.40) pochodzi wiec przede wszystkim od pola pod pikiem centralnym. Dla
duzych t przyczynki do calki (20.40) pochodzace od maksimoéw bocznych staja sie zaniedbywalnie
mate.

Niech teraz G(x) bedzie dowolna funkcja, ktora jest okreslona i wolnozmienna w otoczeniu
z = 0. Rozwazmy teraz calke

sin? (%xt)
(1)

Jesli ¢ jest dostatecznie duze, to funkcja fi(x) jest dobrze przyblizona tylko przez pik centralny,

I(t) = /_ O:de Glz) filz) = /_ O:O de G(z) (20.41)

ktory jest bardzo wysoki i bardzo waski. Funkcja G(z) jest wolno zmienna w okolicach z = 0,
wiec jej warto$¢ przyblizymy przez G(0) i catke (20.41) zapiszemy jako

o0 sin? (%xt)
I(t) ~ G(0) L o W — G(0) - 2nt, (20.42)
§$

gdzie skorzystalismy z (20.40). Wnioskujemy teraz, ze

s (371) 1 - 2md(z). (20.43)

By

A wiec funkcja fi(x)/t, dla duzych parametrow ¢, jest przyblizeniem delta funkcji Diraca.

Funkcja g;(x)

Badanie wlasnosci funkeji g¢(z) przebiega bardzo podobnie. Maksimum centralne funkcji g¢(z)
to

sin (%xt)
R

Zera funkcji g (x) pokrywaja sie oczywiscie z zerami funkcji f¢(z). Nie ma tu specjalnej potrzeby

gi(x) = t. (20.44)
rozwazaé szczegdtow. Ograniczymy sie do krotkiej dyskusji iloczynu
gt (me + w)gt (wmp - W), (20.45)

wystepujacego w wyrazeniach (20.31) i (20.34) na prawdopodobienistwo przejscia. Kazdy z czyn-
nikéw ma maksimum centralne dla * = wy,, T w = 0, a wigc dla w = + wy,,. Rysunek 20.2
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Rys. 20.2: Wykresy funkcji g¢(wmptw). Obie funkcje sa wykreslone tylko w okolicach
ich maksiméw centralnych. Funkcja g¢(wmp+w) (linia ciagla) ma maksimum centralne
dla wmp +w = 0, tj. dla w = —wpp. Funkcja g(wmp — w) (linia przerywana) ma
maksimum centralne dla wp,, —w =0, tj. dla w = Wy

przedstawia wykresy (jako funkcji zmiennej w) obu czynnikéw oddzielnie. Jezeli tylko czas t
jest dostatecznie dlugi, to maksima obu czynnikéw sa dobrze rozdzielone (szerokosé¢ kazdego z
maksimow jest rzedu 27/t). W takim przypadku iloczyn (20.45) jest zawsze bardzo maly, bo
gdy jeden z czynnikéw jest znaczacy, to drugi jest juz zaniedbywalnie maty. A zatem iloczyn
(20.45) jest zaniedbywalnie maly, jesli tylko szerokos¢ odpowiednich pikow centralnych jest mata
w poréwnaniu z ich z odlegloscia pomiedzy nimi. Warunkiem pozwalajacym zaniedbaé iloczyn
(20.45) jest wiec

2
TW < 2| Wmpl s (20.46)

bowiem 2 | wyy,y| to odleglosé¢ miedzy pikami centralnymi obu czynnikéw. Warunek (20.46) zapi-
szemy jako

1

t > (20.47)

| wp|
Warunek ten, okreslajacy mozliwosé zaniedbania trzeciego sktadnika w wyrazeniu (20.31) wy-
korzystamy w dalszej dyskusji prawdopodobieristwa przejscia pod wplywem zaburzenia harmo-
nicznego.

20.2.3 Prawdopodobienstwo przejscia.
Przyblizenie rezonansowe

Przyblizenie rezonansowe

Wracamy do dyskusji prawdopodobienistwa przejscia danego wzorem (20.31). Zaktadamy, ze za-
burzenie nie jest stale w czasie, czyli w # 0. Analizujac konkretne przejscie |p) — | m ) pomiedzy
stanami wlasnymi hamiltonianu niezaburzonego wybieramy (ustalamy) pewna czesto$¢ wy,. Za-
lezy ona od charakteru uktadu niezaburzonego, wiec na ogo6t nie mamy wpltywu na jej wartosé.
7 drugiej strony, czesto$¢ w # 0 charakteryzuje zaburzenie, mozemy zatem uwazaé ja za zmien-
ny parametr, ktéry mozemy regulowaé ustalajac warunki doswiadczenia. Do analizy przypadku
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w = 0 wrocimy w dalszej czesci rozdziatu. Z wtasnosci funkeji pomocniczych wynika, ze jesli czas
t jest dostatecznie dlugi (spelniony jest warunek (20.47)), to trzeci skladnik wzoru (20.31) jest
zaniedbywalny i wtedy

(m | W | p)|? sin? :%(wmp-i—w)t}
Ane [ (me'i‘w)r

PO (m, t|p,0)

N[

[ W )| sin [§ (wmp — )]

e [%(me - W)} ’

(20.48)

Dokonalismy wiec przyblizenia polegajacego na zaltozeniu, ze maksima centralne funkcji pomoc-
niczych sa waskie i dobrze rozdzielone. Przyblizenie to nazwiemy rezonansowym. Dodatkowe
uzasadnienie tej nazwy wynika z zastosowania przejscia granicznego (20.43) do obu czlonow
powyzszego wyrazenia. Dla dostatecznie dtugich czaséw t otrzymujemy woéwczas

2
PN (m, tp,0) = w 27t §(wWinp + W)
t 2
((m W p)]
2t S — w). (20.49)

Wynik ten jest niepokojacy, bo t jest duze, a prawdopodobieristwo nie moze przekraczaé jednosci.
Dlatego lepiej jest wprowadzié

d
pD(mlp) = — PY(m,t]p,0)
™
= o7 Km W p)* dwmp +w)

T
L T
+ S | mI W)

Wielkogé p(l)(m]p) nazwiemy prawdopodobieristwem przejscia na jednostke czasu. Obecnosé

2
| 8(wmp — w) (20.50)

d(wmp = w) sprawia, ze tylko te przejscia dla ktorych

B — By
h

maja niezerowe prawdopodobienistwo przejscia. Warunek ten interpretujemy jako zasade zacho-

W = |wmp| = (20.51)

wania energii: kwant pola oddzialywania o energii réwnej iw wymusza tylko takie przejscia, dla
ktorych zachowana jest energia. Innymi stowy, zmiana energii uktadu poddanego zaburzeniu jest
réwna energii kwantu pola oddzialujacego na uktad. Dlatego wlasnie poczynione przyblizenie
nazywamy rezonansowym.

Mimo formalnej elegancji i stosunkowo jasnej interpretacji fizycznej, do wyrazenia (20.50)
nalezy podchodzi¢ ze spora doza ostroznosci. Wynika to, po pierwsze z faktu, ze 6(wpmp + w)
jest dystrybucja, a nie funkcjg liczbowg. Dlatego tez delt tych trzeba sie jakos pozby¢ przez
odpowiednie u$redniania, co najlepiej oméwi¢ na przyktadach. Po drugie, ograniczajac si¢ do
pierwszej iteracji mowilismy, ze obliczane prawdopodobieristwa powinny by¢ malte (w poréwnaniu
z jednoscia), co ograniczato nasze rozwazania do czasow krotkich. Relacja (20.50) odpowiada
duzym czasom, wiec trzeba jakos pogodzi¢ dwa sprzeczne na pozér warunki, ktére powinien
spetniaé¢ czas t. Ponownie stwierdzamy, ze musimy przeprowadzi¢ staranng dyskusje dokonanych
przyblizen. Dyskusje taka przeprowadzimy nieco dalej.

Przed dalsza dyskusja wyrazenia (20.48) zauwazmy, ze dla zaburzenia cosinusoidalnego
(20.33) mamy W = W = W,. W tym wypadku oba elementy macierzowe wystepujace w formu-
tach (20.48)-(20.50) sa jednakowe.
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Interpretacja fizyczna: emisja i absorpcja

W powyzszej, dosé formalnej dyskusji, traktowaliSmy czesto$é w jako zmienng, od ktorej zalezy
ksztalt funkcji pomocniczej fi(wmptw). Czestosé w ma jednak sens fizyczny czestosci zaburzenia,
dlatego tez sensowne jest zaktadaé¢ w > 0, co pozwala przeprowadzi¢ dalsza dyskusje warunkdéw
dominacji pierwszego lub drugiego sktadnika w wyrazeniu (20.48) dla prawdopodobienstwa przej-
§cia. Przyjmiemy ponadto, ze warunek (20.47) jest spetniony. Maksima centralne obu sktadnikow
sa odlegte, kazdy z nich dominuje w otoczeniu swego maksimum, gdzie drugi jest zaniedbywalnie
maly.
Pierwszy skladnik w (20.48) zdecydowanie dominuje jesli w &~ —w,,,. Wobec tego mamy

wr - — P 5, (20.52)

Warunek ten oznacza, ze EI(,O) > ET(S). Energia stanu poczatkowego jest wieksza niz energia stanu
konicowego. Odpowiada to przejsciu "w dot" skali energetycznej. Uktad poddany zewnetrznemu
zaburzeniu musi zmniejszy¢, czyli wyemitowaé energie, aby przej$¢ do stanu o mniejszej (nizszej)
energii, co ilustruje lewa czesé¢ rysunku 20.3. Pierwszy sktadnik w (20.48) dominuje, a drugi jest
bardzo maly i mozna go zaniedba¢. A wiec otrzymujemy prawdopodobienistwo przejscia

](m]W]p)\Q . sin? [% (wmp+uJ)t}

PO (m, tlp,0) = 5 — (20.53)
5 (Wmp + w)
ktore nazwiemy prawdopodobieristwem emis;ji.
Emisja Absorpcja
: :
' hw hw !
ERVAVAVAVAVAY. o VAVAVAVAVAVL -
! 1
! 1
! 1
! 1
# "
—
|m) )
Rys. 20.3: Schematyczna ilustracja proceséw emisji i absorpcji. W procesie emisji
uktad wypromieniowuje na zewnatrz kwant pola oddzialywania o energii fiw = E,(,O) —
ET(,(L)) W przypadku absorpcji uktad pochtania z zewnatrz kwant o energii iw = E,(,(L)) —
EY.
Drugi czton w (20.48) jest dominujacy jezeli w & wyyy, czyli gdy
O _ g0
wr P >0 (20.54)

wiec E,(ff) > EI(;O). Energia stanu koncowego jest wicksza niz energia stanu poczatkowego. Uktad
musi zaabsorbowaé energie, aby przej$¢ ze stanu |p) o nizszej energii, do stanu | m) o wiekszej
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energii. Jest to proces absorpcji, przedstawiony schematycznie w prawej czedci rysunku 20.3. W
tym wypadku, pierwszy czton wyrazenia (20.48) jest zaniedbywalny, zatem prawdopodobienstwo
absorpcji wynosi

}(m]WT |p) . sin? [% (Wmp —w)t}
An B(me _W)r

W obu omawianych przypadkach (przy tych samych zastrzezeniach co poprzednio) mozemy

:

PO

abs (1,1, 0) = (20.55)

dokonaé¢ przejscia granicznego jak w (20.48)—(20.50). Dostajemy wowczas prawdopodobienstwa
przejscia na jednostke czasu

T |[{m|W 2
) (mp) I 2|h2 P 5y + ), (20.56a)
2
T [(m|WT|p)
Pim(mlp) = ‘ ‘ (wmp — w). (20.56b)

2 h?

Ponownie zauwazamy, ze przy zaburzeniu cosinusoidalnym W = W1 = W, i elementy macierzowe
w prawdopodobienistwach emisji i absorpcji sa jednakowe.

Formutami (20.53) i (20.55) postugujemy sie w praktycznych obliczeniach dlatego tez, jak
juz wskazywalismy, wymagaja one dalszej dyskusji.

20.2.4 Zaburzenie stale w czasie

W praktycznych zastosowaniach mamy czasem V (t) = Wy = const. Zaburzenie stale w czasie
prowadzi do przejsé¢, ktorych prawdopodobieristwo dane jest wzorem (20.35):

2 in2 (1
(m [ Wo )P 4sin® (Gwmpt)

PW(m, tp,0) = (20.57)
) ) 2 2
A (% wmp)
Stosujac przejscie graniczne (20.43) otrzymamy
[{(m [ Wo [p)[?
PW (m, t[p,0) = = - 2t §(Winp), (20.58)

wiec prawdopodobienistwo przejscia na jednostke czasu po d wplywem statego zaburzenia wynosi
27 2
P (mlp) = 35 [(m | Wo |p)|” 8(wmp). (20.59)

W tym wypadku trudno mowic o emisji czy absorpcji. 6 (wmp) wskazuje, ze energia jest zachowana.
Czyli zaburzenie state w czasie prowadzi do przej$¢é |p) — |m) pomiedzy stanami o tej samej
energii. Zwroémy uwage, ze wyrazenia (20.57) i (20.59) roznia sie od odpowiednich formutl dla
zaburzenia cosinusoidalnego o czynnik 4.

20.2.5 Szerokos$é rezonansu i zasada nieoznaczonoS$ci

Sciste zachowanie energii, jak we wzorach (20.56) jest rezultatem przejécia do granicy bardzo
dtugich czaséw (mowiac precyzyjnie ¢ — 00). Przejscie takie jest bardziej formalnym krokiem
matematycznym, niz fizycznie uzasadniong procedura. Wzory (20.53) i (20.55) sa fizycznie bar-
dziej uzasadnione. Wykres przedstawiony na rysunku 20.1 pozwala przeprowadzi¢ nastepujace
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rozumowanie. Prawdopodobienistwo emisji lub absorpcji jest znaczace, jezeli "’siedzimy"’ w oko-
licach centrum piku, okolicach o rozmiarze rzedu szerokosci rezonansu, a wiec jesli

2n

Alwtwnm| = ;

(20.60)
Im czas t jest dluzszy, tym szerokos¢ rezonansu jest mniejsza.

Rozwazmy teraz nastepujace doswiadczenie. Za pomoca zaburzenia harmonicznego o czestos-
ci w, ktérg mozemy regulowac, chcemy zmierzy¢ roznice energii hw,y,, = Er,? — Elgo) (absorpcja).
Jezeli czesto$é w jest znaczaco rézna od wyy,y, to prawdopodobieristwo absorpcji jest zaniedby-
walnie male. Zmieniajac stopniowo w mozemy coraz lepiej dostrajaé¢ sie do rezonansu. A wiec
AFE = hw— (ET(S) —EI(;O)) bedzie coraz blizsza rezonansowi, czyli coraz mniejsza. Jezeli AE "trafi"
w szerokosé rezonansu to prawdopodobienistwo absorpcji stanie sie znaczace. Jesli wiec

AE ~ 2%?1, (20.61)

to proces absorpcji bedzie zachodzi¢. Oznacza to, ze za pomoca oddzialywania o czestosci w,
dzialajacego przez czas t, mierzymy energie z dokladnoscia taka, ze

AE -t ~ h. (20.62)

Wydtuzajac czas pomiaru osiagamy lepsza doktadno$é pomiaru energii (niepewnosé AE maleje),
bowiem rezonans si¢ zweza.

Uzyskane zwiazki przypominaja relacje nieoznaczonosci energia—czas. Nalezy jednak stwier-
dzié¢, ze tutaj czas t jest parametrem narzuconym z zewnatrz, a nie charakterystycznym czasem
swobodnej ewolucji uktadu fizycznego.

20.2.6 Warunki stosowalnosci

Wprowadzajac przyblizenie rezonansowe stwierdzilismy, ze warunkiem jego stosowalnosci jest
dobre rozdzielenie pikow centralnych, co sprowadzito sie do warunku (20.47), tj. do zadania aby

1

t > —,
’me‘

(20.63)
czyli do zadania, aby czas dzialania zaburzenia byl dostatecznie dtugi. Poniewaz czestos¢é zabu-
rzenia jest bliska |wp,,|, wiec warunek (20.63) mozemy sformutowaé tak: czas trwania zaburzenia
musi by¢ na tyle dlugi, aby zaburzenie wykonato wiele oscylacji — aby byto rzeczywiscie zabu-
rzeniem harmonicznym.

7 drugiej strony, omawiajac ograniczenie sie do pierwszego kroku iteracji mowilismy, ze czas
t musi by¢ na tyle krotki, aby otrzymane prawdopodobienistwo przejscia byto malte w poréwnaniu
z jednodcia. Warunek ten jest oczywisty, jesli zauwazymy, ze dla zaburzenia cosinusoidalnego i
dla $cistego rezonansu prawdopodobienstwo (20.53) lub (20.55) redukuje sie do

[(m | We|p)|®
W = Wmp 4712

PU) (m, t]p,0) -2, (20.64)
A zatem t nie moze by¢ zbyt duze, bo prawdopodobieristwo nie moze byé¢ dowolnie duze. Na
podstawie (20.64) widzimy, ze sensowne jest zadac¢, aby

h

t €
[(m|Welp)l

(20.65)
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Jesli wiec zaburzenie jest "mate", to maly mianownik w (20.65) sprawia, ze ograniczenie to nie
jest zbyt silne. Warunki (20.63) i (20.65) musza by¢ jednak zgodne, a wiec

— <K L (20.66)
| wWimp| [(m | W p)]

Stad oczywiscie wynika warunek
((m|Wp)| < h|wpyl, (20.67)

ktory nadaje sens "matosci" zaburzenia: energie zwiazane z zaburzeniem, okreslone elementem
macierzowym z lewej, powinny byé mate w poréwnaniu z odstepami pomiedzy poziomami ener-
getycznymi uktadu niezaburzonego (nieoddziatujacego).

Na zakonczenie dyskusji poczynmy jeszcze pewne dodatkowe uwagi dotyczace stosowalnosci

dokonanych przyblizeri.

e Sciste zbadanie stosowalnoéci rachunku zaburzen (iteracji tylko pierwszego rzedu) powin-
no takze dotyczy¢ wyrazéw wyzszego rzedu. Nalezatoby zbadaé, czy np. wyrazy drugiego
rzedu roznig sie od wyrazéw rzedu pierwszego. Aby przyblizenie byto uzasadnione, wyrazy
rzedu drugiego powinny by¢ znacznie mniejsze od wyrazéw pierwszego rzedu. Udzielenie
odpowiedzi na to pytanie jest trudne, bowiem wyrazy wyzszych rzedéw zawieraja elemen-
ty macierzowe inne niz tylko (m|W |p). Warunek (20.65) jest konieczny, ale Scisle rzecz
biorac, nie musi byé¢ wystarczajacy. Na ogél wiec nie wystarczy zadaé spelnienia warunku
(20.65) tylko dla jednego elementu macierzowy. Inne elementy macierzowe (k|W |n) tez
musza spetnia¢ pewne dodatkowe warunki, ktérych jednak nie bedziemy tu omawiac.

e Cras trwania zaburzenia musi by¢ z jednej strony krotki (stosowalnosé pierwszego rzedu
rachunku zaburzen), a z drugiej strony dostatecznie dtugi, by stosowalne bylo przyblizenie
rezonansowe. Musza wiec by¢ spelnione oba cztony warunku (20.66). Gdy moéwimy "czas
dostatecznie dlugi" to mamy na mys$li stosowalnosé¢ przyblizenia rezonansowego. Wtedy
tez mozemy w przyblizeniu zastosowaé relacje (20.43). Niestosowalnosé przyblizenia rezo-
nansowego (zbyt krotki czas) oznacza, ze w wyrazeniu (20.31) dla prawdopodobieristwa
przejscia trzeci czlon (o charakterze interferencyjnym) nie moze by¢ pominiety.

e Gdy zaburzenie jest niezalezne od czasu, wowczas stosuje sie wzor (20.35) i przyblizenie
rezonansowe nie jest potrzebne, bowiem wtedy uwzglednione sa wszystkie czlony wyste-
pujace w (20.31). Oczywiscie w tym przypadku, pik centralny odpowiada w,, = 0, co
interpretujemy jako przejaw zasady zachowania energii.

e Dla dlugich czaséw (niespelniajacych gornego ograniczenia (20.66)) musimy znalezé jakies
inne metody obliczen. Przyktadem takich metod jest tzw. przyblizenie sekularne, ktore jest
omoéwione w Uzupetnieniach.

20.2.7 Podsumowanie

W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen obliczyliSmy prawdopodobienstwa przejs¢ po miedzy
stanami wlasnymi |p) < |m) niezaburzonego hamiltonianu, wywotane oddzialtywaniem har-
monicznym

V() = L(Wet + Wiemh). (20.68)
Prawdopodobienstwo emisji (przejscie w dot skali energetycznej) dane jest wzorem
21
(m | W |p)|? ~ sin [5 (Wmp —f—w)t}

P (m,tp,0) = ;
’ ) 4h2 {%(wmp—f—w)}Q

(20.69)
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natomiast prawdopodobienstwo absorpcji (przejscie w gore skali energetycznej) to

‘<m|WT|p> sin? [ § (wmp — w)1]

An | {%(me _W)r

Zastosowane do emisji lub absorpcji przyblizenie rezonansowe uwzglednia (przyblizone) zacho-

2
P |

abs

(m,t|p,0) = (20.70)

wanie energii tak, ze niepewno$¢ (rozmycie) energii spetnia
AFE -t =~ h. (20.71)
Im dluzszy czas dzialania zaburzenia, tym mniejsze AE.

Jesli mozliwe jest (i uzasadnione) przejscie t — oo (20.43) (czas t jest dostatecznie dlugi), to
wowcezas mozemy zastosowaé (20.43) 1 znalezé prawdopodobienistwo przej$cia na jednostke czasu

Tl{m|W 2

Gh(mlp) = % 3 (wimp + w), (20.72a)
2
m[(m|Wi|p)

p&))s(mu)) = ‘ 9 112 ‘ 6(me_w)- (20.72b)

Jezeli zaburzenie jest cosinusoidalne, tj. gdy W = W1 = W,, wowczas elementy macierzowe
wystepujace w powyzszych formutach sg wszystkie jednakowe.

Natomiast dla zaburzenia stalego w czasie mamy prawdopodobienistwo przej$cia dane wzo-
rem

(| Wo )2 4sin® (Bwwpt)
4 B2 ’ (% wmp>2 s

ktore w granicy dostatecznie dlugiego czasu (20.43) prowadzi do prawdopodobieristwa na jed-

P (m, tlp,0) —D=Wo=const (20.73)

nostke czasu danego wzorem
(1) 27 2
p(mlp) = =z [(m | Wo|p)[” 6(wmp)- (20.74)
Zaburzenie state dopuszcza jedynie przejscia pomiedzy stanami o jednakowych energiach. Zwroé-

my uwage, ze wyrazenie (20.74) jest bardzo podobne do wzoréw (20.72). Rézni sie o dodatkowy
czynnik 4 i odpowiada w = 0 — zerowej czestosci zaburzenia.
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20.3 Sprzezenie ze stanami z continuum

20.3.1 Dyskusja problemu

W naszych dotychczasowych rozwazaniach stan koncowy |m ) byt

stanem dyskretnym o $ciéle okreslonej energii. Jednakze w wielu
praktycznych zagadnieniach stan koricowy jest czesto jednym ze
stanéw lezacych w obrebie grupy stanéw tworzacych badz to con-
tinuum (widmo ciagte), badz zbioér bardzo wielu, bardzo blisko po-
tozonych stanéw. Przyktadem takiego procesu moze byé jonizacja
‘ ﬂ f > atomu, gdy elektron absorbujac energie z zewnatrz przechodzi ze
stanu zwiazanego (widmo energii dyskretne) do stanu swobodne-

go z widma ciagtego i odrywa si¢ od reszty atomu pozostawiajac

jon dodatni. Przej$cia w odwrotna strone sa mozliwe (jon moze
wychwyci¢ elektron i rekombinowaé), wymagaja jednak nieco in-
nych sposobdéw opisu. Dlatego skoncentrujemy sie na oméwieniu
‘ p > proces6w typu absorpcji (przedstawionego na rysunku 20.4).

Aby opisa¢ takie zjawiska przyjmijmy, ze stany koncowe

| 3) maja pewna gestos¢ g(Ej) zalezng od ich energii, taka, ze
Rys. 20.4: Sprzezenie stanu g(Eg)dEs moéwi nam ile stanéw miesci si¢ w przedziale energii
dyskretnego |p) ze stanami (Eg, Eg+ dEg). Gestos¢ stanow g(Eg) zdaje jednoczes$nie sprawe
continuum. z ewentualnej degeneracji stanéw konicowych.

Chcemy obliczy¢ prawdopodobieristwo przejécia ze stanu dys-
kretnego | p) do grupy stanéw | 3 ) zgrupowanych wokot stanu | 35 ) o energii Egyr. Wyprowadzone
powyzej prawdopodobienistwa przej$é miedzy stanami dyskretnymi potraktujemy jako pewne ge-
stodci, ktoére trzeba przesumowaé po stanach konicowych. Szukamy wiec, w pierwszym rzedzie
rachunku zaburzen, prawdopodobienistwa P}l)(ﬂ ¢, t|p,0), ktore przedstawimy jako sume

P (Brtlp,0) = 3 PO(B,t]p,0), (20.75)
ﬁGDf

gdzie Dy to pewna dziedzina parametréw o centrum w (. Dziedzing t¢ okreslimy dokladniej
nieco dalej. Kazdy z czlonow tej sumy jest prawdopodobienstwem typu (20.70). Obliczajac su-
me musimy uwzglednié, ze stany wokol | ) sa rozlozone z gestoscig g(E3), dlatego tez sume
zastepujemy calka

PGt 0) = [ By g(E) PO (B.tlp.0), (20.76)
EﬁEDE

gdzie D to pewna dziedzina energii roztozonych wokoét Egr. Do (20.76) mozemy teraz podstawic
prawdopodobienstwa (20.70). Ktadac dla prostoty W = W1 = W, otrzymujemy

¢ , sin’ [(Z572 —w) ]

1

PN By, tp, 0) = Y75 /dEﬁ 9(Ep) [(BIWe|p)|"— (Eﬁ_Ep )2
EgeDE 4 h oY

gdzie czynnik £ = 1 odpowiada zaburzeniu cosinusoidalnemu, zas £ = 4 i w = 0 zaburzeniu

, (20.77)

stalemu w czasie. Dalsze kroki sprowadzajg sie do obliczenia catki. Ostatni czynnik ma ksztalt
funkcji pomocniczej fi(z) przy @ = (Eg — E,)/h — w. Funkcja ta ma, jak wiemy, bardzo ostre
maksimum w z = 0 (o ile czas ¢ jest dostatecznie duzy). Maksimum to odpowiada energii

Eﬂf = Ep—l—hw. (20.78)
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Funkcja podcatkowa w (20.77) praktycznie znika gdy zmienna calkowania E g istotnie rozni sie
od wartosci Egy. Istotnie, to znaczy o wiecej niz o szerokos¢ maksimum (patrz (20.38)), a wiec
o wiecej niz AEg/h ~ w/t.

Zalozmy, ze pozostate czynniki pod catka w (20.77) sa wolno zmienne w okolicach maksimum
Ejg; ostatniego czynnika. Jezeli wiec czas t jest dostatecznie duzy, to mozemy zastosowac przejscie
graniczne (20.43). Dzigki temu nasza calka sprowadza si¢ do

Es;—E
PGt 0) = 5o [ 4B o(ED) (81 W) -2 5 (F212 - ) (20.79)
EﬂEDE
Poniewaz 0(z/a) = ad(x), wiec pojawia sie czynnik A i mamy
(1) mt 2
Pp’(By, tlp,0) = ¢ oY (Br IWe|p)|” 9(Egs = Ep + hw), (20.80)

gdzie argument gestosci stanéw koncowych zdaje sprawe z zachowania energii.

20.3.2 Zlota regula Fermiego

Prawdopodobieristwo (20.80) rosnie liniowo w czasie, dlatego jak poprzednio obliczmy pochodna
i dostajemy prawdopodobienistwo przej$cia |p) — |35 ) na jednostke czasu

P (Brlp) = € 5= [(Br |Welp)|” 9(Bgy = B, + ), (20.81)

gdzie, jeszcze raz podkreslamy, obowiazuje zachowanie energii uwidocznione w argumencie gesto-
§ci g(Eg). Rezultat ten nazywamy ztotq requtq Fermiego (stad zreszta indeks "F") bardzo czesto
spotykana w praktycznych zastosowaniach.

Dla zaburzenia cosinusoidalnego mamy zatem ztota regute Fermiego w postaci

P Brlp) = o5 [(Br | Welp)|” 9(Bay = By + ), [dia V(£) = Wecoswt . (20.82)

Za jej pomoca mozna np. szacowaé prawdopodobienistwo jonizacji atomu pod wpltywem fali
elektromagnetycznej.

Zlota reguta Fermiego bywa tez przydatna do opisu zjawisk zachodzacych pod wplywem
zaburzenia niezaleznego od czasu

P Grl) = 28 (01 Wo ) 9(Boy = By), [dia V(1) = Wy = const.],  (20.89)

ktora bywa przydatna na przykltad przy analizie rozpraszania czastek na stalym potencjale.

Podkreslamy, ze ztota reguta Fermiego jest formuty przyblizona, wynikajaca z rachunku za-
burzen pierwszego rzedu. Bardzo waznym jej wlasnoscia jest jawne uwzglednienie zasady zacho-
wania energii. Niezerowe prawdopodobieristwo maja tylko takie przejscia |p) — | 5), w ktorych
zachowana jest energia. Fakt ten jest odzwierciedlony w argumentach gestosci g(Eg) stanow
koricowych.
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