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Rozdzial 6

Wazny przyklad — oscylator
harmoniczny

6.1 Wprowadzenie

Klasyczny, jednowymiarowy oscylator harmoniczny odpowiada potencjalowi (energii potencjal-

nej):
V(z) =3 ka®. (6.1)
Potencjal ten okresla site dziatajaca na oscylator
dV(x)
f‘ja3 = - — = —k R 2
e x (6.2)

zgodna z prawem Hooke’a. Zwréémy w tym miejscu uwage, ze wiele potencjaléw majacych mini-
mum, mozna w okolicach tego minimum przyblizy¢ potencjalem typu oscylatora. Jezeli potencjat
¢(r) ma minimum w punkcie z¢, to mozna go w otoczeniu tego punktu rozwinaé w szereg Taylora
1 d2¢(~"3 ) 2

o(z) = ¢(xo) + TR oo - (T —20)" + ... (6.3)
W rozwinieciu tym nie ma pierwszej pochodnej, bo z zalozenia potencjal ¢(x) ma w ¢ minimum,
wiec ¢ (x)|p=z, = 0, za$ druga pochodna ¢"(x)|,=z, > 0. Dokonujac zamiany zmiennych y =
x— 10, przeskalowujac energie tak aby bylo ¢(xg) = 0, oraz ktadac ¢” (2)|z=z, = %k sprowadzamy
problem (w przyblizeniu) do potencjatu kwadratowego. Jest to jeden z powodow, dla ktorych

oscylator harmoniczny jest rzeczywiscie waznym przyktadem.
Rownanie ruchu oscylatora (newtonowskie) ma postaé

mZ + kx = 0, (6.4)
ktoére mozna tez zapisa¢ w postaci

k
i+ wlr =0, gdzie w=1/—". (6.5)
m

Nietrudno jest tez skonstruowaé klasyczny hamiltonian oscylatora:

2 2

p L. o p 1 2,2
=—+ k= —+ = .
Hr - x . mw°x (66)

Klasyczny oscylator (co tatwo pokaza¢) ma energie catkowita niezalezna od czasu (stala ruchu),
bowiem czas jest zmienna cykliczna (nie wystepuje jawnie w hamiltonianie (6.6)). Ponadto kla-
syczny ruch oscylatora jest przestrzennie ograniczony

re(—A, A), gdzie A — amplituda. (6.7)
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6.2 Stacjonarne réwnanie Schrodingera
dla oscylatora harmonicznego

W poprzednich rozdziatach stwierdziliSmy, ze rozwigzanie réwnania Schrédingera w gruncie rze-
czy sprowadza sie do znalezienia rozwigzan tzw. stacjonarnego rownania Schrodingera, czyli do
zagadnienia wlasnego dla hamiltonianu rozwazanego uktadu fizycznego. Operator Hamiltona
dla kwantowo-mechanicznego oscylatora harmonicznego skonstruujemy za pomoca zasady od-
powiedniosci. Bierzemy hamiltonian klasyczny (6.6), w ktorym ped i wspotrzedne zastepujemy
operatorami potozenia i pedu. Otrzymujemy wiec operator

-2 2
a=24- . - 6.8
om T om de? T M (6:8)
bowiem p = —(ih)d/dz, (mamy tu przypadek jednowymiarowy), zas dzialanie operatora polo-

zenia I polega na mnozeniu funkcji falowej przez odpowiednig funkcje. Wobec tego stacjonarne
rownanie Schrédingera dla oscylatora ma postaé

2 52
_ ;—m ddii(f) g ma?u(e) = Bu() (6.9)
Poniewaz ograniczamy sie do jednego wymiaru, wiec funkcja falowa (w problemie stacjonarnym)
zalezy jedynie od wspotrzednej x.
Uwaga. Na gruncie kwantowo—mechanicznym nie ma a priori zadnego powodu ograniczaé obszar
zmienno$ci wspotrzednej x. A wiec mamy z € R.

Rownanie (6.9) jest rownanie rozniczkowym, mozna wiec odwolaé si¢ do teorii rownan roz-
niczkowych i dokonaé ogolnej dyskusji hamiltonianu (6.8) i rozwiazan zagadnienia wtasnego (6.9).
Nie bedziemy jednak tego robié. Poprzestaniemy na stwierdzeniu dwoch faktow.

e Wartosci wtasne energii sa dodatnie, co wynika takze z analogii klasycznej. Wynik ten
otrzymamy zreszta jako rezultat bezposrednich obliczen.

e Funkcje wlasne hamiltonianu (6.8) maja okreslona parzystosé, tzn. funkcje whasne sa albo

parzyste albo nieparzyste. Zbioér funkcji wlasnych rozpada sie na dwie klasy. Fakt ten jest

konsekwencja parzystosci potencjalu V(z) = %kmz. Ta wtasno$é réwnania Schrodingera

omawiana jest w Uzupelnientach.

Rozwiazanie zagadnienia wlasnego (6.9) podzielimy na etapy. Szukamy rozwiazan nastepujacego
réwnania roézniczkowego,

d*y(x) n 2mE m2w
dz? h? h?

i x2> Y(z) = 0, (6.10)

ktore w oczywisty sposoéb wynika z (6.9). Funkcje falowe speliajace to rownanie musza spelniaé¢
warunki fizyczne, jakim jest na przyktad zadanie aby funkcje te byly normowalne w kwadracie
(interpretacja probabilistyczna).

6.2.1 Zamiana zmiennych

Dyskutujac rézne zagadnienia fizyczne wielokrotnie potrzebujemy okreslenia, czy dana wielko$é
fizyczna jest duza czy mala. Aby moc co$ takiego stwierdzi¢ musimy mieé odpowiednia ska-
le porownawczg. Stwierdzenie, ze masa atomu jest mala nie bardzo ma sens, bowiem jest ona
rzeczywiscie mala w poréwnania z pytkiem kurzu, lecz duza w poréwnaniu z masa elektronu. Ewi-
dentnie potrzebujemy skali poréwnawczej. Jednym ze sposobéw jest znalezienie skal, naturalnych
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dla danego problemu fizycznego. Oméwimy to na przykladzie skali dtugosci naturalnej dla kwan-
towo-mechanicznego oscylatora harmonicznego opisywanego rownaniem Schrodingera (6.9) lub
(6.10). Oscylator jest scharakteryzowany trzema parametrami: m, w i i (mechanika kwantowal).
Z tych trzech parametréw konstruujemy wielko$¢ o wymiarze dhugosdci. Musimy wiec mieé

[dhug] = mowhe, (6.11)
gdzie wykladniki a, b i ¢ sa liczbami rzeczywistymi. Poniewaz

.m2
m = kg, W] =1 B =Jds= 8 (6.12)

S S

wiec warunek (6.12) sprowadza si¢ do

a 1bkg'm20 a+c c.,—b—c
(dlug] = ke <g> ( : ) — (k)" mes b (6.13)

Zadamy zgodnosci wymiarow, skad wynika uktad rownan na wyktadniki

a+c=0, —b—c=0 2¢=1 (6.14)
Stad zag§ mamy od razu ¢ = %, a= —% ib= —%. Wracajac do rownania (6.11) otrzymujemy
“1/2 —1/2b71/2 h
[dlug.] = m™“w R = —. (6.15)
mw

Jest to wlasnie poszukiwana naturalna "jednostka" dtugosci charakteryzujaca kwantowo-mecha-
niczny oscylator harmoniczny.
Wprowadzamy nowa, bezwymiarowa zmienng

Wynikaja stad dwie korzysci. Po pierwsze, teorie matematyczne (a wiec i teoria réwnan roz-
niczkowych) dotycza zmiennych bezwymiarowych. Po drugie, nabieraja teraz sensu stwierdzenia
typu € > 1, co oznacza, ze odpowiednia wspolrzedna x przyjmuje wartodci znacznie wieksze niz
naturalna jednostka (6.15).

Szukamy rozwiazania w funkcji nowej zmiennej. Z definicji (6.16) wynikaja relacje

d d¢ d mw d

¢4 _da _ jmw @ 1
dzx dx d§ h o d¢’ (6.172)
ﬁ_ii_%i</@i>_@dj (6.17b)
dz?  dz dz  dx dE hodE) h der '

Postugujac sie powyzszymi relacjami w réwnaniu (6.10) i skracajac pojawiajacy sie czynnik
mw/h, otrzymujemy réwnanie w zmiennej &

*p(§)
de?

+ (6 -¢)w© =0 (6.18)

gdzie wprowadziliSmy oznaczenie dla energii przeskalowanej do wielkosci bezwymiarowej

2F
= —. 1
&= = (6.19)
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Widzimy wiec, ze naturalna jednostka energii dla oscylatora jest wiec iloczyn hw. Oczywiscie
rownanie (6.18) ma nadal strukture zagadnienia wlasnego, tyle ze w zmiennych bezwymiaro-
wych. Poszukiwane funkcje falowe w zmiennej x wyrazaja sie teraz (w mysl dokonanej zamiany
zmiennych) wzorem

vla) = () = v (a5 ). (6.20)

o czym nalezy pamietaé¢, bowiem zmierzamy do konstrukeji funkcji falowych jako funkcji wspot-
rzednej x.

6.2.2 Zachowanie asymptotyczne

Funkcje falowe, bedace rozwigzaniami réwnania Schrodingera musza by¢ catkowalne w kwadracie,
oczekujemy wiec, ze dla duzych bezwzglednych wartosci argumentu powinny zbiegaé¢ do zera. Aby
to zbadaé¢ rozwazymy rownanie (6.18) dla duzych wartosci zmiennej, tzn. dla takich, ze (£ > &),
gdy warto$¢ wlasna Ew rownaniu (6.18) jest zaniedbywalna. Wobec tego, w przybliZzeniu, mamy

réwnanie
d2
YO ey ~ 0 (6.21)
dg
Latwo jest zgadnaé przyblizone rozwiazanie tego réwnania. Mianowicie
1
vl ~ exp(£56), (622)
jest takim rozwiazaniem. Istotnie, przez proste rézniczkowanie mamy
dp(§ d*y(¢
W~ reue) T CRERG) (6.23)

Dla duzych & pierwszy czlon w drugiej pochodnej jest zaniedbywalny w poréwnaniu z drugim.
Funkcja (6.22) spelnia wiec w przyblizeniu asymptotyczne réwnanie (6.21). Funkcja falowa musi
by¢ normowalna. Wobec tego, matematycznie dopuszczalne rozwiazanie exp(+£2/2), jest fizycz-
nie nie do przyjecia. A zatem, jako przyblizone rozwigzanie dla duzych £ przyjmujemy

»(E) = exp <— %52), (6.24)

ktére mozna unormowac.
Funkcja (6.24) jest rozwiazaniem przyblizonym, zadowalajacym dla duzych . Potrzebujemy
rozwiazania $cistego. Postulujemy wiec rozwiazanie rownania (6.18) w postaci

wle) = e (- 5¢) £, (6.25)

gdzie f(&) jest funkcja, ktora trzeba znalezé. Zanim przystapimy do poszukiwania f(§), poczy-
nimy na jej temat pewne uwagi. Funkcja falowa musi by¢ normowalna, a wiec funkcja f(§) musi
byé¢ taka, aby

[

(Skoro funkcja falowa 1 (x) ma by¢ normowalna, to to samo dotyczy normowalnosci w zmiennej

2
< 0. (6.26)

exp (- 5¢°) £16)

&, bowiem obie zmienne sa wzajemnie proporcjonalne.) Wnioskujemy wiec, ze funkcja f(£) musi
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by¢ "przyzwoita". Wiadomo, ze funkcja exp(—£2/2) wygasza dla dostatecznie duzych ¢ dowolny
wielomian. Mnozna by wiec z gory zadac, aby f(§) byta wielomianem. Wykazemy dalej, ze tak
jest istotnie, bez zadnych zatozenn wstepnych.

Zauwazmy jeszcze, ze moze sie¢ wydawaé, iz matematycznie poprawne rozwigzanie asymp-

n»

totyczne exp(—l—%fz) zostalo odrzucone. Jak sie okaze, wcale ono nie "’znikto"’. Rzeczywiscie

definitywne ograniczenie si¢ do rozwiazan nalezacych do klasy funkcji normowalnych nastapi
pozniej. Postulat (6.25) traktujemy wiec jako pomocniczy.

6.2.3 Rownanie dla funkcji f(§)

Funkcja (6.25) ma $cisle spetia¢ rownanie (6.18). Podstawiamy wiec (6.25) do (6.18). Roznicz-
kujac, otrzymujemy (prim oznacza pochodna wzgledem argumentu)

W'(€)

exp (- 362) [=€£(6) + 7€), (6.27a)
vQ) = e (- 3¢) [E£6) - 1O - 28O + £1©)]. (6.27h)

Po podstawieniu obliczonych pochodnych do réwnania (6.18), uproszczeniu wspoélnego czynnika
wykladniczego i elementarnym skroceniu, otrzymujemy

&) = 2f'©) + (E-1)f() =0, (6.28)

ktore stanowi poszukiwane réwnanie dla nieznanej funkcji f(£).
Odnotujmy jeszcze, ze "wyjsciowa" funkcja falowa 1(x), wyrazona w zmiennej £ za pomoca
wzoru (6.20), przyjmuje teraz postac

P(r) = exp (—% xz) f (x % ) . (6.29)

Dalsze kroki rozwiazania mozna przeprowadzié¢ na rézne sposoby. Przedstawimy tutaj jeden
z nich. Drugi sposéb znalezé mozna w Uzupetnieniach.

6.3 Rozwiazanie via konfluentna
funkcja hipergeometryczna

6.3.1 Konfluentne réwnanie hipergeometryczne. Rozwigzanie

Dalej analizujac réwnanie (6.28) wprowadzimy jeszcze jedna zmienna pomocnicza

d dy d d
2
_ = = 2 _ 9c = 6.30
Dla drugiej pochodnej analogicznie otrzymujemy
d? d d d d d d d
— = = D) =2k 42
o wE - € ) " EEnh
dy d? d 5 d? d d? d
= 2 ——+2—=4 — +2— =4y — +2—. 6.31
Sdear i TN aE iy T Wae Ty, (6:31)

Po dokonaniu takiej zamiany zmiennych réwnanie (6.28) przybiera postaé

L 29 s — e L) 4 (E-1) Fy) = 0 (6.32)
Y IR A y) = 0. :
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Uporzadkowanie tego réwnania prowadzi do

d? 1 d (€-1)
vilw) + (5-v) 370 + 1) = o, (63
ktore ma doktadnie posta¢ konfluentnego réwnania hipergeometrycznego
d? d
z % + (c—2) % — au(z) = 0, (6.34)

Podstawowe wtasnosci tego réwnania oméwione sa w Dodatkach matematycznych, a wiec nie ma
potrzeby ich tu powtarzaé¢. Dla skrécenia notacji, oznaczymy konfluentng funkcje hipergeomet-
ryczna jako

®(a,c,z) = 1Fi(a,c, 2). (6.35)
Poréwnujac réwnanie (6.33) z og6lnym réwnaniem stwierdzamy, ze parametry naszego rownania
hipergeometrycznego sa nastepujace

-1 1-& 1
@ = -~ =~ ¢ =3 (niecatkowite). (6.36)

Mozemy wiec, korzystajac z ogolnych wzoréw, zapisa¢ rozwiazania rownania (6.33) za pomoca

funkcji ®. Zauwazmy przy tym, ze

1 & 3
loc = = el = - 24 ° .
c 5 a—c+ 1t (6.37)
A zatem ogoélne rozwiazanie rownania (6.33) dla f(y) to kombinacja liniowa
1-€ 1 3-& 3
=Co(—, = D1/2<1>(— = ) 6.38
f(y) (4,2,y)+ y T V) (6.38)

gdzie C'i D stanowia stale dowolne (na razie nieokreslone). Oczywiscie uzyskane wyniki wyma-
gaja dalszej dyskusji o bardziej fizycznym charakterze (a takze normowania).

6.3.2 Dyskusja rozwigzan

Wracajac w ogolnym rozwiazaniu (6.38) do zmiennej £ mamy wiec

1-& 1 3-¢& 3
f({)-C@(T, 5,5) +D§<I)(T, 5,{). (6.39)
Zwroémy od razu uwage, ze skoro funkcja ®(a,c,z) jest okreslona za pomoca rozwiniecia w
szereg, to pierwszy skladnik w (6.39) (proporcjonalny do C) jest funkcja parzysta argumentu
&, za$ drugi (proporcjonalny do D) jest funkcja nieparzysta. Przypominamy, ze szukamy funkcji
falowej w postaci ¥(x) = exp(—£2/2)f(€), gdzie & = /mw/h z.

7 wtasnosci asymptotycznych konfluentnej funkcji hipergeometrycznej wynika, ze rozwiaza-
nia dla |{| — oo zachowuja sie (z dokladnoscia do stalej) jak

F&) —g= exp (52) (52)(1_07 (6.40)

przy czym w pierwszym czlonie a = (1—-&)/4 oraz ¢ = 1/2, natomiast w drugim a = (3—E)/4 oraz
¢ = 3/2. Poniewaz funkcja falowa otrzymujemy mnozac f (&) przez exp(—£2/2), wiec widzimy,
ze otrzymane funkcje sa nienormowalne, bowiem znéw pojawia si¢ asymptotyczne (duze [€])
rozwiazanie postaci exp(+%§2). Unikniecie tej trudnosci jest mozliwe tylko wtedy, gdy szeregi
przedstawiajace funkcje ® urywaja sie, a wiec redukuja sie do wielomianéw, co zachodzi wtedy,
gdy pierwszy parametr funkcji ® jest ujemng liczba catkowita.

Potencjat oscylatora jest funkcja parzysta, a wiec funkcje wlasne hamiltonianu tworza dwie
klasy: funkcji parzystych i nieparzystych. Rozwazymy wiec dwa oddzielne przypadki.
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Rozwigzania parzyste

Rozwigzania parzyste "siedza" w pierwszych czlonie funkcji (6.39). Przyjmiemy wiec C' # 0 oraz
D =0, i wéwczas mamy

1-& 1
4 2
Szereg si¢ urywa, jezeli spelniony jest warunek
1-¢&
— = -n no=1,234,...... (6.42)
Wobec tego oczywiscie mamy & = 4n + 1. Wedlug oznaczenia (6.19) otrzymujemy
2F 1

co oczywiscie stanowi warunek kwantowania energii.

Rozwigzania nieparzyste

Rozwiazanie nieparzyste to drugi sktadnik w (6.39). Przyjmiemy teraz C' = 0 oraz D # 0. W
tym przypadku mamy

o - pea (32536, o
I teraz szereg sie urywa, jezeli spetniony jest warunek

% - —n, no=1,234,...... (6.45)
Tym razem wiec mamy £ = 4n + 3. Ponownie w/g oznaczen (6.19) dostajemy

% = 4n+3 = E:hw<2n+1+%), (6.46)

co oczywidcie stanowi drugi warunek kwantowania energii.

Podsumowanie

Podsumowujac mozemy stwierdzi¢, ze uzyskaliémy rozwiazania stacjonarnego réwnania Schro-
dingera (zagadnienia wlasnego dla energii) dla oscylatora harmonicznego

2 ) mw
Y(xr) = exp <— %) f(6) gdzie & = x- = (6.47)
Funkcje falowe i energia dla rozwigzan parzystych
& 3 2
wN(m) = wQTL(x) = C.eXp - E o —n, 57 g ) (6483)
1
By = M(N+§), Ne=o2n (n = 1,2 .....) (6.48D)
Funkcje falowe i energia dla rozwiazan nieparzystych
£ L o
UN(z) = Yony1(x) = DE -exp Y Q| —n, 2’ &), (6.49a)
1
Ex = m<N+§>, Neon+l, (n=12...) (6.49h)
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Wielomiany Hermite

Wystepujace tu konfluentne funkcje hipergeometryczne mozna powiazaé z wielomianami Hermi-

te’a
@(—n,%,zQ) - (—1)"(2%5)!1{2”(2«), (6.50a)
2z¢(—n,g,z2) _ (_1)"(2#1)!}12%1(,2). (6.50b)

Wiaczajac wspoltezynniki liczbowe do stalych normalizacyjnych (ktore obliczymy po6zniej) moze-
my rozwigzania parzyste i nieparzyste zapisa¢ odpowiednio w postaci

2
¢2n(m) = NQn €xp <_ %) H2n(€)a E2n = hw <2n+%>, (651&)
2
Yong1(x) = Nopgi exp (- %) Hopy1(§), FEopy1 = hw <2n+ 1+ %) (6.51Db)

Oczywiscie rozwigzania te mozemy potaczyé, ktadac k = 2n dla rozwiazan parzystych i k = 2n+1
dla nieparzystych. Mamy wtedy

2
Ye(z) = Npexp (- %) Hy (), (6.52a)
1
Ey = hw <k + 5) (6.52b)
gdzie k = 1,2, ...... , a takze £ = x /mw/h . Zwroémy uwage, ze zbiér wartosci wlasnych

energii tworzy "drabinke" réwnoodleglych pozioméw, a odlegtosci pomiedzy nimi sa réwne hw.
Nieprzypadkowo wiec iloczyn hw stanowi naturalng jednostke energii oscylatora.

Oczywiscie rezultaty uzyskane tu, sa w petni zgodne z wynikami otrzymanymi w Uzupetnie-
niach za pomocg zupelnie innych metod rachunkowych.

6.3.3 Wielomiany Hermite’a. Funkcje wlasne

Hipergeometryczna funkcja konfluentna, choé¢ pozyteczna w obliczeniach, mniej przemawia do

wyobrazni niz wielomiany Hermite’a. Dlatego tez w dalszej dyskusji konsekwentnie postuguje-

my sie tymi wielomianami. Najwazniejsze wlasnosci wielomianéw Hermite’a sg przedstawione w

Dodatkach matematycznych. Podamy tu tylko kilka faktow, z ktorych bedziemy korzystac.
Wielomiany Hermite’a spelniaja (dla n > 1) relacje rekurencyjne

Hyi1(z) = 2¢H,(z) — 2nHy—1(z), (6.53a)
%Hn(x) = 2nHp,_1(x). (6.53b)

Spelniaja takze nastepujaca relacje ortogonalnosci
o
/ de e Hy(@)Ho(z) = 20T Sum. (6.54)
—0o0

Nietrudno jest tez sprawdzi¢, ze wielomiany Hermite’a spelniajg rownanie rézniczkowe

F(&) = 26f'() +2nf(§) = 0, dla  f(z) = Hn(z). (6.55)

Rownanie to jest formalnie identyczne z naszym réwnaniem (6.28), w ktérym zamiast parametru
(€ — 1) polozy¢ trzeba 2n (n calkowite), zgodnie z warunkiem (6.52b). MoglibysSmy od razu
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zadaé, aby rozwiazaniem réwnania (6.28) byly wielomiany. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy
(€ — 1) = 2n. A wiec mogliby$my w ten sposob otrzymaé zaréwno poszukiwane funkcje falowe
¥n(€), jak 1 warunek kwantowania. Postepowanie takie jest jednak mato eleganckie. O funkcji
f(€) speliajacej rownanie (6.28) wiemy, ze musi spelnia¢ warunek normowalnosci (6.26), z czego
nie wynika jednoznacznie, ze f(§) jest wielomianem.

Normowanie funkcji falowych

Funkcje falowe (6.52a) w zmiennej x maja postac

W(x) = Pn(z) = Ny exp (—Tg—;’ﬁ) H, (m %) . (6.56)

Pozostaje okresli¢ staty N,,, ktéra wyznaczymy z warunku normowania

1— /_0; da ()% (6.57)

Przypominamy, ze catkowanie odbywa si¢ po calej przestrzeni, nie ma tu bowiem zadnych ogra-
niczen na zmienng x. Wstawiamy wiec funkcje falowa (6.56) do warunku (6.57) i musimy obliczy¢
catke

1= \NnF/ dz exp (—%aﬂ) o, (x %) H, (x %) (6.58)

Wprowadzamy nowa zmienng catkowania y = z+/mw/h. Zatem z (6.58) mamy

L=y [Ty e ) Ha), (6.59)

Calka po prawej, to nic innego niz calka ortogonalizacyjna wielomianoéw Hermite’a (6.54), wobec
tego otrzymujemy

h mw 1
1=|N,? ‘/M - 2"/, — IN,|* = ’/E T (6.60)

Wybierajac faze rowna zeru, otrzymujemy finalnie

[mw]1/4 1

— — (6.61)

6.3.4 Podsumowanie: funkcje i energie wlasne oscylatora

Hamiltonian (6.8) jednowymiarowego kwantowo-mechanicznego oscylatora harmonicznego ma
nastepujace funkcje wtasne

Un(z) = < %)1/4 ﬁ exp <—2—; xQ) Hy, <:c %) : (6.62)

Funkcje te odpowiadaja energiom

B, = hw (n + %) , (6.63)

gdzie n = 1, 2, 3, .... Przypomnijmy, ze kwantowanie energii jest warunkiem otrzymania nor-
mowalnych, a wiec fizycznie akceptowalnych, rozwiazan stacjonarnego réwnania Schrodingera.
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Kwantowanie energii jest wiec konsekwencja narzucenia warunkéw fizycznych na matematycznie
mozliwe do otrzymania rozwiazania.

Ogolna funkcja falowa oscylatora harmonicznego jest kombinacja liniowa stanéw wlasnych
(6.62), ktore tworza baze w przestrzeni stanéw. Wobec tego, dla dowolnego stanu oscylatora
mamy funkcje falowa

@Z)(l‘) = Z Cn ¢n(x)v Z |Cn|2 =1 (6'64)
n=0 n=0

Wspoétczynniki ¢, sa na ogét zespolone. Drugie réwnanie stanowi wiec warunek unormowania
dowolnej funkcji falowej. Wielkosci ¢,, sa amplitudami prawdopodobieristwami tego, ze w wyniku
pomiaru energii oscylatora opisanego funkcja falowa (6.64), otrzymamy energie E,, dana wzorem
(6.63).

6.4 Pewne zastosowania

Oscylator harmoniczny jest (czesto tylko przyblizonym) modelem wielu uktadow fizycznych.
Otrzymane (co wazniejsze $cisle) rozwiazania stacjonarnego réwnania Schrodingera dla oscyla-
tora harmonicznego sa wiec czesto pozyteczne. Przedstawimy tu obliczenia pewnych elementéw
macierzowych operatoréw zwiazanych z oscylatorem.

6.4.1 Element macierzowy operatora polozenia

Obliczymy element macierzowy operatora potozenia, ktéry z definicji, dany jest catka
oo
(kloln) = [ do (@) o vula). (6.65)
— o

Biorac z (6.62) funkcje wtasne oscylatora harmonicznego, otrzymujemy

[m / mw
(klwin) 7Th/ d 2’“1{:'2”71' P ( n )

x Hy, (x @) x Hy, (x @) . (6.66)
h h
Dokonujemy zamiany zmiennych

mw | h mw

wobec czego calka powyzsza przyjmuje postaé

(k|z|n) U / 2k Z'Zn( y) eV’ (6.68)

Zwrocémy uwage, ze przed cala pojawia sie naturalna diugosé (6.15), a funkcja podcatkowa jest

bezwymiarowa. Obliczenia elementu macierzowego operatora potozenia (dla oscylatora harmo-
nicznego) sprowadzilismy wiec do

kElz|n) \/ , 6.69
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1)

gdzie I ,Em oznacza catke

I = [ dy Hi(y) Ha(y) y eV, (6.70)

Obliczenia powyzszej calki sg przedstawione w Dodatkach matematycznych. Na podstawie for-
muty (B.39) lub (B.44) korzystajac z wlasnosci delt Kroneckera otrzymujemy

h
(klz|n) = — VT [2"(71—1—1)!(5”7,{,1 + 2" 1yl (5n7k+1}

mw 2k k! 27 )

h 27 (n+1)2 n! 21 n!
— Vo \/ il Okl T\ Gagrg Okl

h [ [o2n(n+1)(n+1 on p!
— — \/ ( ) ) Onk—1 + \/ D! 5n,k+1]

mw 27+l (n 4 1)! 2221 (p —

S [ s+ [T
- o 9 n,k—1 2 n,k+1

h n n+1
= oo |:\/;5k,n—1 + 5 5k,n+1,} (6.71)

co stanowi koricowy rezultat. Warto$¢ oczekiwana potozenia dla oscylatora znajdujacego si¢ w

stanie wlasnym energii v,,, wynikajaca z powyzszego wzoru wynosi
oo
() = (nlzln) = [ dovi@) ava() = o (672
o0

czego mnozna by od razu oczekiwaé, bowiem funkcje v, () maja okreslong parzystosé, zatem
funkcja podcatkowa jest nieparzysta, wiec catka musi znikac.

6.4.2 Element macierzowy operatora pedu

W tym wypadku, bezposrednio z definicji mamy

lply = [~ dovi@) ponte). = —in [~ do vite) - vno) (0.73

Podstawiamy funkcje wlasne oscylatora harmonicznego z (6.62) i dostajemy

‘ mhw\/f 0o mww? mw
pu— - - H h
(k[p|n) Z\/T ok k1 2np) /mdx eXp( 2h ) k(x h )
d mwar? mw
X@[‘”’(_ 2h )H"<x Tﬂ

Ponownie dokonujemy zamiany zmiennej catkowania zgodnie z (6.67). Wobec tego

(klpln) = —z‘ﬁ\/mgw | & exp (- 5 0°) Hilw)
5 4 en(-) o]
= — i“% /O:o dy eV’ Hi(y) [—y H,(y) + dl?y(y) ] . (6.75)
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Na mocy relacji rekurencyjnej (6.53b) eliminujemy pochodna wielomianu Hermite’a

(Klpln) = iy —giros [ dy e Hely) Ly Huly) = 20 Hoa(9)] (6.76)

Jest to suma dwoch catek. Pierwsza z nich rozpoznajemy jako catke I ,SL) obliczona w (B.39),
druga za$ to po prostu catka ortogonalizacyjna (6.54). Wobec tego piszemy

. n n-+1
(klp|n) = ivVmwh l\/;ék’nl + — Ok n+1

2n k
- |
— RN 5,§,n_1]. (6.77)

Porzadkujemy czynnik w trzecim sktadniku korzystajac z delty Kroneckera

2k [ 1 n
-2 Opmq = —2 — Opn-1 = —24/= Okp—1- 6.78
A/ Gy Okt A5, Ok \/ 5 Okt (6.78)

Wobec tego z (6.77) otrzymujemy

. n+1 n
(k|lp|n) = ivVmwh [ 5 Oknt1 — \/;5/{,"1], (6.79)

co stanowi poszukiwany element macierzowy operatora pedu. Zwré6¢my uwage, ze otrzymany
rezultat jest czysto urojony, co moze wydawaé sie niepokojace, bowiem ped jest obserwabla fi-
zyczng. Nie ma jednak powodu do niepokoju, bowiem element macierzowy nie jest wielkoscia
mierzalna. Taka jest warto$¢ oczekiwana (n|p|n), ktora, ze wzgledu na obecnosé delt Kronec-
kera, zeruje sie. Mozna sie o tym przekonaé takze w inny sposéb. Wartos¢ oczekiwana pedu dla
oscylatora w stanie wlasnym energii dana jest jako

() = (lpln) = —in [" dewi@) 2 n@) = 0, (6:80)

bowiem 1, (z) i jej pochodna maja odwrotne parzystosci. Funkcja podcatkowa jest znéw niepa-
rzysta i calka znika.

6.4.3 Elementy macierzowe (k|1?|n) oraz (k|p*|n)

Elementy te mozna obliczyé postugujac sie tymi samymi metodami rachunkowymi, ktére stoso-
walidmy powyzej. Ze wzgledu na kwadraty poltozenia i pedu obliczenia sa nieco bardziej zmudne,
cho¢ nie powinny przedstawia¢ trudnoéci koncepcyjnych. Na przyktad obliczajac (k|22 |n) re-
gule rekurencyjna (6.53a) trzeba zastosowaé dwukrotnie. Nie bedziemy tu przedstawiac¢ niezbed-
nych obliczeri, a jedynie podamy konicowe rezultaty. Element macierzowy kwadratu operatora
polozenia ma postaé

h [ 1 -1 1 2 ]
(k|8 |n) = = (n—|—§) Sen + \/% A \/% S mia| (6.81)

Natomiast element macierzowy kwadratu operatora pedu to

(k| % n) = mwh <n+%> Shn — 1/% Shms — ,/w Sk mia| (6.82)
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6.4.4 Zasada nieoznaczonoS$ci i energia stanu podstawowego

Dyskutujac zasade nieoznaczonoéci potozenie-ped stwierdziliémy, ze nie istnieja takie stany kwan-
towo-mechaniczne, w ktorych znikaja jednoczesnie dyspersje potozenia i pedu. Zbadajmy sytu-
acje dla oscylatora harmonicznego znajdujacego sie w jednym ze stanéw wilasnych v, (x). Wy-
kazaliémy (por. (6.72) i (6.80)), Zze wartosci oczekiwane polozenia i pedu wowczas znikaja, tj.
(n]lxz|n) = (n|p|n) = 0.1 dalej, na podstawie wzorow (6.81) i (6.82), w ktorych ktadziemy
k = n, mamy kolejne wartosci oczekiwane

h 1 1
2 _n 1 2 _ 1
(n]a?|n) = - (n—|—2), (n|p?|n) mwh(n+2). (6.83)
Latwo obliczamy dyspersje
h 1
2 2 2
_ _ - Z .84
@) = () = (2 = = (n+) (6.84a)
1
) = (1) = (p) = mwh(n+3). (6.84b)
Wobec tego ich iloczyn wynosi
1 2
2@ odp) = 1 (n+3) . (6.85)

gdzie indeks n mowi, ze rozwazamy stan wlasny v, energii (hamiltonianu) oscylatora harmo-
nicznego. Poniewaz n > 0, wiec widzimy, ze dla oscylatora znajdujacego si¢ w stanie wlasnym
energii zachodzi nieré6wnosé

on(z) op(p) > (6.86)
co oznacza, ze spelniona jest zasad nieoznaczonosci. Ponadto, z relacji (6.85) jasno wynika, ze w
stanie podstawowym (n = 0) jest ona minimalizowana.

Co wiecej, tatwo obliczamy warto$¢ oczekiwana energii (w stanie 1y,):

(E) = (n|H|n)= <n|ﬁ2|n>+%mw2<nlf2ln>

1
2m
= hw (L +n)=E,. (6.87)
Nie jest to wynik nieoczekiwany, bo stan v, jest stacjonarnym stanem wltasnym odpowiadajacym
wlasnie energii wtasnej E,. Wiemy za$. ze energia uktadu fizycznego znajdujacego sie w stanie
stacjonarnym nie ulega zmianom.
Warto jeszcze zwrocié uwage, ze stanowi podstawowemu vy oscylatora odpowiada energia
Ey = %ﬁw % 0. Energia stanu podstawowego nie moze byé réowna zeru. Gdyby tak bylo,
oznaczaloby to, ze wartogci oczekiwane (x2) i (p?) sa takze réwne zeru. Zeru bylyby réwne
odpowiednie dyspersje, a to dawatoby o?(z)o?(p) = 0, co jest jawnie sprzeczne z zasada nie-
oznaczonosci, ktéra stwierdza, ze takie stany nie istnieja. Mozemy wiec powiedzieé, ze fakt iz
Ey # 0 jest konsekwencjg zasady nieoznaczonosci. W Uzupetnieniach pokazujemy, ze tak istotnie
jest. Zasada nieoznaczono$ci wymaga, aby energie stanéw wtasnych oscylatora spelniaty warunek
(E) > 1hw. A wiec minimalna energia (stan podstawowy n = 0) to wlasnie 1/w.
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