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Rozdziat 16

Oddzialywanie z polem
elektromagnetycznym

16.1 Przypomnienie fizyki klasycznej

16.1.1 Roéwnania Lagrange’a

Roéwnania Lagrange’a drugiego rodzaju sa postaci
d (0T oT
Z (=) - Z= = 0, 16.1
dt (aq'z) 9qi @ (16.1)
gdzie T jest energia kinetyczna rozwazanego ukladu fizycznego, (¢;, ¢;) sa uogdlnionymi wspot-
rzednymi i predko$ciami, zas @); — sity uogdlnione. Jezeli sily sg zachowawcze, to wowczas mozna
je wyrazi¢ za pomoca energii potencjalnej, ktéra zalezy jedynie od wspoétrzednych uogdélnionych
{q¢;}. Wowczas Q; = —0V/0q;. Wstawiajac sily tego typu do réwnan Lagrange’a (16.1), otrzy-
mujemy réwnania ruchu

d (0 0
pm (a—qi(T - V)> - 8—%(T— V) =0, (16.2)
Mozemy wtedy wprowadzi¢ Lagrangian zdefiniowany jako réznica £ =T — V. Jednakze, w ogdl-
nym przypadku, tylko niektore sily mozna przedstawié¢ za pomoca energii potencjalnej V(g;),
podczas gdy inne beda wymagaé¢ uogdlnionych wyrazen typu (16.1).

Czasami mamy do czynienia z pewnego rodzaju przypadkiem posrednim, ktory zachodzi
wtedy gdy, sity uogblnione mozna wyrazi¢ za pomoca tzw. potencjalu uogélnionego U, ktéry
moze by¢ funkcja nie tylko wspotrzednych {¢;}, ale takze predkosci {q;}

ou d (oU
- _ (=), 16.3
< dq; T (86}1‘) (16:3)
Jesli takie wyrazenie dla sit wstawimy do rownan (16.1), to przyjma one nastepujacy ksztalt
d (0 0
—=—(T-U - —((T-U) = 0. 16.4
G (Ger-0) - gow-v) (16.9)

W takim przypadku Lagrangian to £L =T — U. Jest to uogélnienie poprzedniej sytuacji, bowiem
U zawiera nie tylko przyczynek typu potencjalnego, ale takze zalezy od predkosci czastek two-
rzacych uklad fizyczny (drugi czton w (16.3)). Pokazemy teraz, ze uktad czastek naladowanych
oddzialujacych z zewnetrznym polem elektromagnetycznym mozna opisaé¢ wtasnie za pomoca po-
tencjatu uogodlnionego U. Dzigki temu bedziemy potem mogli skonstruowaé formalizm kanoniczny
(hamiltonowski) przydatny do zastosowania w mechanice kwantowe;.
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16.1.2 Potencjal uogoélniony U, dla czastki w polu

Poniewaz bedziemy stosowaé nasze rezultaty w nierelatywistycznej mechanice kwantowej, wiec
i na gruncie fizyki klasycznej pozostaniemy w granicach nierelatywistycznych. Aby utrzymac
maksymalng prostote rozwazan, bedziemy méwié o pojedynczej czastce o masie m i tadunku ¢
poruszajacej sie w polu elektromagnetycznym opisanym wektorami elektrycznym f)(f", t) i ma-
gnetycznym ]§(f", t). W naszym zapisie pominiemy argumenty poél (sa one, jak sie wydaje, zawsze
oczywiste), bowiem czastka "czuje" pola w punkcie, w ktorym sie w danej chwili znajduje. Roz-
wazane pola sa czysto klasyczne (sa to zadane z zewnatrz, wektorowe funkcje potozenia i czasu).
Energie pola mozemy uwazaé za ustalong, a wiec zawsze mozemy ja pominaé, bo jako stala nie
wnosi wktadu do réwnan ruchu.

Pola i potencjaty

Wielkosciami fizycznymi charakteryzujacymi pole elektromagnetyczne sa natezenie E(F,t) pola

elektrycznego i wektor indukeji B(T, ¢) pola magnetycznego. Z elektrodynamiki klasycznej wiemy,

ze wygodnie jest wyrazi¢ pola za pomoca potencjalow wektorowego A(T,t) i skalarnego ¢(T,t)
0

B(F, t) = rot A(T, t), E(f,t) = —V¢(F, t) — o A(T,1) (16.5)

Potencjaly sa okreslone z doktadnoscia do tzw. transformacji cechowania

A(F,t) —cchowanic  K'(7 ¢) = A(F,t) + Vx(F, 1) (16.6a)
- cechowanie Ly - 0 _
O(F 1) —=E (1) = 6(F.1) — 5 X(F. 1) (16.6b)

gdzie x (T, t) jest dowolna funkcja polozenia i czasu. Mozna pokazaé, ze rownania elektrodynamiki
(rownania Maxwella) sa niezmiennicze ze wzgledu na wybor cechowania. Dlatego tez pola E(T, t)
i B(r,t) sa takie same przy dowolnym cechowaniu. Wybér konkretnego cechowania wynika z
wygody rachunkowej i nie ma wplywu na przewidywania fizyczne.

Lagrangian czastki w polu

Za pomoca potencjaléow zapiszemy site Lorentza, z ktora pola oddzialywuja na czastke naltado-
wang

. , _ A -
F = ¢(E+ v xB) :q<—V¢—%—t+\_f'><rotA>. (16.7)

Postugujac sie elementarng analizg wektorowa, ostatni czton zapiszemy w postaci
VX (VXA) = &e€ijivjchimViAm = &vj (81 6jm — Oim 6;1) Vi Am
= &v; (Vi Aj —V;Ai) = &u;V,Aj — (V- V)A (16.8)
Co wiecej, predkosé v jest w formalizmie Lagrange’a niezalezna od polozenia czastki, wobec tego
&v;ViA; = &V;(vjA;) = V(V-A). (16.9)
Zauwazmy dalej, ze pelna pochodna czasowa potencjatu wektorowego moze byé zapisana jako

dX  OA  OA dxp  OA .
il - = V- A. 16.1
dt ot " orp dt o = V) (16.10)

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 181



3.10.2004 16. Oddziatywanie z polem elektromagnetycznym 182

Wykorzystujac dwa ostatnie rownania przeksztalcamy (16.8) i otrzymujemy

B - dA  0A
VXrot A = V(\_;A) — E + E (16.11)
To wyrazenie podstawiamy do sity Lorentza (16.7), ktora teraz wynosi
_ _ o dA
F =g (—V¢ +V(V-A) - E) . (16.12)

Pola uwazamy za zewnetrzne, a wiec sa one funkcjami jedynie potozenia i czasu (a nie predkosei).
Wobec tego

d| 0 /- d 0 d dA;
= (A-V)| = = =4 = —(ApL6:) = —2L 16.1
dt [afuj( V>] dt avj( wor) = g (Akdm) = g5 (16.13)

co pozwala dalej przeksztalci¢ ostatni sktadnik w (16.12). Dzieki temu mamy

. . d /0 .
P q[—V(¢—V~A)——(f (V-A))}, (16.14)
ov
gdzie potaczylismy dwa czlony z gradientami. Oczywiscie potencjal skalarny jest takze niezalezny
od predkosci, wiec mozemy napisaé

F = q[—V(gf)—\_f’-A)ﬂ-i(i(gb — G-A))]. (16.15)

dt \ OV

Poréwnujac to réwnanie ze wzorem (16.3) stwierdzamy, ze sita Lorentza dzialajaca na czastke
natadowang w polu elektromagnetycznym daje sie¢ zapisa¢ za pomoca potencjatu uogélnionego
Ue

. d (0U, . >
F = _VU€+E<8\7') gdzie U. = qp—qv-A, (16.16)

Mozemy wiec napisaé¢ odpowiedni Lagrangian. Ma on postaé

mv>2

Lo =T-U, = T—q¢+qv-ﬁ, (16.17)
i rownania ruchu dla czastki w polu wynikaja natychmiast z rownan (16.4).

16.1.3 Formalizm kanoniczny (hamiltonowski)

Jak wspominali$my, pole uznajemy za zewnetrzne, o ustalonej energii. Wobec tego jego energia
moze by¢ nieuwzgledniona w hamiltonianie, bowiem jako stata nie ma znaczenia w rownaniach
ruchu. Koncentrujemy sie wiec na hamiltonianie czastki naladowanej. Ped kanoniczny obliczamy
na podstawie znanego nam juz Lagrangianu (16.17). Zgodnie z regutami, otrzymujemy

0L, -

P = 55 = mv+dh (16.18)

Cho¢ uzywamy oznaczenia p, podkreslamy, ze jest to ped kanoniczny, podczas gdy ped kinetyczny

wyraza sie standardowo P, = m V. Mozemy teraz tatwo skonstruowaé hamiltonian czastki w
polu. Zgodnie z definicja mamy
mv?2

He:ﬁ'v—ﬁe: T+q¢ (1619)

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 182



3.10.2004 16. Oddziatywanie z polem elektromagnetycznym 183

W formalizmie kanonicznym predko$é v nie jest zmienng niezalezna. Eliminujemy ja za pomocg
pedu kanonicznego, i nasz hamiltonian przyjmuje postaé

1 5.2
H. = —(p—qA . 16.20
e = 5-(B-qA)" + g9 (16.20)
Hamiltonian ten nazwiemy hamiltonianem minimalnego sprzezenia. Opisuje on ruch czastki o
masie m i ladunku ¢ w zewnetrznym polu elektromagnetycznym o potencjale wektorowym A(r,t)

i skalarnym (', t).

16.1.4 Krétka uwaga o cechowaniu

Nie bedziemy tu niczego wyprowadzaé¢, oméwimy w wielkim skrocie pewne wazne fakty doty-
czace transformacji cechowania w fizyce klasycznej. Przewidywania fizyczne nie moga zalezeé¢ od
wyboru cechowania potencjatéw. Transformacji cechowania potencjatéw musi wigc towarzyszy¢
zmiana (transformacja) zmiennych kanonicznych

- cechowanie =/ — cechowanie .

g cechowanie g g p —cechowanic 5" _ 54 Vx(E 1) (16.21)

gdzie g jest oczywiscie tadunkiem czastki. Wielkosci fizyczne (mierzalne) G(p,T,t) musza mie¢
nastepujaca wlasnosé

G(p, T, t) —cchowanic G (B, ¥, t) | podstawienia (16.21) |
= G'(B+qVx, T, 1)
= (ta sama postaé co przed podstawieniem) (16.22)

Dla przyktadu rozwazmy energie kinetyczna. Przed transformacja cechowania wyraza sie ona
standardowym wzorem

. 2
FErin = ﬂ(p —qA) (16.23)
Dokonujac transformacji cechowania otrzymujemy

’ 1 7 =72
Eyin = @(p —qA’) (16.24)

Nastepnie w powyzszym wzorze podstawiamy relacje (16.21) i otrzymujemy

’ 1 - T2 1 N =/ 2
Biin = 5, (B+aVx—qA)" = @[p—q(A - V)]
1. .
— ﬂ(p—qA)2 = Ein (16.25)

A wiec otrzymujemy wyjsciows energie kinetyczna. Oznacza to, ze energia kinetyczna jest wiel-
koscia fizyczna niezmiennicza wzgledem cechowania. Posta¢ hamiltonianu (16.19), ze wzgledu na
obecnos¢ sktadnika g¢ nie jest niezmiennicza. Nie trudno jednak pokazaé, ze dokonujac trans-
formacji potencjaloéw i transformacji (16.21) réwnania ruchu czastki nie ulegna zmianie, a wiec
rzeczywiscie przewidywania fizyczne sa niezalezne od wyboru konkretnego cechowania potencja-
tow. Nie bedziemy tu dalej dyskutowaé kwestii cechowania i niezmienniczosci réwnan ruchu przy
cechowaniu potencjalow (odsytamy do podrecznikéw mechaniki klasycznej i/tub elektrodynami-
ki).
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16.1.5 Hamiltonian czastki klasycznej

Czastka moze poruszaé sie nie tylko pod wplywem oddzialywania zewnetrznego pola elektroma-
gnetycznego. Moze tez posiadaé energie potencjalna V() wynikajaca z oddzialywar innego typu
(tzw. wewnetrzna energia potencjalna ukladu fizycznego). Wowcezas hamiltonian minimalnego
sprzezenia uwzglednia V (r) 1 ma postaé

H = Z(ﬁ — qA)® + g6+ V(F), (16.26)
dla czastki o masie p i tadunku ¢ poruszajacej sie w zewnetrznych polach (16.5) opisanych
potencjatami A (F,t) oraz ¢(F,t). Energia potencjalna V (F) jest niezaleszna od pol zewnetrznych.
Warto takze przypomnieé, ze ped p wystepujacy w hamiltonianie jest pedem kanonicznym, a nie
kinetycznym.

Na zakoniczenie naszej, z koniecznosci skrotowej dyskusji poczynimy jeszcze pewne dodatkowe
uwagi, ktére warto mie¢ w pamieci.

e RozwazaliSmy tu tylko jedna czastke, ale jak sie wydaje, nietrudno jest uogoélni¢ nasze
wyprowadzenie na przypadek uktadu wielu czastek.

e Przedstawiona teoria jest nierelatywistyczna.

e Hamiltonian nie zawiera energii pola elektromagnetycznego.

e Cechowanie potencjalow jest tu nieokreslone. Przy wyborze jakiego$ innego cechowania,
hamiltonian (16.20) moze przyja¢ nieco inna postac.

16.2 Przyblizenie polklasyczne
w mechanice kwantowej

16.2.1 Hamiltonian

Pelne podejscie kwantowo-mechaniczne wymaga kwantowania nie tylko uktadu czastek natado-
wanych, ale réwniez pola elektromagnetycznego. W takim jednak wypadku przechodzimy na
grunt elektrodynamiki kwantowej, co zdecydowanie wykracza poza zakres niniejszych wyktadow.

Postugiwaé sie bedziemy przyblizeniem poétklasycznym polegajacym na tym, ze pola zew-
netrzne traktowaé¢ bedziemy jako zwykte (klasyczne) funkcje polozenia i czasu. Przyblizenie to
jest oczywiscie ograniczeniem, ktore nie pozwala opisaé zjawisk zwiazanych z kwantowa natura
pol elektromagnetycznych. Jest to jednak przyblizenie dajace niezty wglad w przebieg wielu
waznych zjawisk fizycznych. Stosujac zasade odpowiedniosci do klasycznego hamiltonianu (16.19)
tworzymy kwantowo-mechaniczny hamiltonian dla czastki o masie p i tadunku ¢, poruszajacej
sie w polu o potencjale (wewnetrznym) V (r) i poddanej oddzialywaniu z zewnetrznym polem
clektromagnetycznym opisanym potencjalami A(F,t) oraz ¢(F,t). A zatem operator Hamiltona
ma teraz postac

. 1 /o 2 .

H = o (p - qA) +q¢ + V(T) (16.27a)
2,2 2

g =2 9YE A+Kp)+LA140+7(@ (16.27b)
2u 24 2u ’

gdzie jawnie (za pomoca "daszkow") oznaczyliSmy wielkosci o charakterze operatorowym. W
drugiej linii powyzszej relacji zapisaliSmy hamiltonian zwracajac uwage na kolejno$¢ poszczegdl-
nych cztonéw. Jest to konieczne, bowiem potencjal wektorowy jako funkcja poltozenia, moze nie
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komutowaé z operatorem pedu. Wprowadzimy teraz umowe terminologiczna, piszac

Hy = ;)— + V(f") — hamiltonian atomowy,
1
Hy = —Qi(f)' A4+ A- ﬁ) — czlon paramagnetyczny, (16.28)
1
@ 3
Hy = o 2 — czlon diamagnetyczny.
1

Catkowity hamiltonian (16.27) jest wiec suma
H = Hy+ H, + Hy + q¢. (16.29)

Sens i znaczenie fizyczne tych cztonéw, a takze rzedy wielkosci energii zwiazanych z nimi, omd-
wimy dalej.

W zastosowanym przyblizeniu poétklasycznym potencjaty pdl zewnetrznych sa zwyklymi
funkcjami potozenia i czasu, wiec na ogdt nie komutuja z operatorem pedu f)’ = —ihV. Wy-

jasnia to nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 16.1 Sktadowe operatora pedu i potencjatu wektorowego spetniajq relacje komuta-
cYyna:

0A;

Al = —i . 16.
[Pr: 4] " (16.30)
Dowo6d. W reprezentacji polozeniowej dla dowolnej funkcji falowej ¢(r) mamy
[Pk, AjJ0(E) = —ih(ViAj — AjVi)Y(F) = —ihVi(Aj9) +ihA4; Vi
= —ih(VA))Y —ihAj (Vi) + ihA; (Vi)
= —ih(ViA))Y. (16.31)

Wobec dowolnosci funkeji ¥ (r) wynika stad teza (16.30). m
W swietle powyzszego twierdzenia rozwazamy czton paramagnetyczny hamiltonianu

q q

H, _ﬂ@kAk + Awpr) = - ﬂ(pkAk = Akpi + Awpr + Awpr)

oh . .
— L, A -Layp, = LavA-1K 5 (16.32)
24 20 Iz
Tym samym pelny hamiltonian wyraza si¢ wzorem

igh . = 4z - @ o

H=Hy+ — divA — =A-p+ —A” + q¢. (16.33)
2p % 2p

Konkretna posta¢ potencjalow wektorowego A(F,t) (a zatem i divA) oraz skalarnego ¢(F,t),
zalezy od konkretnego problemu, a wiec od wyboru cechowania.

Podkreslmy takze, ze hamiltonian (16.33) nie zawiera spinu elektronowego, a wiec nie zawiera
jakichkolwiek sprzezen pomiedzy polem a spinem.

16.2.2 Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na cechowanie

Cechowanie potencjatéw zaré6wno w przypadku klasycznym jak i kwantowym nie moze wplywaé
na przewidywania fizyczne. Kwestia ta do$é szczegdtowo zajmiemy si¢ w Uzupetnieniach. Tutaj
za$ poprzestaniemy na krotkim stwierdzeniu podstawowych faktow.
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Jezeli w rownaniu Schrédingera

ih % = Hy(r,t), gdzie H= ﬂ(ﬁ - qﬁ;)z +qp+ V(F), (16.34)
dokonamy transformacji cechowania potencjatow
A(F,t) —cechowanic  X'(74) = A(F,t) + Vx(F,1) (16.35a)
BF1) U (E g = G(E 1) — O X(F) (16.35b)
i jednoczesnie przetransformujemy funkcje falowa
vlie) e (5 — e | w0 | v (16.36)

to rownanie Schrédingera dla "nowej" funkeji falowej 1) ma postaé

in 050 H'y'(F,1t) (16.37)
ot

gdzie "nowy" hamiltonian H " ma postaé taka jak w (16.34), ale z nowymi — juz przecechowanymi
potencjatami.

Tak wiec, rownanie Schrédingera jest niezmiennicze wzgledem transformacji cechowania po-
tencjatow, jesli wybierajac nowe cechowanie jednocze$nie dokonamy transformacji funkcji falo-
wej wedlug wzoru (16.36). Zwroémy uwage, ze przetransformowana funkcja falowa rozni sie od
"starej"— nieprzetransformowanej jedynie o czynnik fazowy. Mogtoby sie wydawaé, ze réznica ta
nie ma znaczenia fizycznego, bo |exp(igx/h)| = 1. Tak jednak nie jest. Czynnik fazowy w (16.36)
nie jest czynnikiem globalnym, wyktadnik jest funkcja potozenia i czasu, a wiec zmienia sie od
punktu do punktu i tym samym ma istotne znaczenie fizyczne.

16.2.3 Ciaglosé pradu prawdopodobieristwa

Rozwazmy réownanie Schrodingera z czasem, w ktorym (T, t) jest funkcja falowa bezspinowe;
czastki natadowanej

in % (E 1) = H(T, 1), (16.38)

z hamiltonianem (16.33), ktory zapiszemy tymczasowo w postaci

—»2 .
p°  iqgh .. - q » .

H=>"—+""divA— = A -p+d(71), 16.39)
R . (¥,1) (

gdzie wprowadziliémy oznaczenie
@ %
I

co stanowi rzeczywista funkcje potozenia T, ktora takze jest sparametryzowana czasem t.
Okreslamy teraz gestosé prawdopodobieristwa (robimy to tak samo jak i poprzednio, w przy-
padku bez pol elektromagnetycznych)

p(F,t) = W (E DG = |¢(F 1) (16.41)
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i szukamy dla niej rownania ruchu. Oczywiscie mamy

o .. (0 .. a .

5 a0 = (5o @n) vao + v @ (Gean). (16.42)
Z rownania Schrodingera (16.38) i jego sprzezenia wynika

oy _ 1 O L e

ot ihH¢’ ot mH v (16.43)

A wiec po podstawieniu do réwnania (16.42) otrzymujemy (funkcje falowe i ich pochodne sa
przemienne — to nie sa operatory)

ap 1 1
— = ——yYH"Y* + —*H. 16.44
or ~ Yy (16.44)
Podstawiamy hamiltonian (16.39), przy czym p = —ihAV. Zatem z (16.44) dostajemy
op h? igh > iqgh -
— = —— - divA — 2= A - d (Tt
% L >[ V- 1AV + a0 viE)
1 h? 2 iqh igh
— ¥ (Tt — divA+ — A d r,t). 16.4
+m¢<r,>[2ﬂv+ﬂ FMATeE 0| vED. 16a)

Rozpisujac poszczegdlne sktadniki powyzszej sumy, tatwo widzimy, ze czlony zawierajace (¥, t)
si¢ znosza. Otrzymujemy
0 h?

iqh > igh -
ihgy = 5,0V + H(divA)(WH%wA-(w*)

h? iqh - iqh -
— — (V) + == (divA) (Y*) + == Y*A - (V). 16.46
3 (07920) + D @) (w0) + 1 K (V) (16.46)
Porzadkujac dalej

dp

ih
arn

.
- @(w*v% — V)
+ L) (00) + L (K- o+ k- 9) (16.47)
Oczywista jest relacja rozniczkowa
A V() =" A - Vi + A - Vi (16.48)

Wobec tego otrzymujemy

op

ih
N

noo o, igh
b V2 — V) + ? | AV ("y) + ¢y divA] (16.49)

Pierwszy czton w powyzszym wzorze jest identyczny jak w przypadku bez pola. Korzystaliémy
wtedy z tozsamosci analizy wektorowej (2.42), stosujac ja wiec ponownie we wzorze (16.49,

otrzymujemy
n% T gwrvn - gy 4 O “C AV (@) + vty divA] (16.50)
ot 2u 1 '

Pokazemy teraz co zrobi¢ z drugim cztonem powyzszego wyrazenia.

div (Alﬂ*lﬂ) = Vi(AY™) = " Vi Ap + A Vi (¥75))
= ¢ divA + A -V (). (16.51)
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Wobec tego z (16.50) otrzymujemy

.Op h

Za —ﬂ

div (" Vo) — p V™) + % div (zww) . (16.52)

A zatem mozemy napisaé¢ roéwnanie

0 ] -
2~ a5 (Ve - wv) + L Ry, (16.53)

Wprowadzajac wiec wektor

Y h * * q v
j= 5 (Ve — wVeT) = S Aty (16.54)
e M
mamy réwnanie ciggtosci dla gestosci prawdopodobieristwa
g—f = —divj (16.55)

dla gestosci prawdopodobienistwa p = \¢]2 i dla gestosci pradu prawdopodobienistwa okreslonej
w (16.54).

Dokonujac transformacji cechowania potencjalow (16.35) i jednoczesnie biorac nowa funkcje
falowa w/g (16.36) stwierdzamy, ze gestosé¢ prawdopodobieristwa

P cechowanie p’ = p, (16.56)

jest ewidentnie niezmiennicza. Gesto$é pradu prawdopodobienistwa transformuje sie jak

e cechowanie g h ! % / ! % q 37ty !
i = 5 (1/) Vi — Vi )——Ai/) V. (16.57)
i [

W Uzupetnieniach pokazujemy, ze przy omawianych transformacjach zachodzi takze

—
.

cechowanie j” _ j’ (16.58)

A zatem zaréwno gestos$é, jak i prad prawdopodobieristwa sg inwariantne wzgledem transformacji
cechowania potencjatéow. Oznacza to, ze przewidywania teorii nie zaleza od wyboru cechowania.
Wybierajac pewne konkretne cechowanie mozemy kierowa¢ sie wygoda obliczen, za$ wyniki nie
beda zalezeé¢ od wybranego cechowania.

16.3 Czastka bezspinowa w jednorodnym
polu magnetycznym

Kwantowo-mechaniczny opis czastki bez spinowej w polu magnetycznym wymaga poshuzenia
sie rownaniem Schrodingera z hamiltonianem postaci (16.33), a wiec przede wszystkim wymaga
okreslenia potencjaléow. Rozwazamy tu jednorodne (state co wartosci i kierunku) pole magne-
tyczne o indukcji B. Jest to zagadnienie statyczne, wiec od razu mozemy przyjaé, ze potencjal
skalarny pola ¢ = 0. Pozostaje wybraé¢ potencjal wektorowy.
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16.3.1 Wybér potencjalu wektorowego

Zaproponujemy tu nastepujacy wybor potencjatu wektorowego

—

A= -1 (f" X ]§) , gdzie B = const. (16.59)

Mozemy powiedzieé, ze wybér nasz polega na wyborze pewnego konkretnego cechowania, takie-
go ktore okazuje sic wygodne w praktycznych obliczeniach. Potencjal wektorowy okresla pole
magnetyczne o indukcji (stosujemy tu zapis Oy = Vi = 9/0zy)

]:3; = rot A = éz €ijk aj [—% (Ekmn Tm Bn)}
= 1 & (§im Sjn — Oin O5m) O B
= —18& (6inBn—36nBn) = &B; = B. (16.60)

Do konstrukeji hamiltonianu (16.33) potrzebujemy jeszcze dywergencji potencjatu wektorowego.
W tym przypadku wynosi ona

diVA = diV[—% (Fx ﬁ)] = —%azgeklmxle = —%%lmélem

bowiem B = const., z zalozenia.

16.3.2 Hamiltonian

Korzystamy z ogolnej formutly (16.33) gdzie ktadziemy ¢ = 0 oraz div A=0. Podstawiajac takze
wybrang postaé¢ potencjalu wektorowego, otrzymujemy

H = % + V(E) — % (FxB)-p + g—; (Fxﬁ)Q. (16.62)

Operatory potozenia i pedu nie komutuja, wiec analizujac trzeci czton musimy uwazac¢ na kolej-
nos¢ operatoréow

= — Bnewmk TmpPr = — BnLn = _]:3;_]:’7 (1663)

gdzie L jest operatorem orbitalnego momentu pedu.
Zbadajmy teraz wyraz w ostatnim sktadniku hamiltonianu (16.62).

-\ 2
(I‘ X B) = (gkmn xmBn) (gkps xsz) = (5mp 5ns - 5m5 5np) mme'anBs
N N\ 2
= Zm@nBuBy — Tpm3ByBn = B - (¢ B)
-\ 2
32 [ =2 (F'B) 32 =2
= B r— T =B ry, (1664)

gdzie 1| jest sktadowa wektora r prostopadlg do wektora pola magnetycznego B.
Teraz do hamiltonianu (16.62) podstawiamy relacje (16.63) i (16.64). Otrzymujemy

=2 2
H = 2p—m +V(E) - /%BB-L + g—mB2 F2 gdze  pp = qhi/2m, (16.65)
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gdzie pp nazywamy magnetonem Bohra. Zgodnie z wprowadzonym wcze$niej nazewnictwem,
rozpoznajemy tutaj

=9
Hy = ;; + V(F) - hamiltonian atomowy, (16.66a)
m
H =— 'L%B B-L — czlon paramagnetyczny, (16.66b)
2
_ 4 g2y '
Hy = S B°r{ — czlon diamagnetyczny. (16.66¢)
m

16.3.3 Dyskusja rzedow wielkosci

Jesli wezmiemy pod uwage atom wodoru, to mozemy prosto oszacowaé rzedy wielkosci energii
zwiazanych z poszczegolnymi cztonami hamiltonianu (16.66).

Hamiltonian atomowy Hj jest oczywisScie zwiazany z energiami stanéw atomowych. Energie
te sa rzedu kilku eV. Wobec tego oszacowanie odpowiednich czestosci daje

AE,

— 1014 — 10" Hz. (16.67)

Jest to zreszta typowy zakres czestotliwosci widma $wiatta widzialnego.
Nastepnie chcemy oszacowaé energie zwigzane z cztonem paramagnetycznym hamiltonianu.
Wartosci momentu pedu sa rzedu h. Wobec tego

AFE, 1 /up 1/ qh 1 /gB
~ —[=haB) = —=(=—B) = —(=—/). 16.
h h ( h h ) h (Qm ) 27 (2m) (16.68)
Stad wiec wynika, ze Biorac dane liczbowe, tadunek ¢ = 1.6 * 10712 C, mase elektronu m =
9.1 %1073 kg

AFE H H MH
L~ 1.4%10 (—Z) B = 1.4*106( = ) B = 1.4( Z) B (16.69)
h tesla gauss gauss

gdzie w konicu warto$é pola B trzeba wyrazi¢ w gaussach (10~ tesli). Pole B rowne 10 tesli (10°
gaussow) jest juz catkiem silne. W takim przypadku mamy wiec

AFE;

o~ LA 10° MHz = 1.4 % 10" Hz. (16.70)

Poréwnujac to oszacowanie z (16.67) widzimy, ze
AEy > AE;. (16.71)

Innymi stowy, stwierdzamy, ze energie zwiazane z cztonem paramagnetycznym sa znacznie mniej-
sze niz energie standéw atomowych, do ktérych prowadzi czton atomowy.

Pozostaje zbadaé¢ czlon diamagnetyczny. Sensownie jest przyjac, ze |F | jest rzedu promienia
Bohra. Wobec tego piszemy oszacowanie

2
AB, ~ L 42p2 (16.72)
m

0

Aby ulatwi¢ rachunki, rozpatrzmy stosunek

AE,  ¢*a2B* 2m  2qa] B - o qhB  2ma?
AE, m ghB ~  h N 2m h?

(16.73)
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gdzie AE, = ghB/2m wynika z relacji (16.68). Przypomnijmy teraz, ze energia jonizacji atomu
wodoru wynosi E; = h?/2m a2. Widzimy wiec, ze stosunek (16.73) mozemy zapisa¢ w postaci
AFs AFE;

= 9 —1 16.74
AE; E, (16.74)

Energia jonizacji jest rzedu AEy, wiec z (16.71) wynika, ze AFE/E, < 1. Wobec tego (16.74)
sprowadza sie do oszacowania

Es
AFE,

<1, =  AB < AFE. (16.75)

Czlon diamagnetyczny daje wiec energie jeszcze mniejsze niz paramagnetyczny.
Podsumowujac, stwierdzamy, ze energie zwiazane z kolejnymi cztonami hamiltonianu (16.66)
spelniaja oszacowania

AEy > AE; > AEFE,, (16.76)
i choé¢ sens ponizszej relacji jest dyskusyjny, napiszemy
[Holl > [|Hill > |Hz|. (16.77)

Oszacowanie to bedziemy rozumie¢ w nastepujacy sposdb. Energie wlasne hamiltonianu ato-
mowego sg duze, stanowig gltéwng czes¢ wartosci wlasnych petnego hamiltonianu. Czton para-
magnetyczny daje jedynie (proporcjonalnie niewielkie) poprawki do energii atomowych. Czlon
diamagnetyczny (jako jeszcze znacznie mniejszy) daje przyczynki, ktore sa poprawkami do po-
prawek. Argumentacja ta jest wyjasnieniem, dlaczego w wielu praktycznych zagadnieniach czton
diamagnetyczny mozna po prostu zaniedbac.

16.3.4 Interpretacja czlonu paramagnetycznego

Rozwazmy czton H; hamiltonianu

H = — ’%BE-E gdzie  pp = qh/2m. (16.78)

Zrobmy teraz "przypomnienie" z fizyki klasycznej.
e Fadunek g porusza sie po orbicie kotowej o promieniu r z predkoscia v. Opowiada temu

prad o natezeniu

v qur
My, =18 = ¢g—mr? = : 16.
" 5 Tomr ™ 2 (16.80)
e Moment pedu czastki natadowanej
L = mor. (16.81)
e Wobec tego moment magnetyczny wynosi
q
M,, = — L. 16.82
" 2m ( )

Na gruncie fizyki klasycznej wiemy, ze zaréowno moment pedu E, jak i moment magnetyczny

—

M,,, sa prostopadte do ptaszczyzny orbity.
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e Energia oddzialywania obwodu z pradem o momencie magnetycznym M,, z zewnetrznym
polem magnetycznym B dana jest wzorem
U, = —B-M, = - LB.L (16.83)
2m
Widzimy wiec pelng analogie formalna pomiedzy klasycznym wyrazeniem dla energii oddziaty-
wania (16.83), a kwantowo-mechanicznym hamiltonianem (operatorem energii) (16.78). Dlatego
tez interpretujemy H;p jako hamiltonian sprzezenia miedzy zewnetrznym polem magnetycznym
a momentem magnetycznym atomu wynikajacym z orbitalnego ruchu elektronu wokot jadra.
Nalezy jednak poczyni¢ dwie dodatkowe uwagi. Po pierwsze, wiemy skadinad, ze elektron
posiada spin, ktéry tutaj zostal catkowicie zaniedbany. Ze spinem wiaze si¢ spinowy moment
pedu S, z nim za$ skojarzony jest spinowy moment magnetyczny M elektronu
M, = 2 ’%B S, (16.84)
ktory takze moze sprzegaé sie z polem magnetycznym, przy czym odpowiednia energia oddzia-
tywania wynosi
Uy = — 2 ’%B S-B. (16.85)
Zwroémy uwage na podobienstwo tej formuly do (16.78), cho¢ nalezy podkresli¢, ze jest tu obecny
"dodatkowy" czynnik 2, ktérego nie ma w H1. Do dyskusji spinu wrocimy w dalszych rozdziatach.
Po drugie zauwazmy, ze argumentacja klasyczna jest tu troche naciggana. Pomylilismy tu
kanoniczny (hamiltonowski) moment pedu

—

L = rxp, (16.86)
z kinetycznym momentem pedu
. 1 . .
Lrin = MEXV = mf-x—(f)’—qA) — FxP — ¢ (fo)
m
= L - q(FxA). (16.87)

Mozna pokazaé, cho¢ juz nie bedziemy tego robié, ze popetniony btad nie jest duzy. Btad na-
szego rozumowania jest tego samego rzedu co energie A Ey zwigzane z czlonem diamagnetycznym
(ktory zwykle zaniedbujemy).

16.3.5 Interpretacja czlonu diamagnetycznego

Gdy atom wodoropodobny jest w stanie podstawowym woéwczas [ = 0 i czton paramagnetyczny
Hj nie daje wkladu do energii, cho¢ atom znajduje si¢ w polu magnetycznym. Jedyny wptyw
pola na wartosci energii zachodzi poprzez czlon diamagnetyczny Hso. Pole magnetyczne (opisane
potencjatem wektorowym A) modyfikuje jednak prad prawdopodobieristwa, we wzorze (16.54
jest bowiem skltadnik zalezny od A. Dlatego tez w atomie jest indukowany pewien moment
magnetyczny. Hamiltonian diamagnetyczny opisuje wtasnie sprzezenie pomiedzy zewnetrznym
polem magnetycznym a zaindukowanym przez to pole momentem magnetycznym.

16.4 Normalny efekt Zeemana
dla atomu wodoropodobnego

Wracamy do hamiltonianu (16.65), w ktérym wobec przeprowadzonej dyskusji, zaniedbamy czton
diamagnetyczny. Rozwazamy wiec hamiltonian o postaci

=2
H:HO—?B-L:;)—m+V(F)—l%BB-L. (16.88)
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Badanym obiektem fizycznym jest atom wodoropodobny (a wiec V(¥) = V(r) = —f(/r). Masa
zredukowana elektronu jest tak niewiele r6zna od masy swobodnego elektronu, ze po prostu be-
dziemy pisa¢ m, w razie potrzeby pamietajac, ze jest to masa zredukowana. Tak wiec wszystko co
powiedzielismy dotad o atomie (wodoropodobnym) pozostaje w mocy. W szczegdlnosci, mozemy
wypisa¢ funkcje wlasne hamiltonianu atomowego i odpowiednie energie wtasne

@Z)nlm(F) = Rnl(r) Ylm(@,SO),
E.s m/3> Z2h?

— S (16.89)
n? 2n?2 h? 2n2ma?

E, =

Podkreslmy tutaj, ze w naszym modelu nie uwzgledniamy spinu elektronu. Dlatego tez nalezy
mie¢ $wiadomo$é, ze nasze rozwazania maja charakter bardziej ilustracyjny niz fizyczny. Tym
niemniej model ten ma przynajmniej jakosciowy sens.

16.4.1 Poziomy energetyczne

Analizujemy wiec hamiltonian atomu wodoropodobnego umieszczonego w staltym i jednorodnym
polu magnetycznym. Wybieramy uktad wspoétrzednych tak, aby pole magnetyczne byto skiero-
wane wzdtuz osi z: B = (0,0, B). Hamiltonian (16.88) zapiszemy wiec w postaci

h? B Ja2E] KB
H==——"—v?_-2_52pBr, = H, - “2BL,. 16.90
2m r h 0 h ( )

Zagadnienie ma potencjal o symetrii sferycznej. Obowiazuje wiec wszystko to, o czym mowili-
$my poprzednio. Przechodzimy do wspotrzednych sferycznych. Laplasjan znéw produkuje czesé
radialng i cze$¢ katowa, proporcjonalng do L2. Widzimy wiec, ze operatory H, L2 i L, nadal
stanowig ZZOK. Funkcje wtasne — stany stacjonarne pozostang niezmienione, tj. maja postaé
(16.89). Poniewaz nasz hamiltonian zawiera dodatkowy czton, wiec tym razem inne beda energie.
Poniewaz

Lz wnlm(F) = Rnl(r) Lz Yzm(67 (/7) = mhRnl(T) Yzm(67 (/7)7 =mh zﬁnlm(f:)v (1691)
wiec tatwo widaé, ze zagadnienie wlasne energii bedzie postaci
H ¢nlm(F) = (HO + H1)¢nlm(F) = (En - ,U'BmB )¢nlm(ﬁ) (1692)

a zatem degeneracja zostanie przynajmniej czeSciowo usunieta, bowiem uzyskane energie sa do-
datkowo numerowane liczba m.

Epm = En — pusmB. (16.93)
Oznaczmy teraz (ladunek ¢ elektronu jest ujemny)

qB KB

= - 1= — _Ep 16.94

W, 2m h I ( )
wobec Cczego mamy energie w postaci

E,m = E, + mhw;. (16.95)

Omoéwimy uzyskane rezultaty dla kilku pierwszy standéw atomu wodoropodobnego. Dla stanu
podstawowego mamy n = 1, [ = 0, m = 0, wiec energia tego stanu nie ulegnie zmianie. Dla
pierwszego stanu wzbudzonego z (16.92) i (16.95) mamy natomiast
(HQ + Hl)'lﬂgoo(l_')) = E2 ¢200(F) (1696&)
(HO +H1)¢21m(F) = (E2 + mth) ¢21m(F) (1696b)
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Biorac kolejne m = —1, 0, 41, ktore sg dopuszczalne w stanie 991, () stwierdzamy, ze pod wply-
wem zewnetrznego pola magnetycznego nastapito rozszczepienie poziomu n = 2. Wartos¢ wlasna
energii Fo "rozdzielita" si¢ na trzy, tzw. podpoziomy zeemanowskie. Dwa z nich (n = 2, | =
1, m = +£1) sa niezdegenerowane, natomiast trzeci odpowiada dwém stanom (n =2,1 =0, m =
0) oraz (n =2, 1 =0, m = 0), jest wiec zdegenerowany dwukrotnie. Pole magnetyczne sprawito
wiec, ze degeneracja energii zostata czeSciowo usunieta. Ilustruje to ponizszy rysunek. Po lewej

=2, l=1 m=+1
n m =+ E2+th
,/
e
d
7
. (=0 0
n=2 =
Ep e o - - —_ i E,
9(2) =4 N n , =1, 0
\\
N
™ =2 1=1 =1
N N ————— E; — hwg,

Rys. 16.1: Normalny efekt Zeemana dla pierwszego stanu wzbudzonego (n = 2) atomu
wodoropodobnego.

stronie mamy sytuacje bez pola, wiec dla (n = 2) mamy jeden 22 = 4-krotnie zdegenerowany
poziom energetyczny. Po prawej stronie przedstawiona jest sytuacja w polu B. Poziom zdege-
nerowany ulegt rozszczepieniu na trzy podpoziomy, liczby kwantowe (numerujace odpowiednie
stany) zostaly przyporzadkowane kazdemu z podpozioméw. Rysunek 16.1 nie uwzglednia zadne;
skali energetycznej. Jest to jedynie schemat rozszczepienia poziomu n = 2 na podpoziomy zeema-
nowskie. Oczywiscie mozemy kontynuowaé nasze rozwazania. Kolejna wartos$é wlasna energii E's

n=31=2, m=+42
, E3+2h(.dL
/I
/ n=3, 2, m=+1
' on=31=1,m=+1
/// , E3+hUJL
;7 n_3,l 2, m=0
,//, n=3 (=1 m=0
E n=3 7,7 n=3 [=0 m=0 E
3 — = — = = — 3
g(3)=8 N\
AREN
AYERN
NS n=3,0=2, m=—
v NNn=3Il=1m=-1
‘\ * E3—7:L(JJL
\\
\
\\
=3 [=2 =-2
 — s E3 — 2hwr

Rys. 16.2: Normalny efekt Zeemana dla drugiego stanu wzbudzonego
(n = 3) atomu wodoropodobnego.

atomu wodoropodobnego jest (w sytuacji bez pola) zdegenerowana 8-krotnie. Prowadzac analize
tak samo jak dla n = 2, mozemy zbudowaé¢ schemat analogiczny do przedstawionego na rysunku
16.1. Dla n = 3 maksymalna warto$¢ orbitalnej liczby kwantowej | = 2. Wobec tego minimalna
i maksymalna warto$¢ m to 2. W obecnosci pola magnetycznego mozemy wiec spodziewac sie,
ze bedzie wystepowaé¢ 5 podpozioméw zeemanowskich. Nie bedziemy tu prowadzi¢ wszystkich
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(bardzo prostych) rozwazan. Wyniki dyskusji dla n = 3 podsumowuje schemat 16.2, ktory takze
nie zachowuje zadnej skali energetycznej.

Dalsza analiza dla kolejnych n prowadzi do wniosku, ze n2-krotnie zdegenerowany poziom
energetyczny ulega rozszczepieniu na podpoziomy zeemanowskie, co czesciowo usuwa degenerac-
je. Liczba podpozioméw zeemanowskich jest rowna ilosci dopuszcezalnych liczb kwantowych m dla
maksymalnego [ dozwolonego dla danego n. A wiec liczba podpoziomoéw rowna jest (20,4, +1). Z
drugiej strony l,q, = n— 1, zatem mamy [2(n—1)+1] = (2n— 1) podpozioméw zeemanowskich.
Widzimy wiec, ze n2-krotnie zdegenerowany poziom energetyczny atomu wodoropodobnego ulega
rozszczepieniu na nieparzysta liczbe podpozioméw zeemanowskich. Efekt ten nazywamy normal-
nym efektem Zeemana.

Zauwazmy, ze dla niektérych atomoéw zachodzi anomalny efekt Zeemana, w ktérym liczba
podpozioméw zeemanowskich jest parzysta. Wynika to z istnienia spinu elektronu, ktéry tutaj
zaniedbaliémy. Do dyskusji spinu, jego wplywu na rozne efekty zachodzace w atomach wrocimy
w dalszych czesciach wyktadu.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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