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Rozdziat 13

Orbitalny momentu pedu

13.1 Ogoblne wlasnosci orbitalnego momentu pedu

13.1.1 Przypomnienie wynikéw

W poprzednim rozdziale wprowadziliSmy orbitalny moment pedu czastki poprzez odwotanie sie
do fizyki klasycznej i do zasady odpowiedniosci. W Uzupetnieniach oméwiliSmy natomiast jego
zwiazek z obrotami. Zbierzemy teraz uzyskane uprzednio rezultaty.

Operator orbitalnego momentu pedu jest operatorem wektorowym o trzech sktadowych

—

L= (Ll, LQ, Lg) gdzie Lk = Ekmn Tm Pn, (131)
utworzonych za pomoca operatoréw potozenia i pedu. Sktadowe Lj spelniaja kanoniczng relacje
komutacyjna

[ L, Ln | = ihemmp Ly, (13.2)

Relacja ta, z jednej strony, wynika z kanonicznej relacji komutacyjnej dla potozenia i pedu
[ Zm, Pn | = ihdmn, a z drugiej strony, jest konsekwencja wlasnosci obrotow.

Weszystkie wlasnosci operatora J oméwione w poprzednim rozdziale zostaly wyprowadzone w
oparciu o identyczng relacja komutacyjna. Dlatego tez wszystkie wyniki poprzedniego rozdziatu
mozemy prawie automatycznie zastosowaé do orbitalnego momentu pedu. Wystarczy tylko dopa-
sowaé notacje. Definiujemy wiec operator catkowitego orbitalnego momentu pedu oraz operatory
podnoszacy i obnizajacy

L2 =12+ L2+ 12, Ly =Ly +iLy. (13.3)

Wszelkie relacje komutacyjne przenosimy bez trudu, zmieniajac w odpowiedni sposéb notacje.
Dowody przebiegaja zupetnie analogicznie. A zatem mamy teraz

(L2 L,] = 0, [L3, Ly]=+hLg, (13.4a)
[Le, Ly] = 2hLs, (L%, Li]=0. (13.4b)

Obowiazuja tez podobne relacje operatorowe

I‘:Q

1
g (Lalg + Lels)+ L2 (13.5a)
L+Ls = L2—L3(L3=+h), (13.5D)

ktoére mozna sprawdzié¢ takimi samymi rachunkami jak w poprzednim rozdziale.
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13.2 Wartosci wlasne i wektory wlasne

Wyprowadzenie wartosci i stanéw wlasnych operatora momentu pedu J bazowalo wytacznie na
regutach komutacyjnych. Wobec tego, ze tutaj mamy te same reguly, wiec znéw przenosimy
wyniki zmieniajac jedynie w odpowiedni sposéb notacje.

Niech |I,m) oznacza unormowany stan wlasny operatorow L2 oraz L3, wowczas

L?|lL,m) = R2Il+1)|l,m), (13.6a)
Li|l,m) = hml|l,m), (13.6b)

Uktad fizyczny po obroceniu o kat 27 musi wraca¢ do stanu wyjsciowego. Stad tez wynika, ze
liczby kwantowe [ oraz m sa liczbami catkowitymi. Wniosek ten, nie majacy na razie zadnego
uzasadnienia, wyprowadzimy w dalszym ciggu wyktadu.

Konstrukcja stanéow wilasnych przebiega takze analogicznie. Podprzestrzen &£(a,l) zawiera
(2l + 1) wektoréw odpowiadajacych roznym dopuszczalnym wartosciom liczby m. Liczba o nu-
meruje stany wlasne, jakiejs innej obserwabli, jesli dwa operatory L2 oraz L3 nie wystarczaja do
utworzenia zupelego uktadu komutujacych obserwabli. Stany |a,l,m) tworza zbior zupelny i
ortonormalny

(a,l,m ’ /87 llvm/> = 5aﬁ 5ll’ 5mm’ (137)

Co wiecej, omawiana podprzestrzen jest inwariantna wzgledem operatoréw I_;, a takze niere-
dukowalna, tzn. nie ma mniejszej podprzestrzeni zawartej w £(a, 1), ktora bytaby inwariantna
wzgledem operatoréw orbitalnego momentu pedu.

13.2.1 Elementy macierzowe

Zebrane tu rezultaty tatwo wynikaja z poprzedniego rozdziatu.

(Lm|T2 |, m') = R2I1+1) 6w S (13.8a)

<l,m’L3 ]l',m'> = hmdll/ 5mm’7 (13.8b)

(Lm|Le|lm') = Ayl +1) = m/(m' £1) & Symrsn. (13.8¢)
Z definicji Ly w (13.3) oraz z (13.8c) wynikaja dwa dalsze elementy macierzowe

h
<l)m | Ll | l,’m,> = 5 6ll’ [\/l(l + 1) - m/(m/ + 1) 5m,m/+1

U+ 1) =/ (= 1) S, (13.92)

h
(Lm| Lo |Vm') = o dw [\l +1) =m0 +1) S

I+ 1) = (! = 1) Spr—a] (13.9b)

ktore wynikaja z dodania i odjecia stronami formut (13.8¢c) dla operatoréw L oraz L_.
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13.3 Orbitalny moment pedu
w reprezentacji polozeniowej

Zaréwno w poprzednim rozdziale, jak i w Uzupetnientach znalezliémy jawng postaé¢ sktadowych
operatora L w reprezentacji polozeniowej:

. 0 0

Ll = Lz = —ih (y & —Z 6_y> s (13103)
. 0 0

L2 = Ly = —ih (Z a—x — X &) s (1310b)
. 0 0

Formuty te zapisane sa we wspotrzednych kartezjanskich, ktore jak si¢ okazuje w praktyce, nie
sa zbyt wygodne. Jak wspominaliSsmy, dyskutujac zasade odpowiednioSci, operatory powinny
by¢ konstruowane we wspotrzednych kartezjariskich, a dopiero potem mozna przej$é¢ do innych
wspolrzednych. Tak tez teraz zrobimy, transformujac sktadowe (13.10) orbitalnego momentu
pedu do wspotrzednych sferycznych.

13.3.1 Wspolrzedne kartezjanskie i sferyczne

Przypominamy zwiazek miedzy wspolrzednymi kartezjanskimi i sferycznymi

x = rsinf cos g, y = rsinfsin g, z=1rcosd, (13.11)
oraz relacje odwrotne
2 2 2 2 7 Z Y
= === t == 13.12
re=a"+y° + 27, cos " N EarEa gy =" ( )

Zamiana zmiennych

Przejscie we wzorach (13.10) od wspotrzednych kartezjariskich do sferycznych jest raczej ¢wi-
czeniem w rézniczkowaniu. Zbierzemy wazne rezultaty posrednie, podajac ich wyprowadzenia
jedynie w skrocie.

Macierz zamiany wspoétrzednych jest nastepujaca

@ = sinfcos @ = sinfsin @ = cosf

61,' - ' 6’!/ - ' 62 - ’

99 cosfcosgp 90 cosfsing 060 sinf

or T oy r 0z r

dy sin Oy CoS Op

o9 _ huk - =0 13.13
Oz rsin 6 oy rsin 6 0z ( )

Obliczenia dziewieciu pochodnych tworzacych powyzsza macierz sg bardzo proste. Naszkicujemy
jednak sposob obliczania niektorych z nich. 1 tak, z(13.12) otrzymujemy

or 0 1 T
or_ Y 2 2 2 _ T
9~ D2 \/x—l—y——i—z_ QW 20 = o= sin 6 cos . (13.14)

Analogicznie obliczamy pozostate dwa elementy pierwszego wiersza macierzy (13.13). Roznicz-
kujac wzgledem z druga z relacji (13.12) mamy

., 00 0 z 1 2 .2, 2v-3/2
—Sln&g—%(m2+y2+z2)1/2——52($ +y +2) 2x
1
=— Z;:C = —— sin# cosf cos p, (13.15)
T T
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i stad, wobec (13.11), wynika pierwszy wyraz w drugim wierszu macierzy (13.13). I w koricu
trzecia relacja w (13.12) pozwala otrzymac
1 dp 0y y sin psin

_ 0y _ y_  sesnf 13.16
cos2p Or Or x x? 7 cos? psin? 0 ( )

skad po uproszczeniu dostajemy pierwszy czlon trzeciego wiersza macierzy (13.13).

Otrzymana tablica pochodnych pozwala wyrazi¢ pochodne wzgledem wspoétrzednych kar-
tezjanskich przez pochodne we wspoétrzednych sferycznych. I tak, w my$l zasad rézniczkowania
funkcji zlozonych otrzymujemy

0 or 0 00 0 Jdp 0

%:%aﬂ-%%ﬂ-%% (13.17)

Korzystajac z pochodnych zebranych w tablicy (13.13) dostajemy

0 0 cosfcosp O sinp 0

— = sinf — —_— = = — —. 13.18

ox SIMYCos® 5, + r a0 rsinf Oy ( )
W ten sam sposoéb obliczamy pozostate operatory rézniczkowania wzgledem zmiennych kartez-

janskich przez odpowiednie operatory we wspotrzednych sferycznych. Wyniki sa nastepujace

0 . . 0 cosfsing 0 cosp 0

9 _ o Sosing 0 9 13.1
oy sinf/sin or * 00 rsinf Oy’ (13.19)
0 0 sinf o

& = COSQ E — , % (1320)

13.3.2 Operatory L; we wspolrzednych sferycznych

Obliczenia sktadowych Lj operatora orbitalnego momentu pedu we wspoétrzednych sferycznych
polegaja na podstawieniu wzoréw (13.17,13.19,13.20) do formut (13.10). Wyglada to skompliko-
wanie, jednak wiele czlonéw znosi si¢ parami. Wykorzystanie elementarnych relacji trygonome-
trycznych takze daje znaczne uproszczenia. Nie ma tu wiec zadnych trudnosci koncepcyjnych, a
jedynie mamy do czynienia z do$¢ zmudnymi rachunkami. Pokazemy tutaj jak oblicza¢ jedna ze
sktadowych operatora momentu pedu. Pozostale oblicza si¢ bardzo podobnie i dlatego podamy
tylko gotowe rezultaty.

Na podstawie wzoru (13.10), do ktérego podstawiamy odpowiednie formuty (13.11) oraz
(13.20) i (13.19), dla pierwszej sktadowej operatora momentu pedu mamy

0 0
Ly = —i — —z—
1 ih (y 52 z 8y)
. . : 0 sinf 0
= —ih {rsm&smgo(cos&a— " %)
. . 0 cosfsinyp 0 cosp O
- ST LA AT A 13.21
rcosﬁ(smﬁsmcp 8r+ . 8«9+rsin0 8@)] (13.21)
Wyrazy zawierajace 0/0r skracaja sie,
) 0 0 cosfcosp O
w2 9 2. O COSUCOSQ O
L, = zﬁ[ sin” 0 sin ¢ 59 oS 0 sin 70 p— 6@]

= ih [singp % + ctgfcosp %} ) (13.22)
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co konczy obliczenia. W analogiczny sposéb obliczamy dwie pozostate sktadowe operatora L we
wspotrzednych sferycznych. Rezultaty wyrazaja sie wzorami

Ly = L,=ih <sin<,o % + ctgfcosy %) , (13.23a)

Ly, = L,=ih <— cos 9 + ctgfsin 2) (13.23b)
2 — Yy — ¥ 89 g ® a@ ) .

Ly = L,=—ih %. (13.23¢)

Poniewaz sktadowe podnoszaca i obnizajaca wyrazaja sie jako kombinacje L oraz Lg, wiec z
powyzszych wzoréw tatwo uzyskujemy

A 0 0 , 0 0
Ly =he¥| — +ictgh — L =he™ | —— +ictgd — ). 13.24
+ = he (aa+lcg aw)’ ¢ ( o6 ' a¢> (13.24)
Warto przypomnieé, ze sprzezenie operatora rézniczkowania zmienia jego znak, to znaczy
o\ 0 o\ 0
— = — = — = — — 13.2
<89) 50" oraz (8@) P (13.25)

dzieki czemu, z relacji (13.24) widzimy, ze operatory L, oraz L_ sa swymi sprzezeniami, tj.
Li = L_, i na odwrd6t.
13.3.3 Operator L? we wspolrzednych sferycznych

W tym wypadku niezbedne obliczenia sg nadal koncepcyjnie proste, lecz jeszcze bardziej skom-
plikowane. Wynika to stad, ze zgodnie z (13.3) musimy obliczy¢ kwadraty operatoréow przedsta-
wionych we wzorach (13.23). Przesledzimy obliczenia operatora L. Z (13.23a) mamy

0 0 0 0
o= - ( 90 _) ( 90 _)
1 h sing oo +ctg9€osgpagp sing =5 —l—ctg&cosgp&p
0 0 0

= —h [smgpae (smg@ae —i—ctgﬁcoscpagp)

+ ctgbcosp % (sing@ % + ctg 0 cos %)] (13.26)

Pozostaje wykonaé¢ niezbedne rézniczkowania. Otrzymujemy
2

90 0y

0? sinpcosy 0 )
w — W % + QSIH()DCOSQDCtgH

L% = —h? lsin%p
2

0 0 0
+ ctgﬁcos2ap% — CthHCOSQOSiHQO% + ctg?fcos? o 8_9021 (13.27)

Niestety powyzszego wzoru nie da sie uprosci¢. Podobnie nieprzyjemny wynik otrzymamy obli-
czajac kwadrat Lo. W tym wypadku mamy
2

0? sinpcosy 0
2 2 2 .
L = —h lcos <p—02 + —i?0 9o 2 sin pcos pctg 7
+ t9'24p——|— t26'g0 Y =— + t20'2<p—2 (13.28)
ctg 0sin c sin ¢ cos ¢ sin . .
g 90 g D) g 902

Cho¢ oba uzyskane wyrazenia sg mocno zlozone, jednak wiele cztonéw rozni sie tylko znakiem.
Pozostate tadnie sie grupuja. Biorac pod uwage jedynke trygonometryczna, otrzymujemy sume
2 2

L? + L2 = —h? [ji_ + ctgh 9 + ctg?0 0

o 5 a—@z}. (13.29)
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Na szczescie, z (13.23¢) w trywialny sposoéb mamy

2 ) 0
Ly = —h o (13.30)
Wobec tego operator kwadratu orbitalnego momentu pedu we wspotrzednych sferycznych wyraza
sie wzorem

2 2

L2 = L3+13412 = —hQ[a— - ctge2 + (1 +ctg?0) a—@z}.

o 5 (13.31)

Pozostaje doprowadzi¢ powyzszy wynik do wygodniejszej postaci. Przede wszystkim z elemen-
tarnej trygonometrii

1+ ctg?d = — (13.32)
Co wiecej, nietrudno jest otrzymac nastepujaca relacje rézniczkowa
;—; + ctgd % = sii@ [sin@ ;—; + cosf %1
= sile lsin& ;—; + (% sinG) %1
- L % (sin@ %) (13.33)

Wykorzystujac powyzsze relacje pomocnicze w (13.31) otrzymujemy koricowe wyrazenie dla kwa-
dratu orbitalnego momentu pedu.
Podsumowanie

Formuty dla operatoréow L2 oraz L3 w reprezentacji polozeniowej wyrazone we wspoétrzednych
sferycznych sg podstawowymi wynikami tego paragrafu. Zbieramy je tu razem

. 19 9 1

12 — _p2 <z ( ; _) - 13.34
" lsme 96\ 56) T w79 92 (13.34a)

Ly = —m% (13.34D)

Ly = het ( + % +ictgd %) , (13.34c¢)

Wrzory te okaza si¢ szczegblnie wygodne w dalszych zastosowaniach. Zwroéémy takze uwage, ze
operator orbitalnego momentu pedu zalezy jedynie od zmiennych katowych, co wskazuje na jego
$ciste powiazanie z obrotami.

13.3.4 Wartosci wlasne i funkcje wtlasne L2 Ls
Whioski z ogbélnego formalizmu

Operatory L2 oraz L3 spetniaja kanoniczne relacje komutacyjne (13.2), a takze zagadnienia wta-
sne (13.6). Na podstawie ogolnej teorii z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze liczby [ sa catkowite
lub potéwkowe, natomiast m zmienia sie od —I do +I skokowo co jeden. Stwierdzilidémy, ze natu-
ralne jest pracowaé¢ w reprezentacji polozeniowej, a na dodatek we wspolrzednych sferycznych.
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Celem naszym jest wiec teraz znalezienie funkcji wtasnych (w tymze uktadzie wspotrzednych), a
takze przedyskutowanie wartodci wlasnych.

Operator L zalezy jedynie od zmiennych katowych, dlatego w reprezentacji polozeniowej
wprowadzamy baze za pomoca stanéow katowych | f¢ ) = | Q) (gdzie Q to kat brylowy), ktérym na
podstawie ogdlnych rozwazan o reprezentacjach w przestrzeni Hilberta, przypisujemy nastepujace
wlasnosci.

(i) Ortonormalnos$¢ (zmienne ciagte)
(0018 = = 56— 8) 5~ &) (13.35)

(i) Zupemosé

T 2T R
/ desine/ do |100) (0| = i. (13.36)
0 0

Zauwazmy ze catkujac po kacie brylowym mamy: d2 = sin 6 df dyp, dlatego tez w powyzszych
wzorach pojawit sie sin 6.

Odwotujac sie do ogdlnych regut zapisu operatoréw w wybranej reprezentacji, przepisujemy
réwnania wlasne (13.6) w reprezentacji poltozeniowej |0 ¢ )

(0p|L2|Im) = L2(0¢|lm) = B2I1+1)(0¢|lm), (13.37a)
(0p|Ls|im) = L3(0p|lm) = hm(0¢|lm), (13.37b)

Lewe strony sg po prostu elementami macierzowymi operatoréw L2 i L3 w reprezentacji poto-
zeniowej. W srodkowych cztonach rozumiemy, ze odpowiednie operatory sa wyrazone w repre-
zentacji | 0 ¢ ), czego juz nie zaznaczamy gornym indeksem. Oczywiscie wiec sa to operatory w
postaci (13.34). Natomiast po prawej mamy wyrazenia wynikle z rownan wlasnych (13.6).
Wykorzystujac wiec postaé operatoréw orbitalnego momentu pedu w reprezentacji potoze-
niowej mozemy napisa¢ rownania wlasne dla funkeji falowych (0 ¢ |1 m), ktére mozemy oczy-
widcie nazwa¢ funkcjami wlasnymi (w reprezentacji potozeniowej) orbitalnego momentu pedu,
nalezacymi do wartosci wlasnych [ i m. Poslugujemy sie tu terminologia ustalona przy dysku-
sji reprezentacji w przestrzeni Hilberta. A zatem z (13.34), (13.37) otrzymujemy pare réwnan

rézniczkowych
1 9 B, 1 o
B2 O (., 0\, 1 & _ 2
" Lin& 20 (SM 89>+sin20 a¢2]<9s@llm> UL+ 10 @ [im) (13.382)
—z‘h%wwm = hm(0pllm). (13.38b)

Roéwnania te pozwalaja na wyciagniecie szeregu waznych wnioskéw. Przede wszystkim zauwazmy,
ze z rOwnania (13.38b) wynika faktoryzacja funkcji wlasnych

(Bpllm) = g(p) Fim(0). (13.39)

Po wstawieniu tak sfaktoryzowanej funkcji do réwnania (13.38b), stwierdzamy, ze funkcja Fj,,(6)
skraca sie. W ten sposob otrzymujemy rownanie zawierajace tylko funkcje g(¢). Ma ono postac

i % o(p) = ma(p) (13.40)

Scatkowanie tego réwnania jest trywialne. Stalg catkowania przyjmujemy za dowolna i wlaczona
do funkcji Fj,,. Wobec tego

gle) = ™, (13.41)
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Z drugiej strony, podstawiajac sfaktoryzowana postaé¢ funkcji wtasnej do wzoru (13.38a) widzimy,
ze dwukrotne rézniczkowanie po kacie ¢ wyprodukuje czynnik —m? i poza tym nie zmieni funkcji
g(p). Wobec tego, w rownaniu tym, na skutek faktoryzacji (13.39) funkcja g(¢) skroci sie po obu
stronach. W rezultacie uzyskamy réownanie wylacznie dla funkeji Fy,,, ().

Otrzymana postaé¢ funkeji g(p) ma bardzo istotne konsekwencje. Stan uktadu fizycznego nie
moze si¢ zmienié¢, jesli dokonamy obrotu uktadu fizycznego o kat 2w wokoét osi z. Oznacza to, ze
musi by¢ spelniony warunek

9(p) = glp+2m) = dmERT = gimp RimT _ gim, (13.42)

2imm — 1. Stad za$ wynika, ze liczba kwantowa m moze przyjmowaé jedynie

A zatem musi by¢ e
wartosci catkowite. Mozemy powiedzieé¢, ze zadanie, aby m bylo liczba catkowita wynika z zadania
niezmienniczosci stanu uktadu fizycznego przy obrotach o kat 2w. Z faktu, ze m jest liczba
catkowita, automatycznie wynika, ze liczba kwantowa [ tez musi by¢ liczba catkowita, bowiem
m zmienia sie od —I do +I co jeden.

Podsumujmy wnioski wynikajace z ogélnych rozwazan, ktére prowadziliSmy w reprezentacji
polozeniowe;.

e Liczby kwantowe charakteryzujace wartosci wlasne orbitalnego momentu pedu sg liczbami

catkowitymi.
I = 0,1,2 ... (13.43a)
m = =, —l+1,...,-1,0, 1, ... ,01—1, 1L (13.43Db)

e Funkcje wlasne orbitalnego momentu pedu w reprezentacji potozeniowej (we wspotrzednych
sferycznych) faktoryzuja sie

(Bp|lm) = ™ Fp,,(0). (13.44)
e Podstawienie faktoryzacji (13.44) do wzoru (13.38a) daje rownanie, ktore spetniaja funkcje
Fim (0)
1 0 0 m?
— — [sinf — | — —5=| Fin(0) = (I +1) F},,(0). 13.45
[sin& a0 (Sm 80) sin20] m(@) = 1+ 1) Fim(6) (13.45)

gdzie [ i m sa calkowite (jak wyzej). Wyznaczenie funkcji Fj,,(0) bedzie celem naszych
dalszych rozwazan.

13.4 Harmoniki sferyczne

13.4.1 Wprowadzenie

Funkcje wtasne (13.44) orbitalnego momentu pedu w reprezentacji polozeniowej
Yim(0,9), = (0@|lm) = ™ Fy(0), (13.46)

nazwiemy harmonikami sferycznymi. Jako funkcje wtasne obserwabli, harmoniki sferyczne musza
spekiaé typowe warunki naktadane na funkcje falowe.

e Harmoniki sferyczne powinny tworzy¢ zbiér funkeji ortonormalnych, tj muszg spetniaé¢

s 2
O vy = <lm]l'm’>:/ d@sinﬁ/ de (Im|0o){(0@|l'm')
0 0

0 2m
_ / dﬁsinﬁ/ o Y7 (6,9) Yim (6, o). (13.47)
0 0
Pierwsza réwnosé jest wyrazem ortonormalnosci stanéw wtasnych orbitalnego momentu

pedu. Druga wynika z zastosowania relacji zupelnosci (13.36) do réwnosci poprzednie;j.
Trzeci krok to po prostu zastosowanie definicji (13.46).
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e Stany wtasne orbitalnego momentu pedu musza by¢ baza zupelna. Wobec tego musza
spetnia¢ warunek

00 l
Yo > ltm)y(im|=1. (13.48)

=0 m=—1

Z ortonormalnosci bazy |6 ¢ ) (por. (13.35)) oraz z powyzszego, wynika ciag rownosci

00 1
si1110 50—0)0(p—¢) = (Bpl0¢)y=> > (Oe[lm)(Ilm|6 )
=0 m=—1
0o l
= D D Ym0.9) Y5 (0',¢), (13.49)

=0 m=—1
co stanowi relacje zupetnosci dla harmonik sferycznych.

13.4.2 Konstrukcja harmonik sferycznych
Uwagi wstepne

Konstrukecje harmonik sferycznych mozna prowadzi¢ na rézne sposoby. Przedstawimy tu zarys
jednego z nich, a szczegdlty oméwimy w Dodatkach matematycznych. Zauwazmy najpierw, ze z
ogolnej teorii wynika, iz stan |[,1) odpowiadajacy maksymalnej wartosci m (dla danego [) musi
spekliaé relacje

L. |l,1)=0. (13.50)

Jesli teraz bra (0 ¢| podziala z lewej na powyzsza réwnosé, to automatycznie przejdziemy do
reprezentacji polozeniowej. Biorac operator L wedlug (13.34c) otrzymamy réwnanie

(0 0
Wl — 4ictgd — ) Y;;(0 = 0. 13.51
7 definicji (13.46) wynika Y7;(6, ¢) = € F};(), co podstawiamy do naszego rownania. W wyniku
elementarnych manipulacji otrzymujemy

dFy(0)

———= —lctgl Fy(0) = 13.52
) 1 ctg0 Fiu(6) = 0, (13.52)

gdzie juz mozemy uzywacé zwyktych pochodnych, bo Fj;(0) jest funkcja jednej zmiennej. W tym
momencie mozemy naszkicowaé¢ procedure konstrukeji harmonik sferycznych.
e Rozwiazujac réwnanie (13.52) zbudujemy funkcje e’ Fy;(0), ktéra trzeba unormowaé. W
ten sposob znajdziemy harmonike Y;;(6, o).
e Dalej, pracujac caly czas w reprezentacji potozeniowej, bedziemy dziala¢ na Y;;(6, ¢) ope-
ratorem obnizajacym L_. W ten sposéb wygenerujemy harmoniki sferyczne o coraz to
wiekszym numerze m. Na przyktad, w pierwszym takim kroku mamy

Yig1(8,9) = (O]l l-1)
o L_(Oel|l,l) = L_Y;;(0,9). (13.53)
Przy przejsciu do drugiej linii wpisaliémy znak proporcjonalnoéci, poniewaz operator L
produkuje pewien dodatkowy czynnik, ktory trzeba wyeliminowaé¢ prowadzac normowanie
harmonik sferycznych.
e Kontynuujac stosowanie L_ bedziemy budowaé¢ harmoniki sferyczne o coraz mniejszych
liczbach m, az wreszcie dojdziemy do My, = —I.
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Obliczenia Fj;(0)

Aby efektywnie skorzystaé z takiej procedury musimy najpierw wyznaczy¢ funkcje Fy;(0) z row-
nania (13.52). Roéwnanie to przepisujemy w postaci
dFy(0) cos 0
= Fp(0). 13.54
do sng T11(0) (13.54)

Jest to réwnanie o rozdzielajacych sie¢ zmiennych

d Fy1(0) _ dsin@

13.55
F(0) sinf ’ ( )

ktore prosto scatkowaé. Otrzymujemy
F(0) = C (sind), (13.56)

gdzie C] jest stala catkowania, ktora trzeba okresli¢ na drodze normowania. Wobec tego, pierwsza
skonstruowana harmonika sferyczna jest postaci

Yi(0,9) = C e’ (sinf), (13.57)

co trzeba unormowac.

Normowanie

Przystepujemy wiec do normowania. Na podstawie (13.47) musimy mieé¢
™ 2 . .
1 = / df sinf / do |Cy|* e (sin0)' ™ (sin )"
0 0
K
= o7 \ClF/ df sinf (sin6)* . (13.58)
0

Zamieniamy zmienng catlkowania x = cos . Otrzymana funkcja podcatkowa jest parzysta i wobec
tego mamy

1 l
1 = 4r ycl|2/ de (1-2%) = 4z |G L(Q). (13.59)
0

Calka I () jest obliczona w Dodatkach matematycznych. Rezultat jest nastepujacy

)
L(l) = /Oldx (1—x2)l = % (13.60)

Podstawiajac te catke do wzoru (13.59) tatwo otrzymujemy

@20 +1) 1

Gl = 47 2L

(13.61)
Harmonika Y;;(6¢)

Do okreslenia pozostaje jedynie faza stalej normalizacyjnej. Przyjmujemy tutaj faze rowna (—1)%,
a przyczyny tego wyboru oméwimy w Dodatkach matematycznych. Wstawiajac obliczona stata
do wzoru (13.57) otrzymujemy ostateczna posta¢ skonstruowanej harmoniki sferycznej

(-1 | (21 +1)!
2L ]! 4

Yi(0,0) = % (sinf)" . (13.62)

Stosujac teraz operator obnizajacy L_ mozemy dziala¢ nim na uzyskang harmonike. W ten spo-
sob otrzymamy Y;;_1(6, ). Procedure te omawiamy szczegotowo w Dodatkach matematycznych.
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13.4.3 Harmoniki sferyczne — zebranie informacji

Nie mozemy tu prowadzi¢ wyktadu dotyczacego teorii funkcji specjalnych. Zbierzemy tu jedy-
nie rezultaty wyprowadzone w Dodatkach matematycznych i przedstawimy wzory pozyteczne w
dalszym ciagu wyktadu.

Harmoniki sferyczne — funkcje wlasne orbitalnego momentu pedu w reprezentacji potozenio-
wej — mozna przedstawi¢ na dwa réwnowazne sposoby

(D! 2141 (I +m)! ™ di=m o
Yim (0, - 0
m (0, ) 20! 47 (I—m)! (sin@)™ d(cos@)i—m (sin 6)
(=™ A1 (1=m)! dtm .
= o )" ——— 0)”. 13.
207! Ar - (I +m)! e (sind) d(cos @)i+m (sin ) (13.63)
Z powyzszych okreslent harmonik sferycznych wynika relacja sprzezenia zespolonego
Yin(0,0)]". = (=1)™ Yi—n(0, ¢) (13.64)

Harmoniki sferyczne mozna zapisa¢ za pomoca stowarzyszonych funkcji Legendre’a (patrz
Dodatek matematyczny D) w postaci

Yim®p) = (~1)" ¢ i % ¢me Pi(cosf),  (m > 0), (13.65a)
Yin(0,0) = \/ 2t ;1 % ™% P (cos0),  (m < 0). (13.65b)

W Dodatku matematycznym D sprawdzamy, poprzez bezposrednie obliczenia, ze tak zadane har-
moniki sferyczne istotnie sa rozwiazaniami zagadnien wlasnych (13.37).
Przy odbiciu przestrzennym gdy katy sferyczne ulegaja nastepujacym zamianom

0 —doiee ™ ™0 iRy (13.66)
harmoniki sferyczne maja wlasnosé
Yim(0, ) Yin(r =00 +m) = (=1)'Yim(0, ), (13.67)

odbicie
co, jak méwimy, okresla parzysto$é harmonik sferycznych.

Postugujac sie wzorem (13.63) mozemy bez trudu wyliczy¢ i wypisaé¢ kilka pierwszych har-
monik sferycznych. Dla [ = 0 jedynie mozliwa wartoscia m jest zero. Zatem

1
Yaolf,g) = (09]00) = /1. (13.68)
Dla przypadku I = 1 mamy trzy mozliwe wartosci m = —1,0,1. A wiec mamy tez trzy harmoniki
sferyczne
3 .
Viti1(0,0) = (Op|1 +1) = F ,/8— et sin 0, (13.69a)
m

Yio,0) = (6p]10) = ,/% cos 0. (13.69D)

Dla [ = 2 mamy pie¢ mozliwych m = —2, —1,0, 1, 2. Odpowiednie pie¢ harmonik sferycznych ma

postac
1 .
Yo2(0,0) = (0¢p]2+2) = \/32—57T eF2% sin? 9, (13.70a)
1 ‘
Yosi(0,0) = (6p]2+1) = T ,/8—ieiwsmecos9, (13.70b)
Y20(0,9) = (0¢]20) = o (30082«9—1) (13.70c)
2,0\Y, 167 . .
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Czesto przydatna jest relacja rekurencyjna dla harmonik sferycznych

l+m+1)(l—m+1)
(21 +1)(21 + 3)

Y0 ) ¢ gf_”};gél_ ﬁ)) (13.71)

Harmoniki sferyczne stanowia, zupelny zbiér funkcji ortonormalnych, tzn. zachodzi relacja

Yim(eﬂﬂ) cost) = }/lJrl,m(HvSO) \/(

ortonormalnosci (13.47), a takze relacja zupetnosci (13.49). Tak wiec harmoniki sferyczne sta-
nowia baze w przestrzeni funkcji zmiennych katowych (6, ¢). Oznacza to, ze dowolna funkcje
f(0,¢) mozna rozlozy¢ w szereg

oo+l

FO,0) =" > CimYim(0,9), (13.72)

=0 m=-1
przy czym wspolezynniki rozwiniecia dane sa jako catki w reprezentacji potozeniowej (we wspot-

rzednych sferycznych)

T 27
Cin = (Im|£) = [" a0 sin0 [~ dp Yi5,(0.9) £0. ). (13.73)

Na koniec zauwazmy, ze harmoniki sferyczne, a $cislej ich czeéé zalezna od kata 6, sa po-
wigzane ze stowarzyszonymi wielomianami Legendre’a. Zwiazek ten omawiamy w Dodatkach
matematycznych.
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