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Rozdziat 37

(U.16) Dodawanie momentéw pedu

37.1 Zlozenie orbitalnego momentu pedu i spinu 1/2

37.1.1 Przejscie do bazy sprzezonej

W praktycznych zastosowaniach potrzebujemy czesto ztozenia orbitalnego momentu pedu i spinu
1/2. Rozwazamy wiec operator catkowitego momentu pedu

J=L+S, (37.1)

przy czym | > 0, zas s = % Problem z [ = 0 jest trywialny, co zreszta dalej przedyskutujemy,
bowiem dla tego przypadku mamy jedyna mozliwo$é¢ J = s = %, M =ms = :i:%. Bez straty
og6lnosci mozemy wiec przyjac [ > 0.
Chcemy skonstruowaé baze sprzezong za pomoca wektoréw bazy niesprzezonej. Przypomi-
namy, ze liczby kwantowe [ > 01 s = % sg ustalone. Szukamy wiec zwiazkow
lji=1Lja=3%JM) = > Y C™ | |l,my; 5,ms), (37.2)

e Lim; 5ms

gdzie liczby kwantowe J oraz M sa potéwkowe. W sumie tej efektywnie sg tylko dwa sktadni-
ki. Wynika to stad, ze musi by¢ spelniony warunek (18.84), ktéry mowi, ze nie znikaja tylko
te wspolezynniki Clebscha-Gordana (CG), dla ktorych M = mq + mgo = my + mg. Poniewaz

1

mamy tylko dwie mozliwosci mg = +5, wiec przy wybranym M (ustalonym po lewej stronie)

29
automatycznie m; = M + % Wobec tego zamiast (37.2) piszemy
=1 4o = L. - JM 1.1 41
|]1—l’]2—27JM> Cl,Mf%;%,Jr%H’M PR 2’+2>
JM 1.1 1
+ CZ,M+%;%,7%|Z’M+2’ 50 =% )- (37.3)

Dla danych J i M mamy tylko dwa niezerowe wspoélczynniki CG. Liczba J moze przyjmowaé
1
29
do obliczenia czterech wspotczynnikéow CG. Zmierzamy zatem do wypelnienia tabelki

(co wynika z nieréwnosci trojkata) tylko dwie wartosci J = [ £ 5, wiec problem sprowadza sie

M =l jo=s=1% =1 jo=s=%
Ly, 5 ms _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
my =M —3 ms = 35 my =M+ 5 ms = —35
37.4
J=1+i M (374)
_ 1
J=1-5 M

Zanim przystapimy do konstrukcji elementéow tabeli, przypomnijmy zasadnicze warunki:
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e liczby kwantowe j; =1, jo = s = % sg ustalone;

e J przyjmuje tylko dwie wartosci: J = [ + % iJ=10- % Stad wynika, ze tabela ma tylko
dwa wiersze.

e Wybierajac M i wiedzac, ze mg = :I: , automatycznie ustalamy m; = M F 2 Stad mamy
tylko dwie kolumny.

Fakty te wyczerpuja dostepne parametry, a wiec okreslajg rozmiar poszukiwanej tabelki. Cztery
wolne miejsca zajmag wspotczynniki CG, ktore bedziemy teraz obliczaé.

37.1.2 Obliczenia wspoétczynnikow CG
A. Obliczenia dla J =1+ 3

Niech J =1+ % Maksymalne dopuszczalne M to M = 1+ % Stan taki jest tylko jeden. Nietrudno
wiec dokonaé¢ utozsamienia wektoréw bazy sprzezonej i niesprzezonej

|l’2’ _l+%’M:l+%> = |lvml:l; %,m3:+%> (375)

Podzialajmy na lewa strone powyzszej relacji operatorem obnizajacym J_, ana prawa, réwnym
mu operatorem L_ 4+ S_, a zatem mamy

Jo|LY =1+ M=1+1) = (Lo+8)|lL,my=1; 3,ms = +1). (37.6)

W mysl ogélnych regut obnizania magnetycznej liczby kwantowej dostajemy

JU+H+H -0+ Ha-H Lk 7=1+LM=1-1)
- \/z(z+1)—1(1—1) Ly =1—1; 3me = +1)
+ \/ — 13- Ly =1 3me=-3). (37.7)

W wyniku elementarnych uproszczeni otrzymujemy

V2l

1 1 L1 _ 1
b3 =ty M=l=3) = Feslbm=l-1 3m =+3)
1
+ m H my = I; vas = _%> (378)

Powtarzamy procedurQ Z lewej strony (37.8) dziatamy operatorem J_,az prawej suma, L +5_.

Zwroémy uwage, ze S_ dzialajac na stan | 1,m; = [; T,ms = —1) daje zero. Wobec tego, z (37.8)

mamy dalej

V2l .
= L_|lm=1-1; & mg=+1
o+ 1 ‘ l 5 s 2>

S_|lmy=1-1; 3,mg=+1
T et o b 22 =y
1
+ Lo |lmy=1 3my=-1). (37.9)

V2l +1
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Wiemy, jak dziataja operatory obnizajace. A wiec uzyskujemy

¢<z+l><z+§>—a—l><—%> Ll T=1+lM=1-3)
V___¢u+¢ I=1)(1=2) [Lmy=1-21m,=+L)
m\/ 3+ —3(-1) [Lm=1-1 5,ms=—3)
¢———V”+1-41—D (L =1—1; 5,ms = —3). (37.10)

Dwa ostatnie skladniki zawieraja ten sam wektor, r6znig sie¢ jedynie wspoétczynnikiem liczbowym.
Powyzsza relacja zawiera wiec faktycznie tylko dwa wektory (tak jak to wynika z dyskusji od-
nosnie tabelki, ktora mamy uzupelni¢). Wykonujemy elementarne przeksztalcenia uproszczenia
wspotczynnikow i otrzymujemy

Ly J=l+5M=1-3)

20 -1
= |l7ml:l_2a %’msz+%>

)9

20+1
2 1 1
+ m ]l,ml:l—l; §,m5:—§> (37.11)
Na podstawie dwoch krokéw zgadujemy
[l+M+1
|l,%’J:l+%’M> = —2l+12 |l,ml:M—%,%,ms:+%>
I—M+1
2l—|—12 |l,m1:M+%; %,ms:—%>. (37.12)

Oczywiscie dopuszczalna wartosé liczby kwantowej M przebiega od (I+3) do —(I+ 1), zmieniajac
sie z krokiem 1. Powyzsza relacje trzeba sprawdzi¢. Zrobimy to metoda indukcji matematycznej
wzgledem liczby M. Nietrudno zauwazy¢, ze wzory (37.5) dla M = [+ 3, a takze (37.11) dla
M=1- % sa szczegblnymi przypadkami (37.12). Pierwszy krok indukeji jest zatem spelniony,
relacja (37.12) jest stuszna dla dwoch wartosci M. Zaktadamy wiec stusznosé (37.12) dla pewnego
M. Pokazemy, ze wynika stad analogiczna relacja dla M o jeden mniejszego. Aby to wykazaé,
dzialamy jak poprzednio. Dzialamy operatorem J_ z lewej, a operatorem L_ + S_ z prawej.
Wobec tego z (37.12) otrzymujemy

,|l,2, =l+31,M=)

I+ M+1
= g b llm= Mg g = +3)
I+ M+ 1
g S =M = g gme = )

I-M—-1 .
ﬁ _ ’l m; = M+ %, %,ms = —%>, (3713)
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gdzie znowu operator S_ w dziataniu na ostatni dal zero. Dalej dostajemy

Vi

)|la2a _l+ M >

I+M+3 Ly (1 1.1
Va1 2 3G+ ) =G -1 Jm =M= §5 domg = -
l—M—|—§ 1 1
i M+ Y- L

2l+1 +2)( 2)

x[lmy=M—1%; 2 my=—1).

M1
[+M+1 g .
EES W‘H = )M =3) [lmy=M =35 5,m, =

N|—=

(37.14)

Znoéw zauwazamy, ze ostatnie dwa czlony tacza sie. Przez wymnozenie sprawdzamy stusznosé

wzoru j(j +1) —m(m —1) = (j + m)(j — m + 1), dzigki czemu otrzymujemy dalej

VO M+ Hi-M+3) |15 T=1+5M 1)

1+ M+ 1 .
T 2 Ju+M-H-M+3) |Lm= L, =

I+M+ 1 I—M+1
V 2 +¢ UM )M )

N[

20+1 20+1
[ Lmy=M -1 L mg=—3). (37.15)
Czynnik /Il + M + % sie upraszcza
VI-M+3 1,3 J=1+4M—1)
(+M-LHi-M+3)
- DD g o =
1
+T+1[1+Z—M+%} [Lomy =M =1 L om, = —1), (37.16)
Znoéw upraszcza sie czynnik, tym razem /1 — M + %, wiec otrzymujemy
1L J=1+3M-1)
I+M - % 1 1
I—M+3
T =M= 5 gme = —3). (87.17)
Przepiszmy powyzszy rezultat w nieco innej postaci, a mianowicie
1Li J=14+3M-1)
I+ ( )+ 35
_¢ T =M =5 gms = 43)
I—(M—-1)+1
\/ 21+1) 2 [lmy =M —3; 5,ms = —3), (37.18)
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co stanowi doktadnie zgadnieta formule (37.12) tyle, ze teraz mamy w niej M — 1. Na mocy
zasady indukcji "zgadniety" wzor jest udowodniony. Zestawiajac formule (37.12) ze wzorem
(37.3) odezytujemy dwa wspotezynniki CG (dla J =1+ %)

1 [ 1
J=l+5, M I+ M+ =
c +12 L1 =\ e (37.19a)
l,M—§;§,+§ 2l+1
M [1-M+1
= _— 37.19b
11 20+ 1 ( )

Obliczenia dla J =1 + % zostaly zakonczone. Mozemy w zasadzie juz teraz wypelni¢ pierwszy
wiersz tabeli (37.4).

=+

o’
1,M+

B. Obliczenia dla J =1 — }

Przechodzimy do obliczen Wsp(’)lczynnik()w CG w rozktadzie (37.3), w ktorym tym razem, po

lewej stronie wystepuje J = [ — 5. Obliczenia znéw rozpoczynamy od przypadku, gdy M jest
maksymalne. Sytuacja jest teraz nieco gorsza, bow1em maksymalna warto$¢ M. = | — 2,
odpowiada dwém mozliwodciom: m; =11 mg = 2, lubm;=101—-1img= % Spodziewamy sie

wiec rozktadu

1 1
|l72a _l__ _l_§>

), (37.20)

N[

= All,m=1- ,2,ms—%>+B|l,ml:l,%,ms:—

gdzie liczby A i B trzeba obliczy¢. Powyzsza kombinacja liniowa zawiera te same wektory co stan
|1, 1 5 =1+3 LM=1- —> obliczony w (37.8). Wektory te powinny wiec by¢ ortogonalne. Co
wiecej stan (37.20) musi byé unormowany. Mamy zatem dwa réwnania na state A i B

a2 B
V2U+1 Var+1

Uktad ten nie wystarcza do wyznaczenia obu liczb A i B, ktore sa w ogélnosci zespolone. Ich

oraz |A> + |B* =1. (37.21)

faza jest jednakowa (co wida¢ z pierwszego réwnania), lecz nie okreslona. Obliczenia modultow
prowadza do
eioz eioz \/ﬂ
A= —, oraz B = - ——, 37.22
V2041 V20 +1 ( )

za$ faze ustalimy pozZniej. Podstawmy te rezultaty do wzoru (37.20), otrzymujemy

1 1
|1, 4 =l-5,M=1-3)

eZOé

= —— |1 =[(-1
\/27|7ml )
za\/_

727

b= 1)

- [Lmy =1, 3,ms=—3). (37.23)
W my$l konwencji o fazie wspotezynnikow CG
C]J{]ml, jama=J—ji = (Jima=ji; jama=J —j1|jij2; JM =), (37.24)

powinien by¢ rzeczywisty i dodatni. W naszym przypadku mamy odpowiedniodci: j1 =1, m; =1,
Jo = % oraz mg =J —j1 = (I — %) —l=-3 Wlelmy wiec, ze w mys$l konwencji, wspotczynnik
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przy drugim z wektorow kombinacji (37.23) powinien by¢ rzeczywisty, dodatni. Wynika stad
wyboér fazy: e/ = —1 i z (37.23) dostajemy

L J=1-3 M=1-13)

1
TS [Lmy=1-1, 5,ms =3
V2l
V2l +1

Znalezlismy wiec wspoétezynniki CG dla J =1 — %, gdy liczba M =1 — % jest maksymalna.

1 1>

+

[Lmy =1, 3,ms=—3). (37.25)

Mozemy wiec teraz stosowaé (jak poprzednio) operatory obnizajace, aby wyznaczy¢ nastepne
wspotezynniki. Wybierzemy jednak inny sposob obliczeri.
Zauwazmy, ze z (37.3) wynika, ze

LA =1 LM) = Allm=M-k bm,=+})

)9
+ Bll,my=M+3; 3,ms=—1). (37.26)

N[—=

gdzie A i B sa odpowiednimi wspoétczynnikami CG, zas M lezy pomiedzy (I — %) a—(l — %)

Wektor ten musi by¢ unormowany i ortogonalny do wektora |, %; J=1+ %, M) — o tej samej

liczbie M, ale o J o jeden wiekszym wyznaczonego juz w (37.12). Otrzymamy w ten sposob dwa
rownania, ktore pozwolg obliczyé moduty liczb A i B. Fazy znajdziemy na podstawie uwaznej
dyskusji. Mozemy domysla¢ sie, ze A bedzie ujemne, za§ B > 0, jak to mialo miejsce powyzej.
Trzeba jednak przeprowadzi¢ obliczenia. Normowanie wektora (37.26) daje warunek

|A? + |B=1. (37.27)

Ortogonalnosé wektorow (37.12) i (37.26) prowadzi zas do réwnania

I+ M+1 l—M+1
Ay|———2 + By{/————2 = 0. 2
V2 2+ 1 0 (37.:28)

Rozwiazania uktadu dwoéch powyzszych rownan sa teraz nastepujace

o Jl-M+ 1 o l+ M+
A:em-iﬁ%l, B:—ﬂﬂwjjﬁF: (37.29)

Podstawiajac je do (37.26) dostajemy

o Jl-M+ 1
mgjzp;M>:emwjﬁjlmsz—$amz+a
o [+ M+1

—&WFgﬁlemu:M+%%mu=—

Faze okreslimy, zadajac, aby uzyskany wynik odtwarzal (37.25) jesli potozymy M = [ — pol.

). (37.30)

D=

Widzimy, ze musi by¢ e’ = —1 (czyli A < 01i B > 0, tak jak oczekiwali$my). A zatem mamy

I—M+3
Ly J=l=g M) = =\ [ =M = g5 5,ms = +3)
I+M+ 3
2l+12 [Lmy =M+ 3; 3,ms = —3), (37.31)

co oczywiscie koriczy obliczenia wspotczynnikow CG dla J =1 — % Wspolezynniki w (37.31)
tworza drugi wiersz tabeli (37.4).
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C. Tabela wspo6tczynnikéw Clebscha—Gordana

Skonstruowahsmy wspotczynniki Clebscha-Gordana sktadajac orbitalny moment pedu L oraz
spinowy S przy czym liczby kwantowe okreslajace L sa dowolne (oczywiscie [ > 0 jest calkowite,
za$ m, dla ustalonego [, przebiega zbior (—I,—l + 1,....,1 — 1,1)), natomiast spin ma wartos¢
s =1/2, ajego rzut na o$ z wynosi ms; = £1/2. Jedyne dopuszczalne wartosci liczby J to (I+ %),
przy M przebiegajacym od (I + %) do —(I £ %) Uzyskane wspotczynniki pozwalaja wypelnic
tabele (37.4), ktora przybiera postac

lml’é 1 1 1 1
ml—M—§ Mms = 5 mz—M+§ ms = —35
J=1+3 M [+M+3 [—M+3 (37.32)
20+ 1 2041

J=1-3 M B l—M—i—% l+M—i—%
2l+1 2+1

Wspolezynniki zebrane w tabeli pozwalaja jawnie zapisa¢ relacje (37.3) dla dwoch mozliwych

przypadkéw J =1+ % Zapiszemy je w postaci macierzowej w nastepujacy sposob
L3 J=1+3M)
|1Li J=1-3M)
I+M+14 - M+3
20+ 1 20+ 1 Ly =M—3%; 3,mg=+1
,(37.33)
I—M+1 I+ M+ )
2041 2041

dzieki czemu mozemy zobaczy¢, ze wspotczynniki CG, mimo skomplikowanego zapisu, tworza

N[—

‘Lml:M—i_ﬁa §7mS:_

D=

macierz pozwalajaca przechodzi¢ od jednej bazy do drugiej (w tym wypadku od niesprzezone;
|l,my; s,mg) do sprzezonej |1, s; J, M)).

Przypadek [ =0

W powyzszych rozwazaniach zaktadalismy [ > 0. Trzeba wiec je uzupelni¢ uwzgledniajac przy-
padek | = 0. Gdy [ = 0, woéwczas m; = 0, a ponadto jedyna mozliwoscia dla liczby J jest
J = % Tym samym wektor wynikajacy z drugiego wiersza (37.33) nie ma sensu i pozostaje tylko
pierwszy wiersz. Biorac go dla [ = 0 dostajemy

’0727 _%,M> = \/ﬂ‘07ml:M_%7 %7ms:+%>
b ML 0= Mt b m, = -

Poniewaz J = 5, wiec M = :I:1 Mamy wiec dwa mozliwe przypadki.

). (37.34)

[N

o M = +§. Wbpolczynmk w drugim sktadniku zeruje sie, co jest o tyle pomyslne, ze sktadnik
ten zawieralby ket, w ktorym [ = 0, za§ m; = 1, co jest niemozliwe. tak wiec pozostaje
nam

10,3 J=3M=+3) = [0,m =0; 3,ms=+3)
= [s=%m,=+3). (37.35)
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o M = —%. Teraz zeruje si¢ wspotezynnik pierwszego sktadnika, co zapewnia, ze ket z [ =0
i m; = —1 nie daje wkitadu. Zostaje wiec
’07%7J:%7M:_%> = lovmlzoa %7m8:_%>

Oczywiscie wyniki te sa trywialne, wektory bazy sprzezonej po prostu pokrywaja sie ze stanami
spinowymi (bowiem nie ma orbitalnego momentu pedu). Réwnania (37.35) i (37.36) trudno
wiec nazwaé nieoczekiwanymi.Wynikaja one jednak z ogélnego formalizmu, co potwierdza jego
wewnetrznag spojnoscé.

37.1.3 Stany bazy sprzezonej w reprezentacji potozeniowej

Stany bazy niesprzezonej wystepujace po prawej stronie wzoru (37.33) sa zlozeniem stanow
|lm;) orbitalnego momentu pedu i stanéw spinowych | s = %, ms ). Stany wlasne L - formalne
wektory z przestrzeni Hilberta mozemy wyrazi¢ w reprezentacji potozeniowej, zas stany spinowe w
reprezentacji (17.20), tj. "stupkéw" z C2. Wobec tego, pierwszy wiersz relacji (37.33) zapisujemy
w postaci

. I+ M+3 . . X
qjl,s:%;J:H%,M(r) T (Bpllimy=M—35) (s:|3.ms=+3)
I—M+3
g (Oelbm= M+ g) (e gm = —3),  (3737)

gdzie (s, |s,ms) oznacza odpowiedni wektor z C2. Stany wlasne Lw reprezentacji potozeniowej
to harmoniki sferyczne, zatem

. I+ M+ 1
Vel = Ty a1 09) <o>
I-M+1 0
=2y (0 . .
TV T Ve S0)<1> (37.38)

W pelni analogiczne podstawienia przeprowadzamy w drugim wierszu wyrazenia (37.33), otrzy-
mujac tym razem

= l_M"’% 1 1 1
Vioedigm D) = —\ gy (Oelbmu=M =) (s:]3.ms =+3)

2 +1
1—M+3 1
= - 0
1 w109 <0>
I+M+3 0
T2y . .
L0 (V). o
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Podsumowujac, stany bazy sprzezonej w reprezentacji polozeniowej zapisujemy w postaci spino-

I
Vi Y, 1(09)
P S T G ’ : (37.40a)
s=g; J=l+ .M [1-M+3
21+1 }/;7M+%(980)

1
I+M+5
V=2 Y 1009)
" LM—5
peck. g1, (F) = - : (37.40D)
$= =T [1-M+35
21+1 }/l,M-i-% (9 (10)

37.1.4 Przyklad zastosowania: [ =11 s = %

réw

D=

v

Zastosujmy nasze ogblne rozwazania do konkretnego przypadku. Zbadajmy zlozenie momentu
pedu L ze spinem S dlal =1 (m; = —1,0,1) i s = 1 (czyli my = £1). Liczba J okreslajaca
%, %, dla ktérych odpowiednio
M = %, %, —%, —% lub M = %, —%. W tym przypadku przestrzenie stanéw niesprzezonych i
sprzezonych sa 6-cio wymiarowe ((21+1)(2s+1) = 3-2 = 6). Kazdy z sze$ciu stanéw sprzezonych
jest kombinacja liniowa stanéw niesprzezonych |1, my; %, ms ). Wspotezynnikami kombinacji sg
oczywiscie wspotczynniki CG. Sporzadzimy teraz tabele tych wspotczynnikow. Przede wszystkim
skorzystamy z tabeli (37.32) zaadaptowanej do badanego przypadku. Dla I = 1 otrzymujemy

catkowity moment pedu przyjmuje tylko 2 dozwolone wartosci J =

CJ,M mle—% m1:M+%
1m17%m5 ms:% msz—%
3 3
s+ M s—M
J=3 M 2 2 .
X 3 3 (37.41)
3 3
s—M 5+ M
J=31i M —1/2 2
2 3 3
Przestrzenie stanow sg 6-cio wymiarowe, wiec tabela wszystkich mozliwych (dlal =11 s = %)

wspotczynnikow CG bedzie macierzg 6 x 6. Kolumny macierzy uporzadkujemy wedlug malejacej
liczby M. Przy jednakowym M, bardziej z lewa stoi kolumna z wiekszym J. Wiersze macierzy
porzadkujemy wedlug malejacego mq, przy tym samym m; wiersze sa uporzadkowane wedlug
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malejacych liczb mg. Tabela (macierz) wspotczynnikow CG dla zlozenia [ =11 s = % ma postaé

chu J=5 | J=3 [ J= [ J=3 | J=i | J=}

1m172ms M_E M 3 MZE M:_E M:_E M:_E
mi=1, m,=1 1 0 0 0 0 0
mi=1, my=—1 0 3 3 0 0 0
my =0, my=1 0 2 -3 0 0 0
my =0, my=—1 0 0 0 NG 3 0
mi=—1, my=1 0 0 0 3 —/3 0
my =—1, my=—1 0 0 0 0 0 1

(37.42)

Wspotezynniki CG wypisane w tabeli obliczamy w nastepujacy sposob.

e Jesli warunek M = mqy+my nie jest spetniony, to odpowiednie wspotczynniki CG sg zerami.
Sprawdzenie tego warunku dla poszczegdlnych pol tabeli prowadzi od razu do pojawienia
sie wielu zer. Co wiecej, macierz dzieli sie na 4 podmacierze (klatki) odpowiadajace roznym
warto$ciom M.

o J= %, M = % Sytuacji tej odpowiada lewy gérny wyraz tabeli pomocniczej (37.41). Daje
on 1 w pierwszym wierszu pierwszej kolumny macierzy (37.42).

e Gorna podmacierz 2 x 2 (w ktorej M = %) wynika bezposrednio z tabeli pomocniczej, ktora
jednak trzeba stosowaé¢ uwaznie ze wzgledu na inny uktad wierszy i kolumn.

e Dolna podmacierz 2 x 2 (w ktérej M = —1) takze wynika z uwaznego zastosowania tabeli
pomocnicze;j.

e Ostatnia kolumna J = %, M = % wynika z prawego gérnego wyrazu tabeli pomocnicze;j.

Przedstawilismy tu konstrukcje wspotczynnikéow CG dla ztozenia | = 11 s = % Nie ma prze-
szkdd, by analogicznymi metodami przebadaé¢ zlozenie np. | =21 s = % Wymiar odpowiedniej
macierzy rosnie i wynosi (2/+1)(2s+1) = 10. Wyliczenie elementéw takiej macierzy jest bardziej
pracochtonne, lecz koncepcyjnie nietrudne.

37.1.5 Stany bazy niesprzezonej via stany sprzezone

Wspotezynniki CG pozwalaja przejsé z bazy niesprzezonej do sprzezonej i na odwrdt. Odwotu-
jemy sie do wzoru (18.94), ktory w rozwazanej sytuacji pozwala napisaé¢ relacje odwrotna do
(37.3)
1
J=l£5 M
[Lmy; s=3,m) = R LS IM), (37.43)

lmy; 5,ms
_ 1 k) 727 S
J=lt3

gdzie suma ma tylko dwa sktadniki. Musi by¢ spelniony warunek M = m; + m + s, wobec tego
mamy

1
J=l+5,M
— .1 _ 27
|l,my =M —mg; 5,ms) = C

1L, J=1+3M)

Lmy=M—ms; %77”5

1
+oo 7ML = - 1 M, (37.44)

Lmi=M—ms; 5,ms
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Zwr6oémy uwage, ze ktadac kolejno mg = :i:% musimy z tabeli (37.32) odczytywaé¢ wspotezynniki
CG kolumnami. W rezultacie otrzymujemy formule podobna do (37.33)

(\l7ml=M—%; %7ms:+%>>

‘l7ml:M+%7 %’msz—%>

I+M+1 =M+

2+ 1 2+ 1 (\L%;J:H%J\M)
I—M+3 I+M+3
2l + 1 20+ 1

co znéw pokazuje macierzowy charakter wspotczynnikow CG.

(37.45)

37.1.6 Unitarnos$é¢ wspoéltczynnikow Clebscha—Gordana

Formuta (37.33) daje transformacje od bazy niesprzezonej (IV) do sprzezonej (.5), zas wzor (37.45)
zadaje przejscie w odwrotng strone: S — N. Macierze wystepujace w tych wyrazeniach maja
strukture

My—s = (_ab Z) oraz Mg_n = (Z _ab ) (37.46)

Elementarne wymnozenie tych macierzy prowadzi do wniosku, ze

a® + b? 0
0 a’® + bv?

+M+3: 1-M+Li\ /1 0 10
= = . 4
<2H1*'m+1 0 1 0 1 (87.47)

Widzimy wiec, ze macierze te sa wzajemnie odwrotne. Transformacja pomiedzy bazami jest

MN—)S X MS—)N = MS—>N X MN—>S = <

ortogonalna, wiec i unitarna. Nietrudno tez sprawdzi¢, ze relacje ortogonalnosci (18.86) pomiedzy
wierszami macierzy My_,s (patrz tabela (37.32)), lub analogiczna relacja (18.89) pomiedzy jej
kolumnami, sg ewidentnie spetnione.

37.1.7 Przyklad zastosowania

Rozwazymy stan atomu wodoropodobnego, ktory jest opisany funkcja falowa

P(r) = %Rm(?“) Yi,-1(0,¢) x+ + ? Ro1(r) Y1,41(0,0) x—, (37.48)

gdzie Ry to radialna funkcja falowa, ¥, sa harmonikami sferycznymi, zas x4 to stany spinowe.
Celem naszych rozwazan jest obliczenie dwboch wartosci oczekiwanych

(J.) = (¥]J.|¥), oraz (J%) = (9| T|y). (37.49)

Funkcja falowa (37.48) jest zapisana w reprezentacji potozeniowej. Przedstawia ona stan, ktory
jest kombinacjg liniowa

1
lY) = 5|n:2,l:1,m1:—1;s:%,ms:+%>
3
+ %|n:2,l:1,ml:+1;s:%,ms:—%>. (37.50)
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Przy obliczeniach wartosci oczekiwanych (37.49) glowna liczba kwantowa nie odgrywa roli, wiec
pominiemy je w dalszym ciagu naszych obliczen. Stan |v) jest kombinacja liniowa stanéw bazy
niesprzezonej, dla ktorej liczba kwantowa J odpowiadajaca operatorowi J2 jest nieokreslona,
cho¢ wiemy, ze moze ona przyjmowaé tylko dwie wartosci J = [ + % Aby obliczyé drugg z
podanych wartosci oczekiwanych musimy przej$é¢ do bazy sprzezonej. Wartosé oczekiwana (J, )
mozna oblicza¢ w obu bazach, bowiem ich wektory sa stanami wtasnymi operatora J, (patrz

(18.45) i (18.46)).

Obliczenia (J,) w bazie niesprzezonej

Poniewaz J, = L, + S, wiec z (37.50) od razu dostajemy

1
LlY) = §(Lz+5z)|l=1»ml=—1;s:%,ms=+%>
V3
+ 5 (L 45) [I=Tm = +1is = 3,ms = —3). (37.51)

Stany bazy niesprzezonej sg stanami wlasnymi L, oraz S, wiec

1
JZ’w> = 5 (_h‘i‘%h) ’lzl,ml:—l;S:%7m8:+%>

V3
+ > (h=2%n) [l=1m =4Ls=1ms=—

Po uporzadkowaniu, obliczamy wartos¢ oczekiwana (nieco skracajac notacje)

<Jz> = <¢’Jz|w>

). (37.52)

[N

h 3
{-1\1,—1;§,+%> + —Z—»U,+1;%,—%>} (37.53)
Obliczajac iloczyny skalarne wektoréw bazy niesprzezonej korzystamy z ich ortonormalnosci i
dostajemy
h 3h h
J) = — = S 37.54
(J2) s TR T 0 (37.54)

co koriczy obliczenia w bazie niesprzezone;j.

Stan |1 ) w bazie sprzezonej

Stan |1 ) dany w (37.50) w bazie niesprzezonej musimy teraz wyrazi¢ w bazie sprzezonej. W tym
celu musimy jedynie dopasowaé liczby kwantowe i skorzysta¢ ze wzoru (37.45).

e Stan |l =1,m; = —1;s = %,ms = —|—%>
Musimy zawsze mie¢ M = m; + myg, zatem M = —% i wobec tego m; = -1 = M — %
Korzystamy z pierwszego wiersza wzoru (37.45)
L= 1m =L s = 4,m, = +1)
1+ M+ 3
=\ —2|l=1,s=%J=1+1 M
2l + 1 ‘ 78 27 + 27 >
I—M+1
——2|l=1,s=3%J=1-3 M) (37.55)

20+1
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Podstawiajac wlasciwe liczby kwantowe i porzadkujac mamy

[l=1,m = —1, 3—%,m5:+%>
1 1 3 1
= g’l_178_§7‘]:§7M:_§>
2
- §H:Ls:§J:%JJ:—% (37.56)
e Stan |l = 1,m; = +1;s = %,ms = —%> Poniewaz zawsze M = m; + ms, zatem w tym

przypadku M = % Wobec tego m; =1 =M + % Korzystamy z drugiego wiersza wzoru
(37.45) i dostajemy

[l=1m=1;5=3,m;=—3)
- M+1
=\ gy 1=Ls=g5 I =145, M)
I+ M+3
-jiijiﬂl:Ls:%;J:l—%J4> (37.57)

[l=1,m=1;5=3,ms=—3)
1 1 3 1
2
+¢gu:Ls:§J:%J4:%> (37.58)

Analizowany stan |1) jest kombinacja (37.50) stanéw w bazie niesprzezonej. Podstawiamy wiec
(37.56) i (37.58) otrzymujac kombinacje

y) = ?hﬂw=%J=%M=5
+%|l:1,s:%;J:%,M:%>
+;%U:LSZ§J:§M:—5
L imns=L=1 =), (37.59)

Stan |1 ) jest wiec kombinacja liniowa czterech stanéw bazy sprzezonej. Wspotczynniki w po-
wyzszym wzorze s3 amplitudami prawdopodobieiistwa wystapienia odpowiednich stanéw. Niech
P(J, M) bedzie prawdopodobieristwem wystapienia stanu okreslonego liczbami kwantowymi J i
M. Na podstawie (37.59) mozemy wiec napisaé

PU=3 M=3) = %
PJ=3 M=3) = 3
PU=§ M=} = 4
PJ=3% M=-3) = & (37.60)

Prawdopodobietistwa te sumuja sie do jedynki, jak by¢ powinno.
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Obliczenia (J,) i (J?) w bazie sprzezonej
Baza sprzezona jest baza standéw wtasnych operatora J,. Wobec tego mozemy napisaé
h/1 1 h /1 1 h
J,) = Mh-P(JIM) = -|-+=) — =|—=+=) = — 37.61
(1) = S = 5(5+5) - 5(5+g) = 1 (37.61)
co oczywiscie jest w zgodzie z wynikiem (37.54) uzyskanym w bazie niesprzezone;j.
Analogicznie obliczamy wartosé oczekiwang operatora J2. A zatem
(J%) = 3 KJ(J+1)-P(J, M)
J
35 (1 1 1 3 /1 1 7h?
R?. == e B2 == (— —) = —. 37.62
2 2 (4+12)+ 2 2 2+6 4 ( )

Tym samym, przechodzac od bazy niesprzezonej do sprzezonej, odpowiedzieliémy na postawione
na wstepie pytania.

kok okok sk oskok ok sk okok ckoskok ok sk okok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok
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