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Rozdzial 5

Z.asada nieoznaczonosci

5.1 Formalna zasada nieoznaczonosci

5.1.1 Srednie i dyspersje. Pojecia wstepne

A A~ ~

Niech fl, B oraz C beda operatorami hermitowskimi (obserwablami A= AT, B = ET, C= C’T).
Niech operatory te spetniaja relacje komutacyjna

[A, B] = AB — BA =inC. (5.1)

Czynnik h zostal po prawej stronie wprowadzony dla wygody. Natomiast jednostka urojona
po prawej jest konieczna, ze wzgledu na to, ze komutator dwoéch operatoréw hermitowskich
jest antyhermitowski (zmienia znak przy sprzezeniu), skoro zas C' jest z zalozenia hermitowski,
zgodnosé mozna zapewnié¢ tylko poprzez 6w dodatkowy czynnik i. Istotnie, z hermitowskosci
operatorow A, B oraz C wynika

(A, B)' = (AB-BA) = BIAT— ATB = BA- AB
= —[A, B] =—ihC" = (inC)". (5.2)

>

Wprowadzone operatory sg obserwablami pewnego uktadu fizycznego opisanego funkcja falowa
¥ (ktora przyjmujemy za znana). W stanie tym wartosci oczekiwane sa dane przez elementy
macierzowe

(4) = (v|Alv), (B) = (¥]B[v), (5:3)

ktore obliczamy zgodnie z zasadami omoéwionymi w rozdziale 3. W podobny sposéb definiujemy
dyspersje obserwabli. Dla obserwabli A mamy (patrz (3.80))

o*(A) = ((A—(A)®) = (A4%)—(A)2. (5.4)

bowiem warto$¢ oczekiwana ( A ) jest liczba i komutuje z dowolnym operatorem. Dla obserwabli
B mamy oczywiscie identyczne wyrazenia. Obie dyspersje, zgodnie z (3.89) sa dodatnie

o?(A) > 0, o?(B) > 0. (5.5)
Dla wygody dalszych rozwazan wygodnie jest przedefiniowaé¢ obserwable AiB:
A=A—(A)=AT, B=DB-(B) =8B, (5.6)

ktore sg takze hermitowskie, bo wartoéci oczekiwane ( A) i ( B) sa rzeczywiste. Obserwable A i
B spetniaja nastepujace lematy:.
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Lemat 5.1 Wartosci oczekiwane operatoréw A i B znikajq

(A)Y=(B)=0. (5.7)
Dowdd. Relacja ta w oczywisty sposob wynika z okreslen (5.6) i (5.3). m
Lemat 5.2 Dyspersje operatorow AiB sq rowne dyspersjom operatorow A oraz B.

o?(A) = 0?(A), 0%(B) = o*(B). (5.8)

Dowo6d. Wezmy pod uwage A i A. Wprost z (5.6) mamy

?(A) = ((A—(A))) = (&). (5.9)

Z relacji (5.7) wynika dalej
(A = ((A-0)") = ((A-(A))) = (), (5.10)

co nalezalo wykazaé. Dla operatoréw Bi B dowod przebiega identycznie. B

Lemat 5.3 Operatory A i B spetniajg te samgq relacje komutacyjng co operatory wyjsciowe A
oraz B, to jest

[A, B] = [4, B] = inC. (5.11)

Dowod. Z definicji (5.6) tatwo otrzymujemy

|- () (B—(B)) ~ (
B—A< ) = (A)B+ (AN
—BA+ B(A) +

(A, B] = B))(A-(A))

(5.
(A B—
= A B>
(BYA—(A)(B) (5.12)

Poniewaz (A) oraz ( B) to liczby (rzeczywiste) wiec komutuja one z dowolnymi operatorami.
Wiekszos¢ cztondéw znosi sie parami. Zostaje nam tylko

[A, B] = AB-BA = inC. (5.13)
zgodnie z przyjetym zalozeniem (5.1), co oczywiscie koriczy dowdd lematu. m
Wykazemy teraz twierdzenie kluczowe dla wyprowadzenia zasady nieoznaczonosci.

Twierdzenie 5.1 Niech G oznacza operator w przestrzeni Hilberta H. Operator G moze, ale nie
must byé hermitowski. Wowczas, dla dowolnej funkcji falowej 1 € H zachodzi nieréwnosé

(V|GTG|y) > 0. (5.14)
Dowod. Z okreslenia operatora sprzezonego i sposobu w jaki on dziata (por. (3.26)), mamy
(WIGTGlY) = (Gyv|GY) = |Gy > o0, (5.15)

co wynika z podstawowych wtasnosci normy w przestrzeni wektorowej. Na zakonczenie dowodu,
zwroémy uwage, ze rownosé w relacji (5.16) zachodzi tylko i tylko wtedy, gdy

Gty = 0, (5.16)

co takze wynika z wtasno$ci normy. B
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5.1.2 Zasada nieoznaczonosci

Zasade nieoznaczono$ci wyprowadzimy przy tych samych zalozeniach wstepnych, przy ktérych
dyskutowalismy dyspersje, nie bedziemy wiec ich powtarza¢. Dla operatoréw (obserwabli) A oraz
B budujemy operatory pomocnicze

G = A—iaB, GT = A +iaB, a€R, (5.17)

gdzie a jest parametrem. Zauwazmy, ze tak zdefiniowany operator G nie jest hermitowski. Na
mocy twierdzenia (5.14) mamy natychmiast (po podstawieniu (5.17)):

(v| (A+iaB) (A-iaB) ) > 0. (5.18)
przy czym réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy
Gty = (A—iaB)y = 0. (5.19)

Analizujac dalej relacje (5.18) utrzymujemy uporzadkowanie operatoréow (bo na ogét nie komu-
tuja) i korzystamy z liniowosci tego wyrazenia. W ten sposéb uzyskujemy

(Y| A% |¢) —ia(e | (AB — BA)[¢) + a*(¢ | B* |¢) > 0. (5.20)

Na podstawie lematu (5.8) rozpoznajemy dyspersje (1| A%|)) = 02(A) i analogicznie dla ope-
ratora B2. W drugim czlonie wystepuje komutator réwny ihC, zatem

02 (A) + a?0c*(B) + ah(C) > 0. (5.21)

Otrzymalismy wiec tréjmian kwadratowy parametru a € R. Tréjmian jest nieujemny, wiec jego
wyr6znik musi by¢ niedodatni, a to odpowiada warunkowi

A=h*C) - 40%A)d*B) < 0. (5.22)
Powyzszy warunek jest rownowazny relacji

o?(A) o?(B) > %2 (C)?, (5.23)

ktora stanowi tresé formalnej zasady nieoznaczonosci. Zasada ta stanowi¢ bedzie punkt wyjscia
do dalszej dyskusji.

5.1.3 Warunki minimalizacji zasady nieoznaczono$ci
Zasada nieoznaczonosci (5.23) bedzie zminimalizowana, tzn. zachodzi¢ bedzie rownosé

o2(4) 02(B) = hz (O, (5.24)

jezeli wyroznik A w rownaniu (5.22) jest zerem. Wowczas trojmian (5.21) ma jeden (podwojny)
pierwiastek wynoszacy
nC
a=— < A> (5.25)
20%(B)

Ponadto, bedzie mie¢ miejsce relacja (5.19). Wnioskujemy wiec, ze funkcja falowa 1 minimalizuje
zasade nieoznaczonosci (zachodzi (5.24)), jezeli spelnione jest rownanie

(A—mfzw =0, (5.26)
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gdzie parametr a dany jest wzorem (5.25). Zwroéémy uwage, ze skoro zachodzi (5.24), to mozemy

rownie dobrze wyrazi¢ w (5.25) 02(B) za pomoca 02(A) i wobec tego mozemy napisac

4;

*(A) _ 20°(4) (5.27)
2 (C)? hC)

W) ne)
a=— <
*(B) 2
Dla wygody dalszych zastosowari rozpiszmy staranniej rownanie (5.26), definiujace funkcje falowa
1, dla ktorej nastepuje minimalizacja zasady nieoznaczonosci. Uzywajac okreslern A1 B w (5.26)

mamy wiec

(A= (a)) v = ia(B-(B))v (5.28)
Wykorzystujac dalej (5.27) uzyskujemy
. L
(A-(a))w = ——202@2 (B—(B))w
_ _7? (‘;‘) (B—(B))v (5.29)

Rownania (5.28) 1 (5.29) sa scisle rownowazne, pozwalaja wyznaczy¢ stan |1 ), ktory minimali-
zuje zasade nieoznaczonosci. Dla uktadu fizycznego w stanie spelniajacym ktores z tych réwnan
zachodzi relacja (5.24), a wiec zasada nieoznaczonosci jest zminimalizowana. Przyktady obliczen
ilustrujacych minimalizacje zasady nieoznaczonosci mozna znalezé w Uzupetnieniach.

5.2 Dyskusja i pewne zastosowania

5.2.1 Ogoblne sformulowanie

Uzyskana ogolna postaé zasady nieoznaczonosci moze by¢ sformutowana tak:
Dwie obserwable niekomutujace A oraz B nie moga by¢ jednoczesnie okreslone (zmierzone)
z dowolng, doktadnoscia. Dyspersje pomiaru speliaja nieréwnosé

h2

- (€)%, (5.30)

o?(A)o*(B) >
gdzie C=Ct wynika z relacji komutacyjnej
[A, B] = AB— BA =inC. (5.31)

Wnhiosek : Pomiar wielkosci fizycznych (jednoczesny), ktorych operatory komutuja, jest moz-
liwy z dowolng doktadnoscia, bowiem wtedy C = 0.

Zasada nieoznaczonosci (5.30) ma nastepujacy sens. Przygotowujemy N >> 1 identycznych eg-
zemplarzy badanego uktadu fizycznego. Kazdy z nich jest w stanie opisanym ta sama funkcja
falowa v¥. W N/2 uktadéw dokonujemy pomiaréw wielkosci fizycznej A (ktorej odpowiada obser-
wabla fl) Otrzymujemy pewien rozklad rezultatow pomiarowych wokol wartosci sredniej ( A).
Rozktad ten ma szeroko$¢ scharakteryzowang przez dyspersje 1/o2(A). W pozostatych uktadach
dokonujemy pomiaru wielkosci B (obserwabla B ). Otrzymujemy rozktad wokot ( B) o szerokosci
\/02(B). Niezaleznie od doktadnosci aparatury pomiarowej (moze by¢ idealna) szerokosci obu
rozktadow spelnia¢ musza nieréwnosé (5.30). Zasada nieoznaczonosci jest prawem przyrody. Dys-
persje wielkosci fizycznych w niej wystepujace nie maja nic wspoélnego z bledami pomiarowymi
(aparaturowymi). Nieokreslonosci wynikle z zasady nieoznaczonosci maja charakter zasadniczy.
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Idealny (bezbtedny) pomiar nie moze przekroczy¢ ograniczen wynikajacych z zasady nieoznaczo-
nosci.

Zmaczenie zasady nieoznaczonosci jest nie do przecenienia, a jej zastosowania sa praktycz-
nie nieograniczone. W tym rozdziale, z koniecznosci ograniczamy sie do omoéwienia tylko kilku
wybranych zastosowan. Inne mozna znalezé w dalszych rozdziatach.

o W Uzupetnieniach omawiamy pakiet falowy, ktory minimalizuje zasade nieoznaczonosci.

e Przedstawiamy tam takze dyskusje doswiadczenia interferencyjnego na dwoch szczelinach.
Zasada nieoznaczonosci pozwala wnioskowaé, ze stwierdzenie przez ktora szczeling przeszta
czastka prowadzi do zniszczenia (rozmycia) obrazu interferencyjnego.

e W rozdziale 15 pokazujemy, ze stabilnos¢ atomu (ograniczenie energii z dotu) wynika wprost
z zasady nieoznaczonosci.

e W rozdziale 27 Uzupetnieri stosujemy zasade nieoznaczonosci do oszacowania stanu energii
stanu podstawowego kwantowo-mechanicznego oscylatora harmonicznego.

5.2.2 Relacja nieoznaczonosci polozenie—ped

Najczestszym przyktadem zastosowania zasady nieoznaczonodci jest niewspoétmierzalnosé wspot-
rzednej i odpowiedniej sktadowej pedu. Wezmy pod uwage sktadows x-owa polozenia i pedu oraz
spelniana przez nie regute komutacyjna (por. (3.97), (3.94) i (3.104c¢)

A ., 0 . .

&=, Pj =Pz = — m%, [ &, Py | = ih. (5.32)

Z relacji komutacyjnej oczywiscie wynika C' = 1. Scisle zastosowanie zasady nieoznaczonoci
(5.30) pozwala wiec napisaé¢

h2
Ia

co odnosi si¢ do minimalnych (uzyskanych za pomoca idealnej aparatury) dyspersji pomiarowych,

o?(x) o*(ps) > (5.33)

np. dla polozenia o?(x) = ((z—(x))?) = (22 ) — (z)?. Najczeiciej, choé zupehie niescidle, pisze
sie
h

Az - Apx > 5, (5'34)

mowiac, ze nieokreslonosé potozenia Az i nieokreslonosé (rozmycie) pedu Ap, spetniaja (5.34).
Pamieta¢ jednak nalezy, ze Scisty sens zasady nieoznaczonosci przypisujemy relacji (5.33), nato-
miast wzor (5.34) jest jedynie intuicyjnym przyblizeniem.

Zwroémy uwage, ze z zasady nieoznaczonosci wynika, ze nie istnieja takie stany (funkcje falo-
we) kwantowo-mechaniczne, w ktorych jednoczesnie znikaja dyspersje potozenia i pedu. Mozliwe
jest, ze 0%(z) — 0, wowczas jednak musi byé¢ o2(p,) — 0o. Zyskujac pelng informacje o sktado-
wej x polozenia czastki, tracimy jednoczesnie jakakolwiek mozliwos¢ okreslenia x-owej sktadowej
pedu. Rzecz jasna, moze tez by¢ odwrotnie.

Warto w tym miejscu zdaé sobie sprawe z rzedow wielkosci. W tym celu zastosujemy zasade
nieoznaczonosci (5.34) do pytku kurzu o $rednicy d = 1 pm = 1-107% m i masie m ~ 1071% kg.
Przyjmijmy, ze pytek porusza si¢ z predkoscia v = 1 mm/s = 11073 m/s. Ped takiego pyltku
wynosi wiec p = mwv ~ 10718 Js/m. Jezeli teraz polozenie takiego pytku okreslamy (mierzymy)
z doktadnoécia do 0.01d = 10~® m, to kwantowo-mechaniczna niepewnosé okreslenia pedu jest
rzedu

(5.35)
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Widzimy wiec, ze relacja nieoznaczonosci wprowadza wzgledna nieokreslonosé pedu o wartosci
rzedu Ap/p ~ 1078, co jest grubo ponizej mozliwoéci pomiarowych.

Whioskujemy zatem, ze w odniesieniu do cial makroskopowych o masach rzedu od 1076 kg
wzwyz, niepewno$é pedu (przy Az ~ 10~8m) prowadzi na ogét do jeszcze mniejszych wzglednych
btedéw. A wiec w zagadnieniach fizyki makroskopowej relacja nieoznaczonosci nie ma zadnego
praktycznego znaczenia. Natomiast w mikroswiecie (a wiec w zagadnieniach mechaniki kwanto-
wej) zasada nieoznaczonosci ma znaczenie bardzo istotne.

5.2.3 Zastosowanie do atomu w modelu Bohra

Model atomu Bohra jest znany ze szkoly sredniej, wiec nie bedziemy go tu omawiaé, lecz po prostu
zeni skorzystamy. W modelu tym, elektron krazacy wokot protonu (atom wodoru) traktowany
jest jako czastka klasyczna poruszajaca sie po orbicie kotowej. Podany przez Bohra warunek
kwantowania okresla moment pedu elektronu, a wiec wiaze ped elektronu i promien jego orbity

L = rp = nh, n=123...... (5.36)

Zeby moc sensownie mowié o elektronie jako czastce posiadajacej dobrze okreslona trajektorie (a
wiec w terminach fizyki klasycznej) wzgledne niepewnosci polozenia (mierzonego wzdtuz orbity)
i pedu powinny byé¢ mate, tzn.

Axr < r, Ap < p. (5.37)

Oczywiscie, obie powyzsze nieréwnosci oznaczaja, ze

Ax Ap
rp

< 1. (5.38)

7 drugiej strony, relacja nieoznaczonosci narzuca ograniczenie na iloczyn niepewnosci potozenia

i pedu. Poniewaz interesuja nas tu oszacowania rzedéw wielkosci, wiec zastosujemy zasade nie-

1

oznaczonosci w jej intuicyjnej postaci (5.34): AxzAp > h (pominiemy czynnik 3, bo on i tak nie

2
zmienia oszacowan). Wobec tego, powyzsza nieréwno$¢ mozemy zapisaé jako
Ax A h
1 R S (5.39)
rp rp
Wyrazajac iloczyn rp za pomoca warunku kwantowania (5.36) otrzymujemy
Ax A 1 1
1> L — 1> -, — no> 1. (5.40)
rp n n

Widzimy wiec, ze uzyskany warunek moze by¢ spetniony co najwyzej dla duzych wartosci liczby
kwantowej n. Model atomu Bohra dla n matych prowadzi do sprzecznosci z zasada nieoznaczo-
nosci. Wystarcza to do jego odrzucenia. Zasada nieoznaczonosci sprawia, ze model oparty na
pojeciu (klasycznym) trajektorii musi zosta¢ odrzucony. Warto jednak zauwazy¢, ze dla duzych
n (tzw. atomy Rydbergowskie) analogie klasyczne moga by¢ pozyteczne. Innymi stowy mozemy
stwierdzié¢, ze elektrony wzbudzone do stanéw kwantowych o duzej wartosci liczby kwantowej n
zachowujg sie podobnie do czastek klasycznych. Analogia ta ma jednak jakosciowy charakter i w
zwigzku z tym, przy praktycznych obliczeniach, lepiej postugiwaé sie mechanika kwantows.
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5.3 Zasada nieoznaczono$ci energia — czas

Przypomnijmy, ze dla dwoch obserwabli A oraz B spelniajacych relacje komutacyjna (5.1) obo-
wiazuje, relacja (5.23), to jest zasada nieoznaczonosci
h2

A2
o’(4)*(B) > —[(C) | (5.41)
Operator Hamiltona jest operatorem energii. Wezmy wiec B=~H. Dyspersja hamiltonianu od-
powiada dyspersji energii, wiec zamiast (5.41), mozemy teraz napisac

hQ
4

2

! , (5.42)

o*(A)o*(E) > | (=[A H])

gdzie jawnie wpisaliémy komutator. Zalézmy dalej, ze obserwabla A nie zalezy jawnie od cza-
su, a wiec DA/dt = 0. Wobec tego, na mocy formuly (4.40), warto$é oczekiwang komutatora
wystepujacego we wzorze (5.42) mozemy zastapi¢ przez pochodna czasowa wartosci oczekiwanej
obserwabli A. W ten sposOb otrzymujemy

R2 | d(A) |
2(A) o%(E) > —| <L 4
(Ao (E) > | = (5.43)
co oczywiscie prowadzi do wniosku, ze

a*(A) 2 &
————00%(F) = —. 5.44
‘d(A) 7o (B) > 7 (5.44)

dt

Konieczne jest teraz omowienie sensu utamka stojacego po lewej stronie powyzszego wyrazenia.
Dyspersja 02(A) = ((A — (A))?) = (A%) — (A)? opisuje odchylenie (Sredniokwadratowe)
wartosci obserwabli A od wartosci oczekiwanej ( A) (Sredniej). Natomiast pochodna d(A)/dt
mowi, nam jakie jest tempo zmian (w czasie) wartosci oczekiwanej. Jezeli przez AA oznaczymy
charakterystyczne dla obserwabli A odchylenie, zachodzace w ciagu czasu 74, wowczas mozemy

oszacowal
d( A AA
o?(A) ~ (AA)?, oraz A A) N o—. (5.45)
dt TA
Oszacowania te pozwalaja zapisa¢ utamek z (5.44) w postaci
(A AA)?
o°(4) (A4 ~ 2 (5.46)
d(A)

2 ~ AA 2
(%)

Czas T4 mozemy interpretowac jako charakterystyczny czas trwania typowych fluktuacji (zmian

i

w czasie) obserwabli A. Innymi stowy, czas 74 jest to czas potrzebny na to, aby zmiany wartosci
( A) wynikle z ewolucji czasowej byly poréwnywalne z typowym odchyleniem okreslonym przez
Vo2(A). Wykorzystujac (5.46) w relacji (5.44), piszemy
h

TA - O'(E) > 5’ (547)
co nazwiemy relacja nieoznaczonosci energia—czas. Podejécie takie jest nieodzowne, bowiem nie
istnieje wielko$¢, ktora moglibySmy nazwaé operatorem czasu. Zazwyczaj, relacje te zapisuje sie
nieco prosciej, a mianowicie

At-AE > h (5.48)
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Wynik ten mozemy interpretowaé tak: jesli w uktadzie fizycznym zachodza pewne zmiany majace
charakterystyczny czas trwania At, to towarzyszace tym efektom zmiany energii sg okreslone
z dokladnoscia AFE tak, aby spelione byly powyzsze relacje. Na przyktad, z doswiadczenia
wiadomo, zZe elektron w atomie przebywa w stanie wzbudzonym przez pewien skoriczony czas At
(tzw. czas zycia stanu wzbudzonego), a nastepnie przechodzi do stanu podstawowego emitujac
jednoczesnie foton — kwant pola elektromagnetycznego. Z relacji nieoznaczonosci (5.48) wynika,
ze energia fotonu jest okreslona z doktadnoscia do AE = i/ At. Mozemy wiec powiedzie¢, ze stan
wzbudzony elektronu w atomie ma pewne rozmycie AFE energii.

Jezeli konserwatywny uktad fizyczny znajduje sie w stanie wlasnym hamiltonianu, to jak wie-
my, jego energia jest stala w czasie, co odpowiada nieokreslonosci (rozmyciu) energii AE = 0.
Zasada nieoznaczonosci (5.48) wymaga wowczas aby At — 0o, co oznacza, ze uklad taki przeby-
wa w danym stanie dowolnie dtugo. Jest to dodatkowe uzasadnienie nazwy "stan stacjonarny".
Oczywiscie obecno$é¢ oddzialywan zewnetrznych moze spowodowaé, ze stan uktadu bedzie ule-
ga¢ zmianom. Wplyw oddzialywan (zaburzen) zewnetrznych dyskutowaé¢ bedziemy w dalszych
rozdziatach.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 70



