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Rozdziat 23

(U.2) Funkcje falowe i rownanie
Schrodingera

23.1 Ro6wnanie Kleina—Gordona

Przyjmijmy (na razie bez dowodu), ze zwiazki (2.23) pomiedzy operatorami a wielkosciami fizycz-
nymi rzeczywiscie obowiazuja. Sprobujemy wiec, postugujac sie nimi, zbudowaé réwnanie falowe
dla czastki relatywistycznej o masie m — odpowiednik réwnania Schrédingera. Jak wiadomo, dla
czastki relatywistycznej energia i ped sa zwiazane relacja

E = \/ﬁ262 + m2ct . (23.1)

Gdybysmy tu podstawili operatory (2.23) to mieliby$my klopot polegajacy na tym, ze nie bardzo
wiadomo co to jest pierwiastek z operatora rézniczkowego. Naturalnym wyjéciem jest podniesienie
relacji (23.1) do kwadratu: E? = p?c? + m?c?, gdzie teraz podstawiamy odpowiedniosci (2.23).
W ten sposob dostajemy réownanie falowe o postaci

82

— WS U(EY = — BREVRUED + mic (), (23.2)

ktore tatwo przeksztatcamy do postaci

[(i 8_2 _ V2> + mzczl U(F,t) = 0. (23.3)

c? Ot?

Roéwnanie to jest znane jako réwnanie Kleina-Gordona i rzeczywiscie wystepuje w relatywistycz-
nej mechanice kwantowej (opisuje czastke bezspinowa). Nie bedziemy tu jednak zajmowac sie ani
dyskusja ani zastosowaniami tego réwnania. Nasz wyktad jest bowiem poswiecony tylko i wy-
tacznie nierelatywistycznej mechanice kwantowej, w ktorej fundamentalng role pelni réwnanie
Schrédingera.

23.2 Jednowymiarowe réwnanie Schrodingera

23.2.1 Ogoblne omodéwienie

Jednowymiarowe réwnanie Schrédingera jest pewnym modelem matematycznym pozwalajacym
lepiej poznaé i zrozumie¢ wlasnosci bardziej ztozonych modeli odpowiadajacych bardziej reali-
stycznym sytuacjom fizycznym. Co wiecej, w wielu przypadkach stosujac pewne techniki oblicze-
niowe, mozna zredukowaé¢ zagadnienie do probleméw jednowymiarowych. Dlatego tez oméwimy
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niektore cechy jednowymiarowego réwnania Schrodingera. Na podstawie (2.6) widzimy, ze w
rozwazanym przypadku mamy

2 2
ih%\l’(m,t) = (‘2% % + V(:p)) U(z,t). (23.4)

Rownanie to opisuje wiec czastke (bezspinowa) o masie m poruszajaca siec w polu o potencjale
V(z) (moéwiac Scislej, czastke o energii potencjalnej V' (x)). Zakladamy tutaj, ze V' (x) nie zalezy
jawnie od czasu. Bedziemy tutaj szuka¢ tzw. rozwigzan stacjonarnych, tj. rozwigzan o postaci

(po. (2.49)—(2.53b))

Wat) = (o) exp (- t). (23.5)

wiec o rozseparowanej czesci przestrzennej ¢ (x) i czasowej. Podstawiajac (23.5) do (23.4) otrzy-
mujemy

R
" 2m da?

Ep(z) = ( + V(l‘)) (), (23.6)

gdzie zalezny od czasu czynnik wykltadniczy skraca sie. Rownanie typu (23.6) jest stacjonarnym
rownaniem Schrodingera. Jest to réwnanie typu zagadnienia wlasnego: pewien operator dzialajac
na funkcje () odtwarza te funkcje pomnozona przez czynnik E| ktory utozsamiamy z energia
czastki.

Rozwigzan rownania (23.6) bedziemy szukaé¢ w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadra-
tem. W tym celu wygodnie jest zapisaé¢ to rownanie w nieco innej postaci

d2
[@ - U(w>] Ue) = evia) (23,7
gdzie wprowadziliSmy oznaczenia
2m 2mE

Rownanie (23.7) jest liniowym réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu. Jego rozwiazania spel-
nia¢ wiec beda zasade superpozycji, tj. kombinacja liniowa rozwigzan tez bedzie rozwiazaniem.
Bez trudu mozna przeprowadzi¢ matematyczng dyskusje wlasnosci tego réwnania w zaleznosci
od postaci funkeji U(x) — energii potencjalnej i od relacji pomiedzy € — energia catkowita, a U(z).
Ten aspekt dyskusji jednak pominiemy. Bedzie on omawiany przy rozwiazywaniu konkretnych
przyktadow.

Niech 7 i 19 beda dwoma roéznymi rozwiazaniami réwnania (23.7). Twierdzimy, ze ich
wyznacznik Wronskiego (tzw. wronskian), zdefiniowany jako funkcja zmiennej z:

W(z) = ¢i(x)da(z) — vu(z) ¥o(), (23.9)
jest tozsamosciowo rowny stalej. Istotnie, rézniczkujac obie strony powyzszej definicji
Wiz) = () ¢2(z) + ¥1(2) vo(a)¥ () ¥o(z) — di(z) Y5 ()

1(@) ha(@) — ¢ri(2) ¥y (x)
= [U¢r+epr] o — 1 [Ua+eo] = 0, (23.10)
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gdzie wykorzystalismy (23.7) do wyeliminowania drugich pochodnych. Poniewaz pochodna wron-
skianu dW (z)/dx = 0, to W(x) = const.. A zatem mamy

Pi(x) ho(z) — Y1(z) Ph(x) = const. (23.11)

Funkcje catkowalne w kwadracie (a takich rozwiazan poszukujemy) znikaja przy |z| — oco. Wo-
bec tego stata wystepujaca w (23.11) musi by¢ rowna zeru. Wronskian dwoch roznych rozwiazan
rownania (23.7) jest wiec rowny zeru. Odwotamy sie teraz do twierdzenia z teorii rownan réznicz-
kowych, ktore méwi, ze dwa rozwiazania réwnania rézniczkowego ktérych wroniskian znika, sa
liniowo zalezne. A wiec 11 (x) = ate(x). Z drugiej strony wiemy, ze dwie funkcje falowe rézniace
sie o staly czynnik przedstawiaja ten sam stan fizyczny (po normowaniu czynnik « przestaje
odgrywaé jakakolwiek role). Wnioskujemy wiec, ze kazdej dopuszczalnej wartosci parametru e
w stacjonarnym réwnaniu Schrodingera odpowiada jedna funkcja falowa — jeden stan uktadu
(czastki).

23.2.2 U(x) — funkcja parzysta

Zalozmy, ze wystepujaca w rownaniu (23.7) funkcja U(z) (energia potencjalna czastki) jest funk-
cja parzysta

U(x) = U(—x). (23.12)

Dwukrotna zmiana znaku wspotrzednej z nie zmienia operatora rézniczkowego d?/dz?, wiec
zamieniajac * — —x w roéwnaniu (23.7), wobec zalozenia (23.12) dostajemy

d2
[@ - U(w)] v(—x) = ep(-2), (23.13)

skad wnioskujemy, ze jesli ¥ (x) jest rozwiazaniem, to jest nim roéwniez 1(—x). Utworzmy teraz
kombinacje liniowe

(Y(x) + P(-x))
(Y(x) — Y(—x)) (23.14)

parzysta: Y4 =
nieparzysta: ¢Y_ =

NI N[

Oczywiscie obie kombinacje sa liniowo niezalezne. Co wiecej, obie spelniaja réwnanie (23.7).
Istotnie, zarowno 1 (x) jak i ¢(—z) spelniaja (23.7), a zatem

ldd? _ Uu)] bao) = %(dd? - U(””)> W) + ¥i==)

1 [(@o) Pip(—a)
=5 l( P U(JT)?/J(UU)) + (W - U(ﬁf)?ﬂ(—ﬂ?))]
= 5 (cvla) £ cv(-a)
= e5 (0() £ W(w)) = cuala) (23.15)

co chcielismy wykazac. Jesli wiec funkcja 1(x) jest rozwiazaniem réwnania Schrodingera (23.7),
to réwniez funkcje 14 (z) sa rozwiazaniami. Jednak réwnanie to moze mieé¢ tylko jedno roz-
wiazanie. Poniewaz 14 (x) sa liniowo niezalezne (funkcja nie moze by¢ jednoczesnie parzysta i
nieparzysta) wiec rozwiazanie 1(x) musi by¢ proporcjonalne albo do ¥4 (z) albo do ¥ _(z), wte-
dy odpowiednio 1_(z) albo ¢ (x) znika tozsamosciowo. Oznacza to, ze rozwiazanie réwnania
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(23.7) przy parzystym potencjale [U(x) = U(—z)| jest funkcja albo parzysta albo nieparzysta.
Rozwiazania obu typéw sa dopuszczalne, wiec klasa rozwiagzan rozpada sie na dwie podklasy:
parzyste i nieparzyste funkcje falowe. Z taka wlasnie sytuacja spotkamy sie badajac, na przy-
ktad, zagadnienie symetrycznej studni potencjatu (np. V(z) = —Vj, dla = € [—a, a]) i oscylatora
harmonicznego (V (z) o< z2).

23.3 Jednowymiarowa, nieskonczona studnia potencjalu

23.3.1 Wprowadzenie

Rozwazymy jednowymiarowy model uktadu fizycznego, w

ktorym swobodna czastka (bezspinowa, o masie M) znaj-
AViz) duje sie w pudle o skoniczonej objetosci. W jednym wymia-
rze odpowiada to zatozeniu, Ze energia potencjalna czastki
wynosi

V(z) oo lel=a (23.16)
r) = .
0, |z|<a.

Rysunek ilustruje ta sytuacje — nieskonczona studnie po-

—a a tencjatu. Odcinek (—a, a) C R modeluje ograniczona ob-

jetos¢ dostepna dla czastki. Czastka nie moze mie¢ nie-
Rys. 23.1: Jednowymiarowa, nieskor- Skoriczone] energii, wiec jedynym sensownym rozwigza-
czona studnia potencjatu. niem réwnania Schrodingera dla |z| > a jest (x) = 0.

Innymi stowy, prawdopodobieristwo znalezienia czastki na

zewnatrz jamy potencjatu jest rowne zeru. Co wiecej, ener-
gia czastki jest skoniczona, czyli mniejsza niz maksymalna energia potencjalna. W nieskoniczonej
studni moga wiec wystepowaé jedynie stany zwigzane. Punkt wyjscia do obliczeri funkcji falowej
czastki jest nastepujacy:

e musi w obszarze |z| < a spelnia¢ stacjonarne réwnanie Schrodingera

K2 d?
T oM d2 Y(z) = Ey(z). (23.17)

e znika poza obszarem |z| < a, tj. ¥(z) =0, dla |z| > a.

e powinna by¢ ciagta na granicach dostepnego obszaru, wiec musi spetnia¢ warunek

Y(z = +a) = 0. (23.18)

e musi by¢ unormowana, to znaczy musi by¢

“de @) = L (23.19)

—a

Calka jest ograniczona do przedzialu (—a, a), bowiem poza nim funkcja falowa znika.

23.3.2 Rozwigzanie ro6wnania Schrodingera
Przystepujac do rozwiazania rownania (23.17) wygodnie jest najpierw zapisa¢ je w postaci

2
j?@b(x) + k%p(z) = 0, (23.20)
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gdzie wprowadziliSmy oznaczenie

€ Ry. (23.21)

Rownanie (23.20) jest rownaniem rozniczkowym typu oscylatora harmonicznego, wiec od razu
mozemy wypisaé¢ jego rozwiazanie

Y(x) = Ae*® 4 Be (23.22)

gdzie state (w ogolnosci zespolone) trzeba dalej okreslié. Aby to zrobié¢, wykorzystamy warunki
brzegowe (23.18), do ktorych podstawiamy rozwiazanie (23.22). W ten sposob otrzymujemy pare

rownan
Aetha 1 Betike — (23.23a)
Ae~ha 4 Beike = 0, (23.23b)

Jest to jednorodny uktad réownan wzgledem nieznanych stalych A i B. Interesuja nas wytacznie
rozwigzania nietrywialne. Warunkiem ich istnienia jest znikanie wyznacznika

eika e—ika
det( A ) = 0. (23.24)

e—zka ezka

2ika e—Zika

Warunek ten oznacza ze e = 0, lub réwnowaznie

sin2ka = 0, (23.25)

co moze by¢ spetnione jedynie wtedy, gdy liczba k przyjmuje wartosci

nm

bo=tn=g0

n=1,2,3 ....... (23.26)

Wielko$é k jest z zatozenia dodatnia, wiec liczby n przebiegaja zbidr liczb naturalnych. Liczby k
sa zwiazane z energia czastki poprzez relacje (23.21)) zatem energie E moga takze przyjmowaé
jedynie okre$lone wartodci, takie ze
2MFE n?m? n2h?m?
i) 4a 8Ma

Otrzymalisémy wiec skwantowane poziomy energetyczne. Kwantowanie energii jest tutaj konse-

(23.27)

kwencja warunkow brzegowych: czastka nie moze "wyj$¢" poza obszar |z| < a.

Zwroémy uwage, ze "matematycznie" rzecz biorac, warunek (23.25) moze by¢ spetniony row-
niez dla k = 0, co oznaczatoby, ze energia czastki F = 0. W fizyce klasycznej jest to mozliwe —
odpowiada czastce spoczywajacej. Antycypujac nieco cigg wykladu, stwierdzamy, ze na gruncie
mechaniki kwantowej rozwigzanie E = 0 jest niedopuszczalne, tamatoby bowiem zasade nieozna-
czonosci. Dlatego tez przypadek n = 0, odpowiadajacy k = 0, zostal opuszczony jako fizycznie
niedozwolony.

23.3.3 Funkcje falowe

Wracamy teraz do obliczen statych A i B. Poniewaz dozwolone wartosci k sa numerowane liczba
naturalna, wiec rowniez stale A, B powinny by¢ odpowiednio indeksowane. Réwnania (23.23) sa
liniowo zalezne (ich wyznacznik znika). Wystarczy wiec zbadaé¢ jedno z nich. A wiec mamy

A, eikna + B, e—ikna -0 _— B, = —A, e%k"a, (2328)
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Biorac teraz k,, wedlug wzoru (23.26) otrzymujemy
B, = —A,e™ = —A,(-1)" = A, (-1)""L (23.29)

Wynikaja stad dwa przypadki: n nieparzyste oraz n parzyste.

e Dla n nieparzystego, z (23.29) mamy A, = B,,. Odpowiednia funkcja falowa wynika wiec
7 (23.22) 1 (23.26):

(@) = A, et 4+ A, e T = 24, cos (knz)

nm
— 24, cos (2 4, 23.
cos (2@ x) (23.30)

gdzie gorny znak (+) przy funkcji ¥ oznacza, ze liczba n jest nieparzysta. Stata A, (do tej
pory nie okreslona) wyznaczamy z warunku normowania

a
1 = 44,7 dx cos? <n_7r :c>
2a

—a

T 2a . nm @
= 4]A4,)? [5 + o sin (Q%x)]a = 4a|A, % (23.31)

gdzie catke nieoznaczona wzielismy z tablic. Z powyzszego mamy |A,| = 1/2v/a, wiec
wybierajac faze stalej A, rowna zeru, z (23.33) otrzymujemy unormowana funkcje falowa
dla n nieparzystego

1
Y (z) = —= cos <n_7r :c> , n nieparzyste. (23.32)

Vva 2a

Zauwazmy, ze stala normalizacyjna an okazala sie byé niezalezna od liczby kwantowej n
(cho¢ w ogodlnosci weale tak byé nie musi).

e Dla n parzystego postepujemy zupelnie analogicznie. Z (23.29) mamy B,, = —A,,, wiec
P (@) = Apetnt — A e = 254 sin (k)

nm
= 2iAsin|—z), 23.33
iAsin <2a :C> ( )
gdzie, tym razem, gorny znak (—) przy 1 oznacza, ze liczba n jest parzysta. Stata A znow

wyznaczamy z warunku normowania, ktéry daje

2 [ .2 (VT 2
1 = 4|4, dr sin® | —z | = 4al4,|", (23.34)
—a 2a
Ponownie |A,,| = 1/21/a jest niezalezne od n, za$ faze stalej A znéw bierzemy réwna zeru.
Unormowana funkcja falowa dla n parzystego ma wiec postaé

1
PN (2) = 7a sin (% x) , n parzyste. (23.35)
Uwaga. Funkcje @Z)T(;r) (z) (n nieparzyste) sa opatrzone znakiem (+), bo cosinus jest funkcja
parzysta. Natomiast sinus jest funkcja nieparzysta, stad znak (—) przy funkcjach falowych dla n
parzystego.

23.3.4 Podsumowanie

W naszym modelu energia potencjalna czastki jest funkcjg parzysta. Wobec tego moglismy ocze-
kiwaé, ze zbior funkcji falowych rozpadnie sie na dwie klasy.
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e Parzyste funkcje falowe

(+) _ 1 (2p—Dm .
Vplop 1(T) = 7 cos( 5 ) gdzie p=1,2,3,...... (23.36)
e Nieparzyste funkcje falowe
_ 1
(@) = 7 sin (@ x) , edzie p=1,2,3,...... (23.37)
a a

W obu przypadkach dozwolone energie dane sg wzorem

n2h2n2

E, = ——
" 8Ma2?’

gdzie n=2p—1 lub n=2p. (23.38)
Na zakoriczenie zwrdéémy uwage, ze wraz ze wzrostem a (jama poszerza sie) roznice pomiedzy
kolejnymi poziomami energetycznymi

K22

AEn = Lpy1 — En = (2n + 1) m,

(23.39)

maleja, bowiem mianownik roénie. W bardzo wielkim pudle, przynajmniej nizej lezace poziom
(niezbyt duze n) sa bardzo blisko siebie.
23.4 Jednowymiarowa, skoniczona studnia potencjalu

23.4.1 Wprowadzenie

Jednowymiarowa, lecz tym razem skoiiczona jama poten-

cjalu jest bardzo uproszczonym modelem wielu sytuacji

V{x) fizycznych (np. sit wiazacych nukleony w jadrze atomo-
wym). Oczywiscie realne potencjaly sa ciagle, co jed-
—a_ 0_.a 7 nak sprawia, ze rozwigzywanie odpowiedniego réwnania

Schrédingera jest znacznie trudniejsze. Dlatego tez po-
I II 111 przestaniemy tu na zbadaniu przypadku, w ktérym ener-
gia potencjalna czastki jest zadana wzorem

=
0, dl
V(z) = , dla fzl >, (23.40)
Vo, dla |z| <a,

Rys. 23.2: Jednowymiarowa, skoriczona Przy czym parametr Vo > 0, co ilustruje rysunek obok.
studnia potencjalu. Energia catkowita E czastki jest suma energii kinetycz-

nej i potencjalnej. Zgodnie z dyskusja przeprowadzong

w rozdziale 2 (patrz (2.79)) dla energii £ < Vipae = 0
spodziewamy sie, ze w jamie wystepowaé beda stany zwigzane o energiach tworzacych zbiér dys-
kretny, za$ dla E > 0 bedziemy mie¢ stany rozproszeniowe zachowujace sie dla |z| > a jak fale
plaskie. Rozwiazywanie stacjonarnego réwnania Schréodingera w naturalny sposéb "rozpada sie"
na dwie czesci.

23.4.2 Stany zwigzane

Badamy najpierw sytuacje, w ktorej energia czastki jest ujemna. Stacjonarne (jednowymiarowe)
rownanie Schrodingera trzeba, ze wzgledu na postac¢ V(x), zapisa¢ oddzielnie dla trzech obszarow
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zaznaczonych na rysunku. I tak mamy

_ n? d?
obszary I1III (|z| >a): ~ 5 a2 (x) = — |E| ¢¥(z), (23.41a)
R d?
obszar II (|z| <a): — o da2 P(x) — Vo(z) = — |E| ¢(x). (23.41b)
gdzie piszac E = — |E| uwzgledniliSmy fakt, ze energia czastki jest ujemna. Wprowadzamy
rzeczywiste i dodatnie wielkosci pomocnicze
2m|E)| 2m
el b= 22 (v - 1B, (23.42)

Za ich pomoca zapisujemy réwnania (23.41) w postaci

d2

(lJz] >a): ) Y(x) — P P(x) = 0, (23.43a)
2

(Je| < a): % W(z) + Ko@) = 0. (23.43b)

Rozwiazania tych réwnain sa dobrze znane, sa to bowiem réwnania rézniczkowe typu oscylatora
harmonicznego z tym, ze (23.43a) odpowiada czysto urojonej czestosci. Ich ogolne rozwiazania
sa nastepujace

(|lz|>a): (z) =Ce ™ + De*, (23.44a)
(Jz] <a): Y(z) = Acoskx + Bsinkzx. (23.44D)
W zasadzie wewnatrz jamy mogliby$my rownie dobrze napisaé¢ 1(z) = Aje % + Bjete,

Szukamy jednak standéw zwiazanych, a nie fal biegnacych, dlatego wygodniej jest postuzy¢ sie
funkcjami trygonometrycznymi. Funkcje falowe musza by¢ normowalne (catkowalne w kwadra-
cie). Wobec tego rozwiazania dla |z| > a trzeba omoéwi¢ oddzielnie. Dla z < —a funkcja e ™%
jest rozbiezna, wiec w tym obszarze musimy wzig¢ C' = 0. Analogicznie, dla x > a rozbiezna jest
funkcja e**, skad D = 0. Wobec tego zadanie normowalnosci (ktore jest natury fizycznej, a nie

matematycznej) sprawia, ze funkcja falowa musi by¢ postaci

¢](.§C) = Dei«fﬂt’ r < —a,
P(x) =< Yr(x) = Acoskr + Bsinkx, |z| < a, (23.45)
Yrrr(z) = Ce ™, x> a,

Stale A, B, C i D sa na razie nieokre$lone. Bedziemy je wyznaczaé¢ na podstawie warunkow

ciagtosci. W punkcie x = —a funkcja falowa i jej pochodna musza by¢ ciagte
d d

wl(x) r=—a - wll(x) r=—a oraz wdlim'(m) r=—a - %(x) r=—a (2346)

Z relacji (23.45) wynika wiec para réwnan
De 7 = Acoska — Bsinka, (23.47a)

nDe ™ = kAsinka + kB coska. (23.47D)

Analogicznie w punkcie £ = a¢ musimy mieé¢
d x d x
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co, na mocy (23.45) prowadzi do rownar

Acoska + Bsinka = Ce > (23.49a)
—kAsinka + kBcoska = —xCe ™. (23.49Db)

Rownania (23.47) i (23.49) stanowia uktad 4 réwnan jednorodnych z niewiadomymi A, B, C' i
D. Mozna go rozwiazywaé¢ metoda Cramera, lecz prosciej jest to zrobi¢ bezposrednio. Z réwnan
(23.47) eliminujemy stala D, zas z (23.49) stala C' i dostajemy

kAsinka + kBcoska = »xAcoska — »xBsinka (23.50a)
—kAsinka + kBcoska = —xAcoska — xBsinka (23.50b)

Odejmujac stronami te rownania dostajemy
) A0
2kAsinka = 2xAcoska = ktgka = . (23.51)

Dodajac stronami réwnania (23.50) otrzymujemy

B#0

2kBcoska = —2xBsinka =  kctgka = —. (23.52)
Warunki (23.51) i (23.52) nie moga by¢ spelnione jednoczesnie, bowiem z ich wymnozenie stro-
nami wynika k? = —s¢2, co jest sprzeczne, bo z zalozenia sa to parametry dodatnie. Oznacza

to, ze stale A i B nie moga by¢ jednoczes$nie rozne od zera. Rozwigzania rownania Schrodingera
rozpadaja sie na dwie klasy
e A#01iB =0, wiec ¢rr(x) = Acos kx, rozwiazania parzyste spelniajace warunek (23.51);
e A=01iB #0, czylitvyy;(z) = Bsin kz, rozwiazania nieparzyste z warunkiem (23.52).
Wyniku tego mozna byto z gory oczekiwaé, bo energia potencjalna jest funkcja parzysta.
Warunki (23.51) i (23.52) zaleza od wielkosci pomocniczych k i s, czyli od energii czastki

i parametréw V), a okreslajacych ksztalt jamy. Wynikng z nich warunki kwantowania energii,
ktore przedyskutujemy dalej, po oméwieniu funkcji falowych.

Rozwigzania parzyste

Rozwiazania parzyste odpowiadaja A # 01 B = 0 przy warunku (23.51). W takim przypadku
uklad rownan (23.47) i (23.49) redukuje sie do

De " = Acos ka, (23.53a)

Acoska = Ce 7, (23.53Db)

bowiem réwnania (23.47b) i (23.49b) sprowadzaja si¢ do warunku (23.51). Z réwnan (23.53)
widzimy, ze C' = D = e cos ka, zatem na podstawie (23.45) mozemy od razu wypisaé¢ parzysta
funkcje falowsa

w§+)(x) = Acos kae*(*t®), xr < —a,
vH(z) = ¢ 9P (@) = Acoske, 2| < a, (23.54)
wgrl) (x) = Acoskae*e=o), x> a.
Funkcje te sg istotnie parzyste i spelniaja warunki ciggtosci w punkcie = —a, Pozostal/a stal/a

A wyznaczymy z warunku normalizacji funkcji falowej

2

1= [T dw @l = [ Cde pP@P + [ do P @F + [T de o). 235
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Podstawiajac funkcje wedlug wzoru (23.54) obliczamy niezbedne catki. Sa one elementarne (moz-
na je wziaé z tablic calek) i w rezultacie otrzymujemy

1 1
1= |A|2 (—0052 ka4 a+ %sinkacoska) . (23.56)
”
Z warunku (23.51) mamy k sin ka = s cos ka, co pozwala przeksztalci¢ ostatni sktadnik w (23.56)
1 1 k 1
1= |A|2 (— cos® ka + a + — sinka - — sin ka) = |A|2 (a + —) . (23.57)
» k » P

Wybierajac faze stalej normalizacyjnej réwna zeru mamy w Kkoricu

/ »

co mozemy podstawi¢ do wzoru (23.54) uzyskujac konicowa postaé¢ parzystych funkeji falowych,
dla ktorych zachodzi warunek (23.51).
Rozwigzania nieparzyste

Rozumowanie nasze biegnie tu zupelnie analogicznie jak w przypadku rozwigzan parzystych,
dlatego tez przedstawimy je w skrocie. Tym razem mamy A = 01 B # 0, przy czym spelniony
by¢ musi warunek (23.52). Z rownan (23.47) i (23.49) mamy teraz

De ™ = — Bsinka = — Ce . (23.59)

Wobec tego nieparzyste funkcje falowe wyrazaja sie wzorem

Q,Z)Y)(:C) — — Bsinkae™@t?) T < —a,
(@) = $ ¢f (@) = Bsinks, 2] < a, (23.60)
1/)§;I) () = Bsinkae*(%), x> a.

Nieparzystos¢ i ciagtos¢ w x = a jest ewidentna. Normowanie znéw przebiega tak samo, prowa-
dzac do tego samego wyniku

[
B = _ 23.61
ax+1 ( )

co koniczy obliczenia nieparzystych funkcji falowych.

Poziomy energetyczne

Znalezione parzyste i nieparzyste funkcje falowe zaleza od parametréw s i k. Musimy zastano-
wic sie, jakie sa dopuszczalne wartosci tych parametréw. Trzeba wiec starannie przedyskutowaé
warunki (23.51) i (23.52), ktore okreslaja s 1 k, a co za tym idzie, energie¢ catkowita czastki.
Zapiszmy te relacje raz jeszcze

rozw. parzyste : katgka = »a, (23.62a)
rozw. nieparzyste :  kactgka = — xa, (23.62D)

pamietajac, ze spelniona jest albo pierwsza albo druga. Oba powyzZsze réwnania sa rownaniami
przestepnymi, ktorych nie da sie rozwiazaé¢ analitycznie. Przeprowadzimy dyskusje jakosciows
postugujac sie metoda graficznag W tym celu wprowadzimy bezwymiarowe i dodatnie zmienne

¢ = ka, n = xa. (23.63)
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Zmienne te nie sa niezalezne. Z ich definicji i z relacji (23.42) wynika, ze mozliwe wartosci £ i n
spetniaja

2
2 4 = k2a? + »2a® = h—gnvoa? (23.64)

Rozwiazania réwnania Schrédingera sparametryzowane warto$ciami k i » sa wiec ograniczone
warunkiem (23.64). Z drugiej strony, warunki (23.62) mozemy zapisa¢ jako

rozw. parzyste : 1 = £tgé, (23.65a)
rozw. nieparzyste : 1 = —Ectgk, (23.65Db)

Innymi stowy, rozwiazania parzyste odpo-
wiadaja takim energiom FE, Ze spelnione sa jed-
noczesnie warunki (23.64) i (23.65a). Natomiast
rozwigzania nieparzyste istnieja dla energii E
spelniajacych(23.64) oraz (23.65b). Interpretu-
jac to geometrycznie stwierdzamy, ze energie
odpowiadajace

e parzystym funkcjom falowym sa wyzna-

czone przez punkty na ptaszczyznie (€, n)
lezace na krzywych

E 4+ =""Voa? i n=Etgll
$ (23.66)

e nieparzystym funkcjom falowym sa wy-

znaczone przez punkty na plaszczyZnie
Rys. 23.3: Graficzne wyznaczanie dozwolonych (€, m) lezace na krzywych
energii czastki w jednowymiarowej skoriczonej stud-

ni potencjatu. Ilustracja do dyskusji rownan (23.66)
i (23.67).

2m .
&+ n="5Wd i n=-Ectgl

hQ
(23.67)

Rysunek stanowi graficzna ilustracje powyzszej

dyskusji. Linie ciagle sa wykresem funkcji n =
tg& (zmienne & i n sa z zalozenia dodatnie). Linie przerywane to wykresy zaleznosci n =
— & ctgé. Kropkowane okregi maja promienie réwne liczbom catkowitym, a wiec odpowiadaja
2mVpa?/h? = n. Promieri dowolnego takiego okregu (nie zaznaczonego na rysunku) wynosi
R = /2mVpa? /h?. Z analizy rysunku wynikaja nastepujace wnioski.

1. Dla dowolnej wartosci iloczynu Vya? istnieje co najmniej jeden poziom o parzystej funkcji
falowej. Rownania (23.66) (linia ciagta i kropkowana) maja co najmniej jedno rozwiazanie.
Jesli Voa? < w2h%/(8m) to w jamie mamy tylko poziom parzysty — zadna krzywa prze-
rywana nie przecina sie z okregiem o promieniu mniejszym niz 7/2. W przypadku studni
skoniczonej, odwrotnie niz w przypadku przypadku studni nieskonczonej, mamy skonczong
liczbe poziomoéw energetycznych. Okrag o dowolnym promieniu przecina skonczong ilosé
tangensoid.
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2. W przypadku studni scharakteryzowanej przez iloczyn Vya? taki, ze

232 222
mh R
< Voa? < ,
sm 0 2m
wystepuje w niej jeden poziom parzysty i jeden nieparzysty. Okrag o promieniu mniejszym
niz 7 przecina jedna krzywa ciagla i jedna przerywana. Réwnania (23.66) i (23.67) maja
po jednym rozwiazaniu.

(23.68)

3. Dyskusje ta mozna kontynuowaé. Przy coraz wiekszym iloczynie Vya? liczba mozliwych
pozioméw roénie. Okregi maja coraz wickszy promien i przecinajg coraz wigcej linii krzy-
wych zaréwno ciagtych jak i przerywanych. Ilos¢ rozwiazan rownan (23.66) i (23.67) rosnie.
Wraz ze wzrostem iloczynu Vya? w studni pojawiaja sie nowe poziomy, na przemian parzy-
ste 1 nieparzyste.

4. Jesli liczba /2mVpa? /h? jest duza, to odpowiedni okrag ma duzy promieri i przecina wiele
tangensoid. Liczba pozioméw w studni jest duza. Woéwcezas, dla niezbyt duzych wartosci
zmiennej § tangensoidy sa przecinane przez okrag bardzo blisko punktow &,, = nw/2, gdzie
n liczba naturalna (niezbyt duza). W takim przypadku mozemy w przyblizeniu napisa¢

2ma? n2n2
2 2 2
= = — |E|) ~
&€ =1’ = T (V- |E|) »
n2h2n2
_ — =~ n = — .
— E |E| ~ E. Vo + (23.69)
8ma?

Whioskujemy wiec, ze struktura nisko lezacych pozioméw energetycznych w skoriczonej
studni potencjalnej (takiej, ze Vo > h?/2ma?) jest praktycznie identyczna ze struktura
poziomoéw wystepujacych w jamie nieskoriczonej (por. (23.38)). Jest to zrozumiate, bowiem
czastka o energii niewiele wiekszej niz —Vj (tuz ponad dnem glebokiej jamy) "stabo czuje",
ze jama jest faktycznie skoriczona. Parametr s« jest stosunkowo duzy i funkcja falowa czastki
poza jama (tj. ¥r(x) oraz vrrr(x)) bardzo szybko zanika. Sytuacja fizyczna jest bardzo
zblizona do przypadku studni o nieskoriczonej gltebokosci. Dlatego jama nieskoriczona jest
nie tylko "¢éwiczeniem rachunkowym", jest ona modelem (przyblizonym) glebokiej jamy
skoriczonej.

Zwroémy uwage, ze jame charakteryzuje iloczyn Vpa?. Studnia waska i gleboka ma wlasnosci
podobne do studni ptytkiej i szerokiej. Rozwazamy tu stany zwiazane o energiach £ < Vj wiec w
jamie ptytkiej i szerokiej poziomy energetyczne sa roztozone bardzo gesto, zas w jamie waskiej i
glebokiej stosunkowo rzadko. Wyboér jednego z tych modeli zalezy od tego jakie zjawiska fizyczne
chcemy opisywaé. Na przyktad jadro atomowe odpowiada raczej jamie glebokiej (sity jadrowe sa
mocne) i waskiej (jadro ma male rozmiary, bo sily jadrowe sa krotkozasiegowe).

Prawdopodobieiistwo znalezienia czastki w studni

W mechanice klasycznej czastka o energii mniejszej niz Vj, z prawdopodobienistwem 1 ( z pew-
noscia) znajduje sie¢ wewnatrz studni, tj. w obszarze |x| < a). Jak wyglada sytuacja w mechanice
kwantowej? Funkcja falowa poza studnig nie jest tozsamosciowo réwna zeru. Wskazuje to, ze
prawdopodobieristwo znalezienia czastki w obszarach I i II (patrz rysunek 23.2) jest rozne od
zera. Zbadajmy doktadniej Pg prawdopodobieristwo znalezienia czastki wewnatrz studni. Zgodnie
z probabilistyczna interpretacja funkcji falowej, szukane prawdopodobienistwo to

PO = [CarpB@P = [ e P

P24 a cos? ka
- = /ad:c{ o } (23.70)
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co wynika z podstawienia odpowiednich (parzystych i nieparzystych) funkcji falowych i statej
normalizacyjnej. Calki bierzemy z tablic i mamy

Pl = (23.71)

2 4k

» (fisin2kx> ¢ _ » (aisinka coska).
1+ ax 14+ asx k

Znaki w nawiasie odpowiadaja typowi stanu zwiazanego.
Dla rozwiazan parzystych obowiazuje warunek (23.51): ksinka = s cos ka. Zatem z (23.71)

;2
Péﬂ _ P (a n sin k:a)i (23.72)

1+ ax ”

7 elementarnej trygonometrii wynika, ze

k2 k2 2
= 1tctglhe = 140 = 212 (23.73)
» »

sin? ka

gdzie w drugiej rownosci ponownie wykorzystaliSmy warunek (23.51). Wobec tego

p _ _* ( ” ) . 93.74
S 1+ asx @+ k2 + 52 ( )
Wyrazenie to warto dalej przeksztalcié
pH _ % ax® +ak?+x  22(1+ ax) + axk® + k? — k?
ST l4ax k2 4 52 B (1 + ax) (k% + »2)
]-6‘2
= 1 - (23.75)

(1 + ax)(k? + »?)

Zanim przejdziemy do dyskusji, obliczymy P dla funkcji (stanéw) nieparzystych. W tym
wypadku z (23.71) mamy

.2
_ ka
p) — _* _om . 23.76
o 14 asx <a » ( )
Dla stanéw nieparzystych obowiazuje warunek (23.52): k cos ka = — s sin ka, wiec
2ka
p) — _* cos . 23.77
o 14 asx <a + > ( )
Podobnie jak dla stanéw parzystych, z (23.52) dostajemy
1 k? k% + 52
= 14+telka = 1+ — = 23.78
cos? ka +tg"Ra + 2 w2 ( )
co prowadzi do prawdopodobienstwa
po) ( ol ) 23.
1+ ax @+ k2 +32)7 (23.79)

tego samego co (23.74) dla stanéw parzystych.
Wobec tego prawdopodobienistwo znalezienia czgstki w jamie jest takie same dla standéw
parzystych i nieparzystych. Mozemy pominaé¢ indeks rozrézniajacy stany i napisaé
k2 (Vo —|E
Ps =1 — = 1 - (Vo — 1E]) : (23.80)
(14 as) (k2 + »2) Vo (h+a\/2m[E] )
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gdzie wykorzystaliSmy okreslenia (23.42). Prawdopodobienstwo znalezienia czastki w obrebie
studni jest (inaczej niz w przypadku klasycznym) mniejsze od jednosci.

Energia E czastki zwiazanej jest (przypominamy) ujemna. Jesli E jest tylko nieco wicksza
niz —Vp (tzn. |E| < Vj tylko nieznacznie) wowczas licznik ostatniego wyrazenia jest bliski zeru.
Dla energii tuz ponad dnem jamy Pg =~ 1, a wiec rzeczywiscie sytuacja jest zblizona do przypad-
ku jamy nieskoriczonej. Gdy energia czastki rognie (tzn. gdy |E| maleje) prawdopodobienstwo Pg
staje sie coraz mniejsze. Dla czastki o energii niewiele mniejszej od zera (|E| male) Pg zbliza sie
do zera. Wraz ze wzrostem E (spadkiem |E|) "chetniej" przebywa poza jama, a wiec wnika do
obszarow 1 i 111, gdzie funkcje falowe zanikaja coraz wolniej (bowiem parametr s staje si¢ coraz
mniejszy). Klasycznie rzecz biorac jest to niemozliwe, obszary Ii I1I sa, dla czastki klasycznej o
energii £ < 0, niedostepne. Zjawisko wnikania czastki do obszaru klasycznie zabronionego jest
efektem typowo kwantowo-mechanicznym. Czastka moze przeniknaé przez (klasycznie nieprzeni-
kalng) bariere potencjatu. Dzieje sie tak na przyktad, przy promieniotworczych rozpadach jader
atomowych.

23.4.3 Stany rozproszeniowe

Wspolczynniki odbicia i transmisji

W tym przypadku energia catkowita czastki £ > V4 = 0 jest dodatnia. Najpierw, podobnie
jak w przypadku stanow zwiazanych, musimy zbudowaé¢ odpowiednie (stacjonarne) roéwnanie
Schrodingera. Analogicznie jak poprzednio mamy

_ h? d?
obszary 111l (|z| >a): o a2 (r) = Ev¢(x), (23.81a)
n? d?
obszar IIT (|z|<a): — o da? (x) — Vouv(z) = Eo(x) (23.81b)

Ponownie, cho¢ nieco inaczej, wprowadzamy rzeczywiste i dodatnie parametry pomocnicze

2mE 2m
b=\ K =% (W+E), (23.82)

i zamiast rownan (23.81) mamy teraz

2
(Je| > a) : % W(z) + K o) = 0, (23.83a)

2
(Je] < a) : % ¥(z) + K2u(z) = 0. (23.83D)

Oba réownania sa znanego typu i maja rozwiazania w postaci fal plaskich (stany rozproszeniowe)

wl(x) — Aeikm 4 Befilm:7 T < —a,
Y(x) =13 Yr(z) = Cef* + De™™K7 |z] < a, (23.84)
Yrir(z) = Fetk* 4+ Ge=he x> a,

Natrafiamy tu na pierwszy problem zwiazany z falami plaskimi. Warunki zszycia (ciagtosci)
funkcji falowych prowadza do czterech rownan (funkcje i pochodne, ciagtosé w dwoch punktach).
Funkcje (23.84) zas (w najogolniejszej postaci) zawieraja az szesé statych, wiec co najmniej dwie
z nich nie moga by¢ wyznaczone. Druga trudnosé¢ to oczywisdcie nienormowalnosé fal ptaskich.
Aby jednak nie komplikowaé sobie Zycia pakietami falowymi pozostaniemy przy falach plaskich.
Wykorzystamy za to mozliwos¢ interpretacji amplitud fal ptaskich jako miary natezen strumieni
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czastek (miary liczby czastek nadbiegajacych w ciagu jednostki czasu). Przyjmiemy, ze czastki
nadbiegajg z x = —oo, wiec amplituda A okresla natezenie strumienia czgstek padajgcych, jest
wiec ona z gory zadana (uznajemy ja za znana, cho¢ na razie jej nie precyzujemy). Amplituda B
(fala biegnaca z prawa na lewo w obszarze I) mierzy natezenie strumienia czastek odbitych. Na
prawo od studni (obszar 111) moga znajdowa¢ sie jedynie czastki przechodzace, ktore nastepnie
oddalaja si¢ do x = +00. Nie ma (bo skad) czastek nadbiegajacych z prawa (z z = +00), zatem
musi by¢ G = 0. Wobec tych uwag, badana funkcja falowa ma posta¢ zmodyfikowana

Yr(z) = Ae*® 4+ Be T r < —a,
Y(x) =3 Yr(z) = Cef* + De™™K7 || < a, (23.85)
Yrr(z) = Feke, x> a,

gdzie amplituda A jest znana, zas B, C, D i E musimy obliczy¢.
Amplitudy A, B i F' s3 miarg strumieni czastek, wobec tego wielkosci

|BJ”

A2

|2

= AP

oraz T = (23.86)

przedstawiaja odpowiednio stosunek liczby czastek odbitych do liczby czastek padajacych i stosu-
nek liczby czastek przechodzacych do ilosci czastek padajacych. Wspolezynniki proporcjonalnosci
wiazace moduty amplitud fal ptaskich z natezeniem strumieni czastek sa nieistotne — i tak skra-
cajg sie w definicjach wspotczynnikéw R i T, ktore nazwiemy

e R — wspotezynnik odbicia (ang. reflection),

e T — wspotezynnik przejscia (transmisji) (ang. transmission).
Glownym celem naszych rozwazan bedzie obliczenie wtasnie tych wspotczynnikéw. Wybierajac
oméwiony sposdb opisu i koncentrujac sie na obliczeniach wspoétczynnikéw R i T tracimy proba-
bilistyczna interpretacje funkeji falowej. Funkcji nieunormowanych nie wolno nam interpretowaé
jako amplitudy gestosci prawdopodobienistwa. Nie mozemy wiec, na przyktad, catkowaé W 11(x) |2
w celu otrzymania prawdopodobienistwa znalezienia czastki wewnatrz studni. Takie postepowanie
(przy wybranej metodzie interpretacyjnej) byloby bez sensu.

Obliczenia Ri T

Przystepujemy wiec do obliczenn amplitud B, i F' w zaleznosci od A. Wspoétezynniki (amplitudy)
C'i D sa nam niepotrzebne. Poszukiwane amplitudy znajdziemy zszywajac funkcje (23.85)) i ich
pochodne w punktach x = £+a. Konstruujemy wiec odpowiednie réwnania.

1. Ciagtos¢ w = = —a, tj. Y1(—a) = ¢Yrr(—a):

Ae~kae 4 Beike — Cemia 4 peika (23.87)
2. Ciaglosé pochodnych w = = —a, tj. 17 (—a) = ¥ (—a):

ikAe~*e _ jkBet** = jKCe e — (K DelE, (23.88)
3. Ciagtos¢ w z = a, tj. ¥r1(a) = Yrr1(a):

Celfa 4 pemifa — peike (23.89)
4. Cigglos¢ pochodnych w = = a, tj. ¥7;(a) = ¢, (a):

iKCe'®® — jKDe 0 = jgFethe (23.90)
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Rownania (23.87)—(23.90) stanowia uklad rownan, ktory mamy rozwiaza¢ wzgledem B i F. W
zasadzie rozwiazanie uktadu czterech réwnar z czterema niewiadomymi nie stanowi problemu.
Naszkicujemy jednak tok rozwiazania, aby uzyskane wyniki mialy, jak najprostsza i mozliwie
wygodna do dyskusji, postac.

Najpierw badamy réwnania (23.89) i (23.90), aby obliczy¢ z nich (niepotrzebne nam) am-
plitudy C' i D. Wygodnie jest pomnozy¢ przedtem rownanie (23.89) przez K. Mamy wtedy pare
rownan

KCe'™* + KDe "f* = KFe™,
KCe'e — KDe e = gRethe, (23.91)
Roéwnania te dodajemy i odejmujemy stronami i wyliczamy amplitudy C' i D. Wyniki sa naste-

pujace

Kolejny etap rozwigzania omawianego ukladu réwnan polega na wykorzystaniu réwnan
(23.87) i (23.88), do ktorych podstawiamy obliczone amplitudy C' iD dostajac

Ae—zka 4+ Bezka — 5 (1_'_?) ezka—2zKa 4+ 5 <1_ ?> ezka+2zKa’
—tika ika F itka—2iKa F itka+2iKa
kAe — kBe = 3 (K +k)e -3 (K —k)e , (23.93)
Proste przeksztalcenia polegajace na zastapieniu funkeji wykladniczych e*2*¢ odpowiednimi
funkcjami trygonometrycznymi prowadza do uktadu
Ae7*e 4 Bethe = Rttt cos2Ka — %F@“m sin2Ka,
Ae~ka _ Betha  —  petka o302k a — %Fe”“‘ sin 2K a. (23.94)

Dodajac stronami rownania (23.94) tatwo obliczamy amplitude F' w zaleznosci od A

A —2ika
F o= i GK - ) (23.95)
cos2Ka — 3 (? + E) sin2Ka

Odejmujac stronami rownania (23.94) wyliczamy B w zaleznosci od F, ktore nastepnie wyrazamy
poprzez (23.95). W ten sposéb otrzymujemy

! (5 — ﬁ) sin2Ka

B = A . Ae~2ika, (23.96)
cos2Ka — 3 (? + E) sin2Ka

Uktlad (23.87)—(23.90) jest wiec rozwiazany. Majac bowiem F' mozemy bez trudu z rownan (23.92)
obliczy¢ pozostate amplitudy, to jest C i D.

Do znalezienia wspoétczynnikéw transmisji i odbicia potrzebujemy nie samych amplitud B
i F', lecz ich modutéw. Liczniki obu wyrazen nie sg klopotliwe. Mianownik za§ wymaga pewnej
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uwagi. Oméwimy wiec w skrocie sposob obliczenia
(K k 2
cos2Ka — % <? + §> sin2Ka

1 [ K2+ 2\
= cos’2Ka + 1 <%> sin’ 2K a

K* 4+ k* — 2k2K?
4k2 K2

= cos’2Ka + <1 + )sin22Ka

1 (K EN? . 5
=1+ 1 (? - §> sin“2Ka (23.97)

Obliczywszy kwadrat modutu mianownika wyrazen (23.95) i (23.96) mozemy wypisa¢ kwadraty
modutéw amplitud B i F. Po podzieleniu ich przez |A|? otrzymamy wspoélczynniki odbicia i

transmisji
1
T = e , (23.98)
1 + - (= — =) sin?2K
+ 1 ( A K) sin a
1 (K k\?
Z(? - ?) sin22Ka
R = - . (23.99)
14 L <K k) in? 2K
1\ %) sin a
Wspolczynniki te, jak od razu wida¢, maja wlasnosé
R+ T =1, (23.100)
ktora jest réwnowazna stwierdzeniu, ze |A|? = |B|?> + |F|?. Jest to odzwierciedlenie warunku

zachowania liczby czastek. Liczba czastek odbitych od studni (powracajacych w lewo) i prze-
chodzacych (oddalajacych sie do +00) jest rowna liczbie czastek padajacych. Podkreslmy, ze
w sytuacji klasycznej wszystkie czastki "pokonalyby" jame potencjatu i przeszty do x = +oo.
Sytuacja kwantowa jest wiec istotnie rézna od klasycznej.

Rezonanse

Obliczone wspoélczynniki odbicia i transmisji majg jeszcze jedng ciekawg 1 wazng wlasnosé. Jezeli
spelniony jest warunek

sin2Ka = 0 = Ka = — (23.101)

to wowczas ze wzorow (23.98) 1 (23.99) wynika, ze T' = 1 oraz R = 0. Sytuacje taka, w ktorej nie
ma czastek odbitych nazywamy rezonansem. W rezonansie wszystkie czastki padajace z x = —oo
"mijaja" studnie i oddalaja sie do = +00. Warunek (23.101), po wstawieniu K wedtug definicji
(23.82), daje

2m nmw n?n?h?

TEW) = = BT Vs

. 23.102
8ma? (23.102)

Energie rezonansowe, po odpowiednim przecechowaniu skali energii pokrywaja sie z energiami
stanéw zwiazanych w nieskonczonej studni potencjalne;j.
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23.4.4 Rozpraszanie niskoenergetyczne
Rozpraszanie niskoenergetyczne zachodzi wtedy, gdy (dodatnia) energia czastek padajacych jest

znacznie mniejsza niz gteboko$é studni potencjalnej. Przyjmijmy wiec, ze zachodza nieréwnosci

E
E <« V, lub réwnowaznie A < L (23.103)
0

Postugujac sie tym zalozeniem ponownie oméwimy powyzsze rezultaty. Zauwazmy przede wszyst-
kim, ze w konsekwencji warunku (23.103) mamy

Vo+E %) k FE FE
1 — = ~ — 1. 23.104
=\ = \/ > 1, e \/VME 7 < ( )

Wobec tego w wyrazeniach dla wspoétezynnikéw transmisji i odbicia mozemy zaniedbaé sktadnik

k/K w poréwnaniu z K/k. A zatem, w przypadku rozpraszania niskoenergetycznego mamy

K2
1 el sin® 2K a
T = e : R = (23.105)
1+msm 2Ka 1+4—k25m 2Ka

Horaz K?/k? > 1, wiec na ogél mianowniki powyzszych formut sa duze. W szczedlnosci, przy
E — 0, mamy k% — 0, wiec

T(E) 0, R(E) 1

— 1. (23.106)

E—0

Gdy energia czastek padajacych ro$nie wowczas pojawiajg sie rezonanse. Jesli 2Ka = nw, wow-
czas T(E}%) = 1 oraz R(E]*) = 0. Rezonanse te odpowiadaja energiom o wartosciach

2h2
E** = —W , 23.107
0 + 2 SmaZ ( )
co, w tym przypadku warto przedyskutowaé bardziej szczegdlowo.
Energie — dyskusja dodatkowa
Dla wygody dalszej dyskusji wprowadzimy parametr pomocniczy v, taki ze
2a [2mVj v2m2h?
- h? € ® 0 8ma? ( )
Energie rezonansowe (23.107) mozemy wiec zapisaé jako
212
9 o TR
E;Lez — (TL — )8ma2. (23109)

Rozwazamy tu stany rozproszeniowe, dla czastek o dodatnich energiach, oznacza to, ze musi by¢
spelniony warunek

n > o (23.110)

Z drugiej strony, méwimy tu o rozpraszaniu niskoenergetycznym, w ktérym E < V), co trzeba
pogodzi¢ z zadaniem (23.110). W szczegolnosci, w rezonansie tez musi by¢ E)¢* < Vp, co pociaga
za soba zadanie

252 252
mh mh
o) < Vo =0

— 23.111
Sa? ( )
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gdzie wykorzystalismy (23.108) i (23.109). Z (23.111) oczywiscie wynika, ze
n? < 20 — n < V2. (23.112)

Poniewaz réwniez obowiazuje relacja (23.110), wigc mozemy napisa¢ n = [v]+p, gdzie [v] oznacza
czesé catkowita (entier) liczby v € Ry, zas§ p = 1,2, ..., jest liczba naturalna. Przy takiej notacji,
zamiast (23.112) mamy

W] +p < V20 — p <o (\/5— %) (23.113)

lloraz [v]/v jest mniejszy od jednosci, lecz rzedu jednosci, a zatem mozemy napisac
Preva-1. (23.114)
v

Warunek (23.114) mozna tatwo spehié, jesli
e Ry v > 1, czyli gdy v jest duza dodatnig liczba rzeczywista,;
e p € N| jest jedna z pierwszych kilku (kilkunastu) liczb naturalnych.
Z powyzszej dyskusji wynikaja nastepujace wnioski.
1. Glebokos¢ jamy jest duza, gdy v jest duza (dodatnia) liczba rzeczywista, co w zestawieniu
z (23.108) oznacza, ze
w2h?

Vo > ——.
0 8ma?

(23.115)

Nieréwnosé ta moéwi nam, co to znaczy, ze gtebokosé jamy jest duza w poréwnaniu z energia
czastek padajacych.

2. W rezonansie n = [v] + p, gdzie p jest ograniczone do co najwyzej kilkunastu pierwszych
liczb naturalnych.

W konsekwencji mozemy wyprowadzi¢ przyblizone wyrazenie dla energii rezonansowych. Na
podstawie (23.109) mamy

272 232
mh 7r
ST = ([v] +p—v) (] +p+v) S

Zwroémy uwage, ze teraz energie rezonansowe numeruje juz liczba p. Poniewaz p < v, wigc w

E}** = (n—v)(n+v) (23.116)

przyblizeniu
272 272
mh mh
Erez — 9 _ ) 23.117
p PY 8ma2 PY tma? ( )
Podstawiajac v z drugiej relacji (23.108) otrzymujemy energie rezonansowe jako
wh |V
E = p— ¢/ —. 23.118
P P Vom ( )

Stad wynika, ze pomiedzy dwoma kolejnymi rezonansami mamy odstep energetyczny wynoszacy

mh [ Vo

) 23.119
a 2m ( )

(AE)rez — ;izl _ E;ez —

Chcemy, aby nasze rozwazania stosowaly sie przynajmniej dla kilku kolejnych rezonanséw. Jed-

noczesnie jednak méwimy o rozpraszaniu niskoenergetycznym. Energie przynajmniej kilku rezo-

nanséw muszg wiec spelnia¢ warunek E < V. Oznacza to, ze odleglo$ci pomiedzy rezonansami

takze musza by¢ mate w poréwnaniu z V{y. Powinien wiec by¢ spelniony dodatkowy warunek
mh [V, T2 h?

— < W = Voa? > : (23.120)
a 2m 2m

co jest zgodne z warunkiem (23.115) i potwierdza spdjnos¢ naszych rozwazan.
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Zaleznos$¢ wspolczynnika transmisji od energii
Na mocy oznaczen (23.82) wspotczynnik transmisji (23.105) mozemy zapisa¢ w postaci

1
E 2
VOL sin? lQa <m

T(E) = (23.121)

1+ (Vo +E)

4F h?

Jest on réwny jednosci w rezonansie, gdy argument sinusa jest wielokrotnoécia 7. Poza rezonan-
sami T'(E) dos¢ szybko spada, bowiem mianownik ma wartos¢ sporo wieksza od jednosci. Wspol-
czynnik odbicia R = 1 — T ma wtedy znaczaca warto$¢ i wiekszos$¢ czastek padajacych ulega
odbiciu, a stosunkowo niewiele przechodzi do z = +o00. Jest to zasadniczo odmienne odmienne
od analogicznej sytuacji klasycznej, w ktorej wszystkie czastki przechodzityby do x = +o0.

AT

N[ =

B/Vy
>

Rys. 23.4: Zaleznos¢ wspotczynnika transmisji T = T'(E) od energii (E >)) cza-
stek padajacych dla rozpraszania niskoenergetycznego. Wykres przedstawia zalezno$é
przyblizona. W okolicach E = 0 wspoélczynnik transmisji powinien dazyé do zera.
Wartosé E/V, przebiega zakres od okoto 0.001 do 0.1. Inne parametry zostaly tak
dobrane, aby zapewnié¢ przejrzystos¢ rysunku.

Zbadajmy doktadniej zachowanie T'(E). Jeszcze raz obliczmy odlegtosé (w funkeji energii)
pomiedzy dwoma kolejnymi rezonansami. Argumenty sinusa w (23.121) musza réznié si¢ o .

Zatem
2m e 2m res s
ﬁ(vo-i-Eerl) - ﬁ(%‘i‘Ep ) = 5 (23.122)
co zapisujemy w postaci rownowaznej
By B xh [ 1
1+ =2 iy 2 = = : 23.123
\/ + Vo \/ + Vo 2a \ 2mV, ( )

Poniewaz badamy rozpraszanie niskoenergetyczne (E/Vy < 1), wiec mozemy pierwiastki po lewej
rozwinaé¢ w szeregi, ograniczajac sie¢ do wyrazéw pierwszego rzedu. W ten sposéb otrzymujemy

ET’GZ ET@Z ﬂ_h/ 1
1 p+1> — <1 p ) ~ . 23.124
< * 2V, + 2V, 2a \ 2mV) ( )
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Wynika stad, ze odlegto$¢ pomiedzy rezonansami wynosi

wh (Vo

rez _ rez rez .
(AE) - p+1 Ep ~ a om’

(23.125)
co jest w pelni zgodne z oszacowaniem (23.119).

Szerokos$é rezonansow

Wykres zaleznosci T' = T'(F) sugeruje, ze rezonanse sa waskie w porownaniu z odlegtosciami po-
miedzy nimi. Przeprowadzmy wiec oszacowanie szerokosci rezonanséw, ktora na rysunku zostata
oznaczona przez I'. Wprowadzmy w tym celu pomocniczg funkcje

1 |\Vo+FE 2
1E) = 54 0; sin [261,,/ h—?(VOJrE) : (23.126)
za pomocy ktoérej wspotezynnik transmisji zapisujemy w postaci
1
T(F) = ——. 23.127
B) =17 72(E) ( )
W rezonansie wartosé funkeji pomocniczej wynosi
fE5) =0, (23.128)

bowiem argument sinusa jest wtedy wielokrotnoscia m. Dalsza dyskusje T'(FE) prowadzimy roz-
wijajac funkcje f(E) w szereg Taylora dla energii ' = E)°* + AFE, przy czym ograniczymy sie
do wyrazéw pierwszego rzedu

df(E
f(E)* +AE) = f(E)) + AE- M‘ . (23.129)
dE E:E;ez
W rezonansie pierwszy skladnik znika i mozemy T'(E) przyblizy¢ wzorem
1
T(E)* + AE) =~ 5 (23.130)
1 + AFE - L(E)‘
dE E:E‘;ez
Wspolczynnik transmisji poza rezonansem spada do wartosci %, jesli
df(E
AFE - fi)‘ =1, (23.131)
dE E:E;ez

co pozwoli nam obliczy¢ AE, a nastepnie szerokosé¢ rezonansu I' = 2AFE. Na podstawie (23.126)
obliczmy pochodna wystepujaca w (23.131). Otrzymujemy
}E‘E;ez

df(E) d[1 +E . m
LPAC)) ENEN 20\ 22 (Vi + E
dE ‘E:Egez dE{Z g S |20y 57 b+ B)

1 1 WY . 2m
2{2 —1+%/E< E2>smla h2(0+ )]
YW+ E
E

2
Cos [2@ h—ZL (Vo + E) ]

pq LM 2 (23.132)
“oNom(o+ E) 12 Ao
E=Ere:
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Pierwszy sktadnik znika, bowiem w rezonansie argument sinusa jest wielokrotnoscig m. Jedno-
czednie cosinus tegoz argumentu wynosi +1. Zatem po uproszczeniu dostajemy

df(FE) _ 1 Vo—i—E_(il)_Qma h?
dE E‘:Egez 2 FE h2 Qm(‘/() + E)

E=Ege

a
W\ ome (23.133)

Wstawiajac modul obliczonej pochodnej do (23.131) wyliczamy DeltaFE i dostajemy

h 2E;€Z QmET'GZ
AE = — — e, (23.134)
a m ma

Szerokosé rezonansu wynosi wiec

2% 9QErez 2h2
I, = 2AE = —|—2— = ke, (23.135)
a m ma

gdzie mozemy podstawi¢ energie £ wedtug wzoru (23.118). Szerokos¢ rezonanséw rosnie wiec
wraz z energia, co przynajmniej jako$ciowo wida¢ na rysunku 23.4. Zauwazmy, ze stosunek sze-
rokoéci rezonansé6w do odlegtosci miedzy nimi wynosi

r, oh 2B o [am 4 [Epe
_-pr _ = = = D 2 1 23.136
(AE)rez a m Th\ Vg T Vo <5 ( )

bowiem rozwazamy tu rozpraszanie niskoenergetyczne. Widzimy, ze rezonanse sg rzeczywiscie

znacznie wezsze niz odleglosci miedzy nimi.

23.5 Czastka swobodna i pakiet falowy

Ponownie rozwazymy problem jednowymiarowy (uogoélnienie do trzech wymiaréw nie jest trud-
ne). Omawiamy czastke (bezspinowa, o masie m) swobodna, nie oddzialujaca z niczym. Jej
energia potencjalna V' (z) = 0. W rozdziale 2 omawialiSmy ruch takiej czastki, ktorej odpowiada
funkcja falowa (dla ustalenia uwagi biegnaca z lewa na prawo) o postaci fali ptaskiej

Y(x,t) = Cetke—iwt (23.137)
spelniajaca pelne (jednowymiarowe) réwnanie Schrodingera

. 0 h? 92
Zhaiﬂ(%t) = ~ 5 @1#(90%) (23.138)

przy czym energia ' = hw i ped p = hk sa zwiazane warunkiem

2 h2k‘2
p=L2 2% (23.139)
2m 2m
Fale ptaskie sg jednak nienormowalne. Jednym ze sposob6w ominiecia tej trudnosci jest rozwa-

zanie pakietow falowych.
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23.5.1 Pakiet falowy
Ogolna dyskusja pakietu jednowymiarowego

Klopot z normowanie fali plaskiej wynika stad, ze fala taka rozciaga sie w calej przestrzeni.
Pakiet falowy, rozumiany intuicyjnie, to taka superpozycja fal ptaskich, ktoéra jest ograniczo-
na (zlokalizowana) przestrzennie. Superpozycji takiej dokonamy, zauwazajac, ze w fali plaskie;
(23.137) liczba k (a zatem i w(k) = hk?/2m) pelni role parametru. Ogolne rozwiazanie réwnania
Schrodingera (réwnania liniowego, dla ktérego suma rozwiazan jest tez rozwiazaniem) moze byé
wiec przedstawione pakietem falowym o postaci

Wi t) = [ Tk C(k) et (23.140)

gdzie funkcja C(k) zastepuje stala C' z rownania (23.137). Podstawiajac ten pakiet do réwnania
Schrodingera (23.138) stwierdzamy, ze pakiet spelnia je pod warunkiem, ze dla kazdego k& € R
spelniony jest warunek
h2k?
hw — o = 0. (23.141)
Jest to znany nam juz zwiazek dyspersyjny, ktéry oczywiscie uznajemy za nadal obowiazujacy.
Ze wzoru (23.140) wynika, ze w chwili poczatkowej ¢ = tg = 0 mamy

W(x,0) = /_ O:O dk C(k) ", (23.142)

a wiec funkcja C(k) jest transformata Fouriera poczatkowej funkcji falowej. Na mocy teorii
transformacji Fouriera mozemy wiec napisaé

Clk) = % [ O:O da o (x,0) e~ (23.143)

Pakiet falowy wprowadziliSmy po to, aby uniknaé¢ probleméw z normalizacja, na ktére natkneli-
$my sie przy falach ptaskich. Chcemy wiec, aby ¥ (z,t) dana w (23.140) byta "porzadna" funkcja
falowa. Chcemy wiec, aby catka

] = /_0; da |z, D)2, (23.144)

byta skoniczona. Zbadajmy, jak catka I[i)] wiaze sie z funkcja C (k) okreslajaca pakiet. Do (23.144)
wstawiamy dwukrotnie pakiet (23.140)

I[¢] — / dm/ dk C*(k) e*ik‘fl‘%’iw(k)t/ dk/ C(k/) eik/z‘fiw(k/)t
= / dk / Ak C* (k) C(K') elletk)—iw k)]t / da ' —k)z, (23.145)

Calka po dx produkuje (jak wiadomo z teorii dystrybucji) 2wd(k’ — k). W rezultacie, catka po
dk’ staje sie trywialna i otrzymujemy

] = /O:odx (x> = 27r/o:odk C (k)2 (23.146)

A zatem widzimy, ze pakiet falowy ¥ (x,t) jest normowalna funkcja falowa, jesli tylko jego profil
C(k) jest funkcja catkowalna w kwadracie. Co wiecej, warunek (23.146) jest speliony dla do-
wolnej chwili czasu (prawa strona nie zalezy od t, wiec i lewa tez nie). Wystarczy wiec, ze pakiet
poczatkowy 1 (z,0) bedzie normowalny.

Nie ma przeszkod, aby dalej prowadzi¢ ogélne i abstrakcyjne rozwiazania. Lepiej jednak
omoéwié konkretny przyktad, tzw. pakiet gaussowski.
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23.5.2 Pakiet gaussowski

Jak juz powiedzielisémy, pakiet falowy kojarzymy z obiektem dobrze zlokalizowanym przestrzen-
nie. Zalézmy, ze w chwili poczatkowej tg = 0, czastka zostala tak przygotowana, ze jej funkcja
falowa miala postaé

2
W(z,0) = Aexp (— 2% + z'k:osc> . (23.147)

Stalg A wyznaczamy z warunku normowania do jednosci

0o 00 2
1= / dz [W(z, 0)F = ]A\Q/ dz exp (- %)
— 0o — 00 a

1 1/4
— APavE  — A= < > , (23.148)

a?m

gdzie faze liczby A przyjeliémy rowna zero. Tak przygotowana funkcja falowa

1 2
P(z,0) = ”a\/7_r exp <— % + zk0x> , (23.149)

odpowiada gestosci prawdopodobieristwa

1 22
p(x,0) = o exp (— ﬁ) (23.150)

Jest to oczywiscie profil gaussowski o maksimum w punkcie z = 0 i o szerokosci

Az = a. (23.151)

Profil gaussowski szybko zanika gdy |x| rosnie. Mozemy wiec uznaé, ze poczatkowy pakiet falowy
¥(x,0) jest rzeczywiscie dobrze zlokalizowany w otoczeniu x = 0. Obliczmy jeszcze gestosé pradu
prawdopodobienistwa dla chwili poczatkowej

o 0U@0) 94" (,0)
h 2 hk
= 5 2ik AP exp (— %) = WO p(z,0). (23.152)

Mozemy wiec powiedzie¢, ze "chmura" prawdopodobienstwa (w chwili ¢9 = 0) porusza sie z
predkoscia
hk
v = 20— PO (23.153)
m m
gdzie pg = hko kojarzymy ze (Srednim) pedem czastki (czy moze lepiej z odpowiednikiem kla-
sycznego pedu czastki, trzeba bowiem zachowaé daleko posunieta ostroznosé przy doszukiwaniu
sie analogii klasycznych). Nieco wyprzedzajac tok wyktadu, mozemy powiedzie¢, ze wartos¢ ocze-
kiwana pedu czastki (w chwili £ = 0) dana jest caltka

(p) = /_O:O dx *(x,0) (—ih%) P(z,0), (23.154)

ktora po obliczeniach daje (p) = hkg, potwierdzajac tym samym powyzszy wniosek. Sens fizyczny
i sposoby obliczeri wartosci oczekiwanych dla réznych wielkosci fizycznych omoéwimy pézniej.
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Poprzestaniemy tu na stwierdzeniu, ze bardziej formalna analiza potwierdza, ze $redni ped czastki
opisywanej pakietem falowym (x,0) wynosi (p) = pg = hkg. Podkreslmy jednak, ze (p) jest
wartoscia oczekiwana (Srednia) pedu czastki, a to nie jest to samo co ped rozumiany w sensie
mechaniki klasycznej.

Znajac juz podstawowe wlasnosci pakietu obliczymy jego profil C'(k). Na podstawie formut
(23.143) i (23.147) otrzymujemy wiec

2m \a?m

1/ 1\ e 2
Ck) = (_) / dx exp |— ﬁ—i-i(ko—k)x . (23.155)

Calka tu wystepujaca jest znana z tablic, a mianowicie wynosi

o0 2
/ dy e~V Py — \/ il exp (5—> . (23.156)
oo « 4o

A zatem, po dopasowaniu oznaczen dostajemy

2 2

a 1/4 a 1/ aA
Ck) = <R> exp [— 5 a*(ko — k)Q] ; (ﬁ) = o (23.157)

Ped czastki zwiazany jest z liczba (wektorem falowym) wzorem p = hk, wiec profil C(k), a Scislej

9\ 1/2
CR)* = <4%> exp |- a?(ko — k)2 ], (23.158)

mozemy interpretowaé jako rozklad prawdopodobieristwa tego, ze (w chwili poczatkowej o = 0)
ped czastki wynosi p = hk. Dlatego wladnie, méwiac o ruchu pakietu z predkoscia vy przypo-
minali§my o ostroznosci. Nie ma przeszkod w przypisaniu predkosci pakietowi (jego centrum),
ale to wcale nie to samo co ped czastki, ktorego rozktad prawdopodobieristwa opisuje profil
(23.157). Maksimum rozkladu przypada w k = ke = ko 1 odpowiada wartosci sredniej pedu,
jakiej oczekujemy na podstawie powyzszych rozwazan. Rozmycie pedu (szeroko$é profilu |C(k)|?)

wynosi
h
Ap = hAk = 2 (23.159)
a
Zwroémy uwage, ze stad i z (23.151) wynika
AxAp = hAkAx = h, (23.160)

co stanowi intuicyjne (niesciste) wyprowadzenie zasady nieoznaczonosci polozenie-—ped. Nie mo-
zemy jednoczes$nie okresli¢ potozenia i pedu czastki z dowolna doktadnoscia. Zasada nieoznaczo-
nosci (23.160) orzeka, ze okreslajac jedna z tych wielkosci (np. polozenie przez zwezanie pakietu,
czyli przez zmniejszanie parametru a) powodujemy automatyczne zwiekszenie rozmycia drugiej z
nich (np. Ap rosnie wtedy jak 1/a). I na odwroét, poszerzajac pakiet (a maleje) zwiekszamy Ax,
czyli mozemy powiedzie¢, ze potozenie czastki sie rozmywa — staje sie coraz bardziej nieokreslo-
ne — czastka sie delokalizuje. Natomiast rozmycie pedu bedzie maleé¢, ped czastki bedzie coraz
lepiej okreslony. W granicy a — oo, pakiet falowy przechodzi w fale ptaska, czastka ma dobrze
okreslony ped, lecz jednoczesnie Axr — oo — przestajemy cokolwiek wiedzieé¢ o potozeniu czastki.
Fakty te nie maja nic wspolnego z doktadnoscia przyrzadéw pomiarowych. Jest wtasno$é natury,
zasadniczo rozniaca $wiat mechaniki kwantowej od $wiata klasycznego. Nadmienimy jeszcze, ze
Sciste wyprowadzenie zasady nieoznaczonosci bedzie przedmiotem oddzielnych rozwazan.
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23.5.3 Ewolucja pakietu gaussowskiego

Mamy wiec w reku wszystkie dane, aby zbadaé¢ ewolucje pakietu falowego w czasie. Wynika ona
z formuly (23.140), do ktorej wstawiamy C(k) wedlug (23.157) oraz w(k). A zatem, dla ¢ > 0
otrzymujemy

A [ 2 ik
b(x,t) = \‘/L%/_ dk exp [— %(k—ko)z + ika — ZQm t]. (23.161)

Obliczenie tej catki i doprowadzenie jej do czytelnej postaci, cho¢ koncepcyjnie proste, sa dosé
zmudne i wymagaja wielu przeksztalcen. Uporzadkujmy najpierw wyktadnik

2 .
_ e o 2 o @ 2
w o= - (k: 2kk0+k0) + ik — ok
2 . 2.2
a0 it 2 - _ kga
= k <2 +2m> —|—k<a k0+m) 5
= —ak® + Bk — kja?, (23.162)

gdzie wprowadziliSmy oczywiste tymczasowe oznaczenia. Z (23.161) mamy teraz

aA
V2T

a to jest calka postaci (23.156). Wobec tego (w/g oznaczen z (23.162)) mamy

_ aA 172 2 m 3
P(z,t) = NG exp (—Qkoa )Ua exp (4@
1/2
aA T 1,2 9
= - exp |—skga” + :
V2r <7+%> ST C Ty

A 2 )2
= exp l—lkga? + M} (23.164)

P(z,t) = exp (—%k?)a?)/ dk e_o‘k2+ﬁk, (23.163)

(a%ko + iz)?

V1 +iot 2 2a2(1 + iot)
gdzie wprowadziliSmy oznaczenie
h
= —. 23.165
o= ( )

Trzeba znéw uporzadkowaé wykladnik w eksponencie wyrazenia (23.164).
k3a* + 2ikoza® — 22

2a%(1 + iot)
—z% + 2ikyra® — iotk3a’

/ 2 2
w = —%koa +

— . 23.166
2a2(1 +iot) ( )

W liczniku mozna dodaé i odja¢ ten sam skladnik.

, —z% + ikox(2a® + 2a%iot) — ikox - 2a%iot — iotkia*
w =
2a%(1 +iot)
—x? + 2koza’ot — iotkia’

= ikgr + L T NoraTol — lothga (23.167)

2a2(1 +iot)
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I dalej, znéw dodajemy i odejmujemy w liczniku
—2? + 2kgza’ot — k3a'o?t? + k2a*o?t? — iotkia?
2a%(1 + iot)
—(x — koa?ot)? —iotk3at — kia(iot)?
2a%(1 + iot)
(x — koa’ot)?
2a2(1 + iot)

w = ikor +

= ikox =+

= ikox — — Liotk§a®. (23.168)

Poréwnujac ten wynik z poprzednio wprowadzonymi oznaczeniami, zauwazamy, ze

h hk
k:oa2a = koa2—2 = 0 = 0,
ma m
122 — g - PR 23.169
2 0a = 2?)0 0 — om = wy. ( . )

Wreszcie doprowadzamy wykladnik z rownania (23.164) do postaci koricowej

(x — vot)?
2a2(1 + iot) ’

w = ikor — iwot —

(23.170)

ktora podstawiamy do wyjsciowej formuty. A zatem, pakiet falowy dla chwil ¢ > 0 dany jest

wzorem
A Lo (z — vot)?
o,t) = ——e . gihoz—iwot g | LU 23.171
vet) = e Xp[ 2a2(1 + ict) ( )

Mozna jeszcze pozby¢ sie "zespolonosci" z wspotezynnika normalizacyjnego. W tym celu zapiszmy
liczbe zespolong w postaci wykltadniczej

4 ht
1+iot = 1+ 022 200 gdzie  tg20(t) = ot = (23.172)

ma?’

Uwzgledniajac wartosé wspolezynnika A z (23.148) zapisujemy nasz pakiet jako

Y(z,t) = ( ! )1/4 _ et gikor—iwot oy (z — vot)”
’ (

_— - 23.173
a?m 1+ 02752)1/4 2a%(1 +iot) |’ ( )

co stanowi finalng postaé¢ ewoluujacej w czasie funkcji falowej — pakietu falowego.

Wtlasnosci ewoluujgcego pakietu gaussowskiego

Majac juz gotowa postaé pakietu falowego mozemy obliczy¢ gestosé prawdopodobieristwa w funk-
cji czasu. Z (23.173) od razu dostajemy

2 1 (z — vot)?
p(.’E,t) = ‘1,[1(56,75” = 2 (1 T 0'2t2) exp l— m] . (23174)

Zbadajmy normowanie pakietu dla dowolnej chwili czasu, tj. spelnienie warunku

1 = /_O:O dz p(z,t) = = /_O:O dx exp l— M] . (23.175)

Vma? (1 + o2t2) a?(1 + o2t?)

Zamiana zmiennych y = x — vgt i oznaczenie a?(1+ o?t?) = b? sprowadza powyzszy warunek

do calki

oo 1 0o 2
[ dx p(z,t) = N [ dy exp (— '7;—2> , (23.176)
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co na mocy (23.156) daje

0 1
[ dx p(z,t) = NG 2 = 1, (23.177)

a wiec pakiet falowy raz unormowany pozostaje zawsze unormowany. Ewolucja zgodna z réwna-
niem Schrodingera nie zmienia normowania funkcji falowe;j.

Aby dalej omo6wié¢ wlasnosci pakietu falowego obliczymy gesto$é pradu prawdopodobieristwa.
Potrzebujemy do tego pochodnej 0 (z,t)/0x. Pakiet jest opisany funkcja wykladnicza, wiec
rozniczkowanie jest proste. Z (23.173) otrzymujemy

0Y(z,t)

_ . . x—vot
o = Y@ (zko Aol > (23.178)

Obliczenie pradu prawdopodobienistwa jest wiec proste

o) = g (1(a LURD ) 20 0)
_ 2_:” Wz, 1)) szo - af(l;%) - <‘ik0 - %ﬂ
h

= — 2 [ ik + 2itm (—2—20f
= 5= (1) [22k0+2zlm< aQ(l_m>)] (23.179)

Proste przeksztalcenia liczb zespolonych prowadza do

_ hko 9 (x — vot)ot
Ta,t) = 2= Wbl [1+ k0a2(1+02t2)]

m
(x — Uot)koa%]

= R0 e )2

m

1+ (23.180)

1+ o2t2)

bowiem o = h/ma?.

23.5.4 Dyskusja

Pakiet falowy wyobrazamy sobie jako swego rodzaju "chmure" gesto$ci prawdopodobienstwa
dana wzorem (23.174), tj.

1 (x — vot)?
z,t) = [Pz, t))? = exp |- ——— 2 |. 23.181
Wyobrazamy sobie, ze chmura ta porusza sie wraz z czastka. Istotnie, powyzsza formula upo-
waznia do takiego intuicyjnego spojrzenia, bowiem maksimum rozktadu

hk,
Tmaw = Vot = —2 ¢, (23.182)
m

przesuwa sie z predkoscia vg = po/m, czyli z taka jakiej bysmy oczekiwali dla czastki o pedzie py.
Przypominamy jednak, ze p(x,t) moéwi o tym jaka jest gesto$¢ prawdopodobienistwa znalezienia
czastki w otoczeniu punktu z, a nie o tym gdzie znajduje sie czastka. Co wiecej, ze wzoru (23.181)
widzimy, ze rozklad prawdopodobieristwa przygotowany jako gaussowski, pozostaje takim dla
wszystkich innych chwil czasu. Jego szeroko$¢ wynosi

ma?

A 2
d = avVli+oi? = a\/l—i— <—> 2, (23.183)
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a wiec rosnie wraz z uplywem czasu. Mowimy, ze pakiet ulega rozmyciu — poszerza sie (choé
caly czas pozostaje unormowany). Ruch pakietu nie jest wiec prosty, co jeszcze lepiej wida¢ z
wyrazenia (23.180) dla pradu prawdopodobienstwa. Oznaczmy & = e + ¥, gdzie y ujemne
odpowiada "tytowi" pakietu, zas y dodatnie jego "przodowi". Biorac pod uwage (23.182), z
(23.180) otrzymujemy

hko th
J maz ) t) = — max ) t 1 . 23.184
(Tmaz + Y5 t) - p(Tmaz + Y )( + Fod?(1 + 0202) ) ( )

Wynika stad, ze dla centrum pakietu (gdzie y = 0) mamy

hko

J(xmamv t) = W p(xmazv t)- (23185)

co dodatkowo "uprawomocnia" nasz wniosek, ze centrum pakietu porusza sie z klasyczng pred-
koscia vy = po/m = hko/m.

Dyskusja czesci pakietu "z tytu" (y < 0) i "z przodu" (y > 0) jest trudniejsza, bowiem w
(23.184) zaleznos¢ od y siedzi zaréwno w gestosci p, jak i w nawiasie. Nietrudno widzie¢, ze czesé
tylna pakietu (y < 0) porusza sie wolniej, bowiem zaréwno p(z,t) jest mniejsze niz p(xmaz,t),
jak i wyrazenie w nawiasie jest mniejsze od jednosci. Podobny wniosek dotyczy i przodu pakietu,
choé¢ trudniej go wykaza¢. Rzecz w tym, ze p(x,t) szybko maleje, gdy tylko oddalamy si¢ od
maksimum — centrum pakietu.

Rozmywanie si¢ pakietu jest o tyle efektem oczywistym, ze w chwili poczatkowej rozmycie
pedu wynosito Ap = h/a. A wiec w sklad poczatkowego pakietu wchodzity fale opowiadajace
pedom mniejszym niz pg = hk, jak i wickszym. Wraz z uptywem czasu, te pierwsze "zostaja w
tyle", a drugie "wyprzedzaja" pakiet, ktory w rezultacie musi sie¢ poszerzaé¢ — ulega¢ rozmyciu.
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