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Rozdziat 29

(U.8) Reprezentacje w przestrzeni
Hilberta

29.1 Reprezentacje — dyskusja praktyczna

29.1.1 Wprowadzenie

W gléwnej czesci wyktadu problem reprezentacji — sposobu konstrukcji funkcji falowych w
okreslonej bazie, oméwiliSmy w sposéb doéé abstrakcyjny. Tutaj zajmiemy sie kwestiami bar-
dziej praktycznymi. Niech wiec A bedzie pewna wielko$cia fizyczng, ktorej odpowiada operator
hermitowski-obserwabla A = AT. Nie ma potrzeby precyzowaé jej sensu fizycznego. Nasze roz-
wazania bedg mie¢ charakter ogélny, niezalezny od sensu fizycznego obserwabli A. Zagadnienie
wlasne dla dyskutowanej obserwabli ma postaé

Aen) = Anlen), lonYEH, MeR, nelN (29.1)
Poniewaz A jest obserwabla, wiec jej wektory wlasne tworza baze spelniajaca relacje

(¢onlom) = Opm  — ortonormalnose, (29.2a)
> len)(en| =1 - zupelnosé. (29.2b)
n

Zwroémy uwage, ze milczaco przyjelismy, iz wartosci wlasne \,, sa niezdegenerowane (co sprawia,
ze wystarcza jeden indeks) oraz ze zbior wartosci wlasnych (a wiec 1 wektoréw whasnych) jest
przeliczalny, dzieki czemu wystepuja delty Kroneckera, a nie Diraca.

Mamy wiec pelna analogie z zalozeniami oméwionymi przy wprowadzaniu formalnej (ogolnej)
reprezentacji U. Mozemy baze {| ¢, )} nazwaé reprezentacja A i powtorzy¢ cala (dosé formalna)
konstrukcje reprezentacji A, zamiast U. Postepujac w ten sposob nie otrzymamy, ani tez nie
powiemy, niczego istotnie nowego.

Wybierzemy inna droge rozwazani. W sytuacji praktycznej, najczesciej pracujemy w repre-
zentacji potozeniowej. Dlatego tez bedziemy staraé sie polaczyé dotychczasowe wyniki dotyczace
formalnej dyskusji w jezyku przestrzeni Hilberta z opisem w ramach reprezentacji potozeniowej.
Jako reprezentacje U wybierzemy reprezentacje polozeniowa {|r')} numerowana przez wektor r
i spelniajaca relacje

(r1|ry) =40(r] — 1) — ortonormalnosc, (29.3a)
/dgr IF)W(F|=1 — zupelnosé (tzw. rozklad jedynki). (29.3b)

Zgodnie z wprowadzonym w (9.8) nazewnictwem, wielkos¢

=

on(f) = (Flon), przy czym ¢, (f) = (Flen)" = (¢n|T) (29.4)
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nazwiemy funkcja wtasna obserwabli A w reprezentacji potozeniowej. Celem ponizszych rozwazan
jest potaczenie formalnych aspektow reprezentacji w przestrzeni ‘H, z aspektami praktycznymi,
zwigzanymi bezposrednio z technikami obliczeniowymi wtasciwymi dla przestrzeni funkcyjnej L2
— przestrzeni funkcji zespolonych, catkowalnych z kwadratem, jakimi sg wladnie funkcje wtasne
obserwabli A, tj. funkcje ¢, (T).

29.1.2 Dyskusja zagadnien praktycznych

Stany wlasne obserwabli A. Ortonormalnosé i zupelnosé

Formalna relacja ortogonalnosci dla stanéw wlasnych obserwabli A ma postaé¢ (29.2a). Przecho-
dzimy do przestrzeni funkcyjnej — to jest do reprezentacji potozeniowej

b = (gmlon) = [ (on E)Flom) = [ dr e on®. (20.5)

Druga réwnos¢ wynika z rozktadu jedynki (29.3b) w reprezentacji potozeniowej, a trzecia z defi-
nicji (29.4).

Podobnie analizujemy relacje zupetnosci (29.2b). Jako punkt wyjscia bierzemy ortonormal-
nos$¢ stanéw reprezentacji potozeniowej, tj. formule (29.3a). A zatem mamy

§(f—5') = (FIt') = Y (Flon){walt’) Z on(T) @, (1) (29.6)

n

Otrzymane wyrazenia ilustruja zwiazek miedzy formalizmem przestrzeni Hilberta, a jezykiem
znanym ze standardowych przestrzeni funkcyjnych.
Roéwnanie wlasne obserwabli A

Wrocémy teraz do zagadnienia wlasnego (29.1). Na obie jego strony podziata lewostronnie bra
(r'|. Otrzymamy

(FIAlpn) = (FlAalen) = A (Flen) = Anon(P), (29.7)

bowiem liczbe \,, mozna wyciagnaé¢ na zewnatrz elementu ma(nerzowego Powyzsza formuta
sugeruje zapis Agpn( ) = \pn(T), a wiec utozsamienie operatora Az jego odpowiednikiem AT w
reprezentacji potozeniowej. Jak wiemy, w ogélnym przypadku, sugestia taka jest nieuzasadniona.
Zawsze prawidlowy jest natomiast zapis

(F|R o) = [ FIAENE Ton) = [dr (FIATF o) (20,8

Laczac wyrazenia (29.8) 1 (29.7) w oczywisty sposob otrzymujemy

[ (FIAIE)en) = Ao o) (20.9)

Funkcje ¢, (r) nie sa tu dowolne, (funkcje wtasne obserwabli A), a zatem nie wolno wnioskowaé
czegokolwiek o elemencie macierzowym (T| A |T') operatora A w reprezentacji polozeniowej. Do
dyskusji dzialania operatora A na funkcje falowe wrocimy nieco dalej.

Element macierzowy(%|A|f’)

Skupmy sie najpierw na bardziej formalnych aspektach. Stosujac dwukrotnie relacje zupetnosci
dla stanéw wtasnych obserwabli A otrzymujemy

(r |A F ZZ (T|om) Spm|A|90n><Q0n|r> (29.10)
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Z zagadnienia wlasnego (29.1) i warunku ortogonalnosci (29.2a) dalej wynika, ze

<‘Pm’A‘30n> = (@m | Anl@n) = An{@m | ¢n) = Andmn, (29.11)

A zatem z (29.10) dostajemy

(FIA|F ZZ (T on ) Abmn(om |T') = D (Flon)Anlpn|T") (29.12)

n

Odnotujmy, ze wobec dowolnosci bra (¥| i keta |¥’) z powyzszej rownosci dostajemy

Z o) An (on - (29.13)

co oczywiscie stanowi rozktad spektralny obserwabli A.

W wielu praktycznych przypadkach obserwabla A odpowiada wielkosci fizycznej majacej
swoj odpowiednik w mechanice klasycznej (np. hamiltonian, czy moment pedu). Postugujac sie
wowcezas zasada odpowiedniosci potrafimy skonstruowaé operator A w reprezentacji potozenio-
wej

AT = AD(E —inv). (29.14)
Sytuacja ulega wtedy uproszczeniu, bowiem jak wiemy z ogdlnej teorii

(F]|T") = 6(F—7") A, (29.15)
W takim wypadku rownanie wtasne (29.9) redukuje sie do

AT o (F) = An on(E). (29.16)

29.1.3 Dowolny stan | )

Niech |9) € H bedzie dowolnym stanem z przestrzeni H rozpietej przez stany wlasne obserwabli
A. Wyrazenie (¥|1¢) = ¥(F) jest funkcja falowa w reprezentacji potozeniowej. Wektory {| ¢, )}
tworza baze w H, wiec stan |1 ) mozemy przedstawi¢ jako kombinacje liniowa

_ Z Ch | on ), (29.17)
Widzimy wiec, ze bra (1| dzialajac na kety produkuje

Y(r) = (F|y) Z Cn (Flon) = Z Cr on (). (29.18)

Mamy wiec (w reprezentacji polozeniowej) standardowy rozklad dowolnej funkcji falowej 1(¥)
na funkcje wtasne obserwabli A.

Zrobmy teraz inaczej, podzialajmy bra ( ¢,, | na obie strony rozktadu (29.17). Z ortonormal-
nosci (29.2a) bazy w ‘H wynika wiec

n

Odwracajac powyzsza relacje, korzystamy z zupelosci reprezentacji | r) i z definicji (29.4). W
rezultacie otrzymujemy dobrze znane wyrazenie dla wspolezynnikow rozktadu funkeji ¢(r) na
funkcje bazy

Co = {pult) = [dr (pulENFIY) = [d'roi@® v, (20.20)
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Zgodnie z terminologia wprowadzona w relacji (8.47 wspotczynniki C,, = (¢, |9 ) mozemy na-

~

zwaé funkcjami falowymi stanu | ) w reprezentacji stanéw wlasnych obserwabli A (w reprezen-
tacji A). Jednoczesnie, wspotezynniki C), interpretujemy jako amplitudy prawdopodobieristwa
tego, ze uklad w stanie opisanym funkcja falowa 1 (r) da w wyniku pomiaru wielkosci A wartosé
wlasna A,.

Stan |1 ) powinien by¢ unormowany. Z rozktadu (29.17) otrzymujemy

1=(¢[y) = Z Gy, (on | Z Ci lom) = ZZ Cr Co (on |l om)
- ZZ Cp O Onm. = ZZ |Cn|2a (29.21)

a zatem odtwarza si¢ dobrze znany wzor normalizacyjny dla wspotczynnikéw rozktadu funkeji
falowej w bazie funkcji wtasnych obserwabli.

Dzialanie obserwabli A

Rozwazmy jeszcze dziatanie operatora A na dowolny stan | ). Mozna to zrobi¢ na rézne (wza-
jemnie zgodne) sposoby. Zanalizujmy ket powstaly z A |1 ) w reprezentacji potozeniowej. A wiec
piszac z lewej bra (r| mamy

<F|A|¢> = Z <F|A|¢n><¢n|¢> = Z Cn Mn(Flen) = Z Chn Ap o (T), (29.22)

n

co znéw odtwarza skadinad dobrze znane relacje. Jesli znamy postaé operatora A w reprezen-
tacji polozeniowej (tj znamy (29.14) i (29.15)), wowczas formuta (29.22) moze by¢ zapisana

(FIAY) = AV (Flg) = AD9@E) = 3 A Coonl), (29.23)

co, w ogblnym przypadku nie jest znaczacym uproszczeniem, lecz tadnie pokazuje wewnetrzna
zgodnosé formalizmu.
Funkcje wtlasne Aw reprezentacji pedowej

Funkcja ¢, (¥) = (| ¢, ) jest funkcja wlasna obserwabli A w reprezentacji potozeniowej. Rownie
dobrze mozemy zbudowaé reprezentacje pedowa, w ktorej funkcjami wtasnymi obserwabli A beda
funkcje @, (P) = (P|@n). W mysl ogolnych zasad, bez trudu wyrazamy je przez odpowiednie
funkcje w reprezentacji potozeniowej

PulB) = (Blea) = [dr (BIF)(F]en)

= 4/d3r exp (— % p- F) on (1), (29.24)

gdzie skorzystaliSmy z wyrazenia (9.55) okreslajacego (¥|p) — funkcje wlasna pedu w reprezen-
tacji potozeniowej. W analogiczny sposob "odwrotna" relacje zapisujemy w postaci

pul®) = (Flea) = [dp (FIB)(Blen)
= W/d?’p exp(%ﬁ-f") @n(F) (29.25)

Widzimy wiec, zgodnie z oczekiwaniem, ze funkcje wlasne obserwabli Aw reprezentacjach poto-
zeniowej i pedowej tworza pare transformat Fouriera.
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29.1.4 Uwagi koncowe

W powyzszej dyskusji tak naprawde nie wprowadziliémy zadnych nowych pojeé. Pokazalismy, jak
formalne ujecie zagadnienia wlasnego (29.1) obserwabli A, "ttumaczy sie" na jezyk reprezentacji
potozeniowej. To ostatnie sformulowanie jest typowe, w sensie, ze najczesciej spotykane, tak w
literaturze, jak i w zastosowaniach. Nasze wyprowadzenie pokazuje jakie sa wewnetrzne zwiazki
formalizmu mechaniki kwantowej. Chodzi tu przede wszystkim o relacje pomiedzy abstrakcyjnym
ujeciem w przestrzeni Hilberta H (w notacji Diraca), a praktycznymi obliczeniami, ktore zwykle
prowadzimy w przestrzeni funkcji falowych. W tej ostatniej mamy bowiem praktyczne narzedzia
matematyczne, ktére pozwalaja uzyskaé¢ konkretne wyniki ilo$ciowe.

29.2 Zmiany reprezentacji

29.2.1 Dwie reprezentacje: "stara" i "nowa"

Rozwazmy przestrzen wektorowa H stanéw, w ktoérej mamy dwie rézne bazy, czy tez w mysl
przyjetej terminologii, dwie reprezentacje

pierwsza (”"stara”), druga ("nowa”),
{|un)} = reprezentacja U {|va) } = reprezentacja V' (29.26)
dyskretna. ciagla.

7 zalozenia obie reprezentacje odpowiadaja bazom ortonormalnym i zupelnym. Dla pierwszej z
nich "starej",

i dla drugiej "nowe;j"
(valvg) = 8(c—B), /da\vama\ i (20.28)

Dowolny wektor |1 ) € ‘H mozemy roztozy¢ w kazdej z baz

1) = D Jun W un [0) = enlun ), gdzie ¢ = (uy ) (29.29a)

0) = [dalva)(val¥) = [da|ua)Cla), gdiie Cla) = (valv). (20.20b)
Oczywiscie wektory jednej z baz mozna zapisa¢ w drugiej

lva) = D lun)(un|va), (29.30a)

) /da | Ve Y Ve | 2 )- (29.30D)

lloczyny skalarne wystepujace w powyzszych zwiazkach mozemy uwazaé za macierze

<un‘vo¢> = Tnaa (29.31&)
(Valun) = San. (29.31D)

Korzystajac z wtasnosci iloczynu skalarnego

San = (Va|tn) = (up|va)* = TFy = (Tan. (29.32)
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Mozemy takze rozwazy¢ "odwrotne" relacje
Tna = <u7’b ’U0¢> = <UO¢ ‘un >* = S’;kl,a - (ST)an (2933)

Traktujac formalnie powyzsze wyniki, mozemy stwierdzi¢, ze obie macierze sa wzajemnymi sprze-
zeniami hermitowskimi

S =TT, lub T = ST, (29.34)
przy czym podkreslamy, ze méwimy o macierzach, a nie o operatorach.
29.2.2 Wlasnosci transformacji

Unitarno$é transformacji zmiany reprezentacji

Przeanalizujmy konsekwencje ortonormalnosci obu baz. Dla bazy "starej", z zupelnosci "nowe;j"
Son = (i |t ) = /da(um|va><va|un>. (29.35)

Wedlug oznaczen (29.31), a takze z (29.32) mamy dalej

b = [ do T San = [ do Ty @ = (T Ty (29.36)
Stad wnioskujemy ,ze
TTH =1 = §ts. (29.37)
Analogicznie z normowania bazy "nowej" wynika
a—=p0) = (valvg) Z (Vo | un ) un|va>zz San Tnp
n n
= D SanSin = San (Sng = (S 8Nag. (29.38)
n n
A zatem mamy relacje analogiczna do (29.37), a mianowicie
SST =1 =1'T. (29.39)
Uzyskane zwiazki (29.34), (29.37) oraz (29.39) pozwalaja wiec wnioskowaé, ze
macierze S, T sa unitarne. (29.40)

Zmiana (transformacja) skltadowych keta

W obu bazach wyrazamy wektor 1) (jeden i ten sam) za pomoca wzoréow (29.29). Szukamy
zwiazkow pomiedzy wspotczynnikami ¢, w "starej", a C'(«a) w "nowej" bazie. Z zupelnosci bazy
starej mamy

Cla) = (va|¥) = Z(va|un><un|¢> = Zsomcna (29.41)

n

lub na odwroét

en = (up|9)) = /da<unyua><uaw> _ /daTWC(a) (29.42)

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 73



3.10.2004 29. (U.8) Reprezentacje w przestrzeni Hilberta 74

Nietrudno sprawdzi¢ wewnetrzna spojnosé przeksztatcen. Na przyklad, do (29.42) podstawiamy
(29.41). Stosujac po drodze (29.32) otrzymujemy

Cp = /da Tha <Z Samcm> = Z </ do Ta Sam> Cm

=S U do T (TT)am] n=3" [ T anm em =3 Gnm Cm = Cn, (29.43)

m

co wynika z unitarnosci macierzy 7.

Transformacja sktadowych bra

Zaleznos$¢ pomiedzy ketami i bra jest antyliniowa. Tak wiec ketowi o rozkladzie (29.29a) w starej

bazie odpowiada bra (| = cr (up, |- Wobec tego

n

(Wl = 3w 9) ol = T @) (] = 3 [ () )]
= /da V]vg ) (v | = /daC* (v | (29.44)

co stanowi poprawne przedstawienie bra w nowej bazie (w reprezentacji V'). Wspotczynniki roz-
ktadéw zwiazane sa relacja

C*(a) = (P|va) = Z(w’un><un‘va> = Z cnThas (29.45)

n n

gdzie w ostatnim kroku wykorzystalismy (29.31a). Poniewaz Ty = (ST)na wiec

C*(@) = > ¢ (Nna (29.46)

n

co jest po prostu relacja sprzezona do (29.41) i czego nalezalo oczekiwaé. Latwo jest odwrocié
powyzsze wyrazenie, otrzymamy wtedy

¢ = / o CH@)(TH)an = / & C*(0) Spar, (29.47)
co 7z kolei jest sprzezeniem (29.42).

Zachowanie iloczynu skalarnego

Jak wiemy, macierze unitarne zachowuja iloczyn skalarny (pozostawiaja bez zmian jego wartos¢).
Sprawdzimy, ze tak jest rzeczywiscie. W starej bazie dla dwoch wektorow |¢) i |¢) iloczyn
skalarny wyraza sie

(o]9) Z b cp, (29.48)

gdzie b, = (uy, | @), zas ¢, = (uy | ). Przechodzac do nowej bazy, stare wspotezynniki wyrazamy
przez nowe. Robimy to za pomoca formuty (29.42)

(ply) = (/da ThaB(a > /dﬁ T,5C(3) (29.49)
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gdzie teraz B(a) = (vq | ) oraz C(5) = (vg |9 ). Dalej otrzymujemy
(olo) = [da [d53 B (0)C) Tua Tos
— [ da [d3Y B(0) C(8) (T)an T

— / da / d8 B*(a) C(8) 8(a — ), (29.50)
na mocy unitarnosci macierzy 7T. Wykonujac pozostate catkowanie mamy
(¢19) = [da B (@)Cla) = [datplva)(valb). (29.51)

gdzie na mocy zupelosci reprezentacji V' stwierdzamy, ze wynik jest poprawny. A wiec ten
sam iloczyn skalarny mozemy oblicza¢ w dowolnej bazie (reprezentacji). Innymi slowy zmiana
reprezentacji za pomocg macierzy unitarnych nie zmienia iloczynu skalarnego.

Oczywiscie automatycznie wnioskujemy, ze norma wektora takze nie ulega zmianie przy
przechodzeniu od jednej reprezentacji do drugie;j.

Zmiana (transformacja) elementéw macierzowych

Niech A bedzie operatorem odpowiadajacym pewnej wielkosci fizycznej. Elementy macierzowe
tego operatora mozemy oczywiscie oblicza¢ w obu bazach (reprezentacjach)

Apn = (U | Aluy) lub Aop = (va|Alvg). (29.52)

Sposoéb indeksowania informuje nas w ktorej bazie prowadzimy obliczenia. Szukamy zwigzkoéw
miedzy tymi elementami macierzowymi. Chcemy wyrazi¢ element w nowej bazie przez (skad-
inad znany) element w starej bazie. Korzystajac dwukrotnie z warunku zupelnosci starej bazy
dostajemy

Aop = (valAlvg) = ZZ(Ua|um><UM|A|un><un|Uﬁ>
m n
= 3> SemAmnTug = D> Sam Amn (S)ng. (29.53)
m n m n
Formalnie rzecz biorac napiszemy
— T
Awg = (S4pS )aﬁ (29.54)
gdzie iloczyn po prawej rozumiemy jako iloczyn macierzy. Ponadto dolny wskaZznik przy ope-
ratorze A po prawej wskazuje, ze bierzemy tam jego elementy macierzowe w reprezentacji U.
Formuta (29.54) wskazuje wiec jak przejs¢ do reprezentacji V' jesli znany elementy macierzowe
w reprezentacji U i znamy macierz przejscia.

Mozemy znalezé takze przejscie odwrotne. Element macierzowy w reprezentacji U "starej",
wyrazimy jako

Apn = Cun | Alwn) = [da [d8 G [va) (v | A]0g) (03] 0a)

— / do / dB Sl Aap Spn = / do / dB (SHma Aap Son
= (stays) | (29.55)

gdzie znéw ostatni iloczyn na sens iloczynu macierzowego, za$ operator A bierzemy w reprezen-
tacji V.
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29.2.3 Uwagi koncowe

Niech baze {|uy, )} (reprezentacje U) generuja wektory whasne pewnej obserwabli B:
Bluy) = bylun), (29.56)

(dla prostoty bez degeneracji). Rozwiazanie tego zagadnienia w reprezentacji V' odpowiada zna-
lezieniu (v, |uy, ), traktowanych dla kazdego, kolejnego n jako funkcje parametru «. Ze wzgledu
na rownosé (29.31b) rozwiazanie sprowadza sie do znalezienia elementow macierzy przejscia Sy .
Na mocy (29.55), dla operatora B mamy

U | Blun) = bpbmn = [ da | dB (S me Aas Son. 29.57
B 23

A wiec rozwigzanie zagadnienia wlasnego dla Bw reprezentacji V' jest rownowazne znalezieniu
macierzy San = (va | un ), ktora diagonalizuje macierz Bog = (vq | B|vs) — macierz operatora B
w reprezentacji V. Innymi stowy, funkcje falowe (v, |u, ) — funkcje wtasne operatora Bw repre-
zentacji V' diagonalizuja (zgodnie z (29.57)) macierz tego operatora zbudowana w reprezentacji

V.

Uwaga. Macierz S o elementach S, = (v4 | uy, ) nie przedstawia zadnego operatora. Macierz
reprezentujaca operator dana jest w jednej wybranej bazie, na przyktad B, = (up | B | un ),
natomiast macierz S zalezy od obu baz (reprezentacji) jednoczesnie. W naszych rozwazaniach
macierz te Swiadomie przyjeliémy "nickwadratowa" (jeden indeks dyskretny, drugi ciagly, tworza
zbiory réznej mocy). Ilustruje to dobitnie fakt, ze cho¢ méwimy o macierzach, to macierze te nie
odpowiadaja jakiemus operatorowi.

W pewnych przypadkach szczegolnych moze sie zdarzyé, ze obie bazy (reprezentacje) sa
rownoliczne. Metody przechodzenia od jednej do drugiej nie ulegaja istotnym zmianom, kluczo-
wa role znéw odgrywa ortonormalnosé i zupetnosé obu baz.
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