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Rozdziat 38

(U.17) Zastosowania stacjonarnego
rachunku zaburzen

38.1 Struktura subtelna w atomie wodoropodobnym

38.1.1 Hamiltonian i jego dyskusja

Poprzednio badaliSmy atom wodoropodobny, ktéry opisywalismy hamiltonianem

9 2
o p B . Zq
0 o2m r’ gaze p 4me, (38.1)

Otrzymalismy wowczas poziomy energetyczne (badalismy tylko widmo dyskretne) oraz funkcje
falowe. Nie wzieliSmy pod uwage catego szeregu poprawek wynikajacych przede wszystkim z:
1

o faktu, ze elektron jest czastka o spinie s = 3;

e koniecznosci uwzglednienia poprawek relatywistycznych.

Aby "poprawié¢" poprzednie "grube" przyblizenie weZmiemy teraz hamiltonian ztozony z naste-
pujacych sktadnikdw

H = mc® + Hy + H, + Hso, (38.2)

gdzie mc? jest energia spoczynkows elektronu, Hy to hamiltonian atomowy (38.1)

=4
H, = — SPﬁ’ — poprawka relatywistyczna do energii kinetycznej, (38.3)
m3c
1 1 dV o o
Hso = < - (r) ) L-S, — oddzialywanie spin — orbita. (38.4)
2m2c2 \r  dr
W ostatniej formule V' (r) = —(3/r jest po prostu potencjalem coulombowskim. Poprawka zwiaza-

na z oddzialywaniem spin—orbita jest réwniez natury relatywistycznej, lecz nosi odrebng nazwe.
Hamiltonian H dany w (38.1) jest przyblizeniem réwnania Diraca (w pierwszym rzedzie wzgle-
dem v?/c?) dla atomu wodoropodobnego, w uktadzie odniesienia w ktérym jadro spoczywa, zas
elektron porusza si¢ dookota.

Sens fizyczny H, i Hso

Pochodzenie sktadnikéw mc? i H, mozemy zrozumie¢, jesli wezmiemy relatywistyczne wyrazenie
dla energii
— JB2e2 204 — 2 P
E = /p%c + m?ct = mc (|1 + —5=, (38.5)
m2c
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ktore rozwiniemy w szereg z dokladnoscia do wyrazéw drugiego rzedu

2
1( p? 1( p° » P’ p*
1+ 2 <m202> 8 <m202 = me 2m  Sm3c2’ (38.6)

Sktadnik kwadratowy w P jest oczywiscie operatorem energii kinetycznej "siedzacym" w hamil-

2

E ~ mc

tonianie atomowym Hy. Energia spoczynkowa elektronu jest stalym przyczynkiem do wartosci
wlasnych energii. Jezeli wiec przesuniemy skale energetyczna (wybierzemy zero na skali energii
tam, gdzie bylo mc?), to energie spoczynkows mozemy pominaé¢. Sktadnik proporcjonalny do p4
to oczywiscie czton H,. Pozostaje wiec oméwi¢ Hgp — oddziatywanie spin—orbita.

Ponizsze wyjasnienie nalezy potraktowaé jakosciowo i intuicyjnie, nie jest ono Sciste, bo ba-
zuje na naszych przyzwyczajeniach wynikajacych z fizyki klasycznej. W uktadzie spoczynkowym
elektronu pole elektromagnetyczne jadra ma niezerowy przyczynek magnetyczny (transformacja
Lorentza pola coulombowskiego). Spin (moment magnetyczny) elektronu sprzega sie z polem
magnetycznym. A zatem elektron "widzi" pole magnetyczne

. 1 -
B = 2 E x vV, (38.7)
ktore wynika z transformacji Lorentza z uktadu, w ktérym spoczywa jadro, do uktadu spoczyn-

kowego elektronu. Ze spinem elektronu zwiazany jest moment magnetyczny

- HB — qh 1 — q —
* h 2m h m (38.8)
Energia oddzialywania momentu magnetycznego (38.8) z polem (38.7) wynosi wiec
- _B. M. = - 1 (Fx+%).8
Wso = —B-My = - — (E x v) S. (38.9)

Lecz pole elektryczne (przypominamy, ze V(r) to energia potencjalna)

E = — (é) gradV(r) = — (1) d‘;'ET) (f), (38.10)

q r
co podstawiamy do wzoru (38.9) i dostajemy
1 [dV r ~
Wso = —2[ (T)(E)XV]-S
mc dr r
1 /INdV() . L. o 1 /1 dV(r))—» ,
= - -S = - L-S. 38.11
m2c? <7“> dr (r>xp) m2c? <r dr ( )

Poréwnujac ten wynik z Hgo w (38.4) widzimy, ze brakuje tu czynnika 1/2. Czynnik ten pojawia
sie przy bardziej subtelnym rozwazeniu transformacji Lorentza (elektron nie porusza sie ruchem
prostoliniowym). Sens fizyczny oddzialywania spin—orbita nie ulega jednak zmianie jesli owe
subtelnosci uwzglednimy. Dlatego tez wyrazenie

Hep — —2 (1 dv(r))f-é (38.12)

2m2c2 \r dr
przyjmujemy jako hamiltonian oddzialywania spin—orbita. Zauwazmy jeszcze, ze wyprowadzona
formuta dopuszcza dowolny potencjat sferycznie symetryczny. W przypadku atomu wodoropo-
dobnego

dv(r) d I} I}
- 2 (_2y - 2 1
dr dr < r> r2’ (38.13)
wiec dla atomu wodoropodobnego hamiltonian oddzialtywania spin—orbita ma postaé
() 08
Hso = ——= (=) L-S. 14
50 2m2c¢2 \r3 (38.14)
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Oszacowanie rzedéw wielko$ci

Rozwazmy rzedy wielkosci energii zwigzanych z wprowadzonymi poprawkami do hamiltonianu.
Oszacujemy najpierw poprawke relatywistyczng do energii kinetycznej. Zbadamy ja w relacji do
energii wlasnych hamiltonianu Hy, ktore oszacujemy za pomoca energii kinetycznej. Otrzymuje-

my
H, ﬁ4 2m ﬁ2 Ekin
il IRPOR - ~ 1, 38.15
‘HO 8m3c2 ﬁz 4m?2c? Espocz < ( )

bowiem wiemy, Ze energie elektronu w atomie wodoropodobnym sa rzedu a’mc?, gdzie o ~
1/137 — stala struktury subtelnej. A wiec poprawka relatywistyczna do energii kinetycznej jest
rzeczywiscie mala (dla niezbyt ciezkich atomow).

Podobnie badamy energie zwigzane z oddzialywaniem spin—orbita. Poniewaz zaréwno L jak
i S sa rzedu A, wiec hamiltonian (38.14) oszacujemy w nastepujacy sposob

BR% 1

m2c2 13" (38.16)

| Hso | =~
Hamiltonian atomowy Hy mozemy szacowaé zar6wno za pomoca, energii kinetycznej jak i poten-
cjalnej (sa one tego samego rzedu). Wobec tego, korzystajac z (38.16) napiszemy
h? I}

Hso .
aliewt bowiem  Epo = — o (38.17)

Hy

Dobrym oszacowaniem promienia 7 jest promient Bohra a = h?/mf3. Wigc dalej

H hQ 202 2
50|~ mf - <ﬁ> . (38.18)
Hy m2c2  h he
lloraz w nawiasie, dla atomu wodoru (Z = 1) odtwarza stala struktury subtelnej a. Wiec w
koricu
Hso 5 ( 1 )2
— ~ (—) . 38.19
Hy ‘ “ 137 (38.19)

Stwierdzamy wiec, ze poprawka ze wzgledu na oddzialywanie spin—orbita jest tego samego rzedu
co poprawka relatywistyczna do energii kinetycznej. Obie poprawki prowadza do przyczynkoéw
energetycznych znacznie mniejszych niz energie wtasne hamiltonianu atomowego Hy. Wniosku-
jemy wiec, ze stosowanie stacjonarnego rachunku zaburzen jest uzasadnione.

Punkt wyjscia do rachunku zaburzen

Bedziemy stosowa¢ metody stacjonarnego rachunku zaburzen do hamiltonianu
H = Hy + H. + Hgo, (38.20)

gdzie role hamiltonianu (swobodnego) niezaburzonego peini hamiltonian atomowy (38.1), zabu-
rzeniami za$ sa:

e poprawka relatywistyczna do energii kinetycznej H, dana w (38.3);

e oddzialywania spin—-orbita z hamiltonianem Hgo zdefiniowanym w (38.14).
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Zwracamy uwage, ze teraz musimy uwzglednié¢ fakt, ze elektron posiada spin. Nie zmienia to
jednak wartosci wtasnych hamiltonianu Hy — energii niezaburzonych

E
E, = - 2, n=1,23,.... (38.21)
n
Sa one (przy uwzglednieniu spinu) zdegenerowane g, = 2n2-krotnie. Funkcje falowe — funkcje
wlasne hamiltonianu niezaburzonego (atomowego) ¥pim (¥ = Ry (r)Ymi (0, ¢) znane z dyskusji
atomu wodoropodobnego musza zosta¢ uzupelnione o spin. A wiec jako niezaburzone stany wta-

sne Hy przyjmiemy teraz

¢nlm \Ijnlmms = ¢nlm Xms = Rnl lem Xms» (3822)

spin

gdzie xm, oznacza spinor dwuskladnikowy. A wiec niezaburzone funkcje falowe, ktorymi bedziemy
sie postugiwaé zaleza od czterech liczb kwantowych: glownej n, azymutalnej [ (I = 0,1,...,n—1),
magnetycznej m, (m = —1[,... 1) i spinowej mgs = :i:%.

38.1.2 Poprawka do energii kinetycznej

Najpierw rozwazymy poprawke do energii kinetycznej, zwigzana z hamiltonianem H,. Szukamy
poprawek do energii Eq(lo) = —FE,;/n?, ktora jest 2n2-krotnie zdegenerowana (ze wzgledu na liczby
kwantowe [, m oraz mg). Musimy wiec zbada¢ macierz zaburzenia

54

ktora w ogolnym przypadku ma wymiar 2n? x 2n?. Poniewaz rozwazamy n-ty stan energetyczny,
wiec gtowna liczba kwantowa n jest ta sama po obu stronach elementu macierzowego. Przede
wszystkim zauwazmy, ze zaburzenie H, nie zalezy od zmiennych spinowych, wiec macierz zabu-

rzenia musi by¢ diagonalna w spinowej liczbie my:

_54

W(km) - 5msm’s < Ynim ’ m

‘ wnl/m’ >7 (38.24)

Aby kontynuowaé obliczenia musimy jako§ wyrazi¢ operator p?. W hamiltonianie atomowym
(niezaburzonym) wystepuje p 2, zatem

p* = 4m*(H, - V(r))", (38.25)

co mozemy wykorzysta¢ w macierzy zaburzenia, ktora teraz zapiszemy jako

5msm’
W(km) = = ch; <¢nlm | (HO - V(T’)) (HO - V(T)) |¢nl/m/ > (38'26)

Obliczajac element macierzowy musimy bardzo uwazaé¢, bowiem Hg zawiera operator pedu, ktory
wcale nie musi komutowaé¢ z potencjalem. Podstawiamy potencjal coulombowski i korzystajac z
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relacji zupelosci stanoéw |, ) oraz z faktu, ze sa to stany wlasne Hy, dostajemy
p p
<¢nlm | (HO + ?) (HO + ?) |Q;Z)nl’m’ > =
p p
= Y (Yum | (Ho+ ;) | nea ) (N | (Ho + ;) | Ynirme )

NLM

= > {<¢nzm\E | YnLv ) + <'¢nlm‘§"¢NLM>}

NLM

{<¢NLM|E | Yotrme )+ <¢NLM| | Vi ,>}
- Z {E7§LO)E](\?)<¢nlm’¢NLM><¢NLM‘wnl/m/>

NLM

+ EQ <wnzm|wNLM><¢NLM|§|¢nl,m,>
+ EQ (YnLar | Cnirm '><¢nlm|§|¢NLM>

+ {Ynim | g KONYRISUIAYE g | Vi ) } (38.27)

Porzadkujac uzyskane wyrazenie otrzymujemy dalej
<¢nlm|(H0+ ) |¢nl’ ’>

) 5nN{ EVEY 811 6wt 010 Sxtme + B 811, 8ynr (v | J | Yntrme )
NLM r

+ E](\(,]) Or1 Oty { Vnim | = |¢NLM>} <77Z)nlm| |¢nz' ), (38.28)

gdzie w ostatnim skladniku ponownie skorzystaliémy z relacji zupelnoéci. Obliczajac sumy do-
stajemy

<'¢nlm‘(H0+ ) an' ’>

= (quo)) 6ll’ 6mm’ + 2 E(O <¢nlm| |¢nl’ ’> <¢nlm| |Q;Z)nl’ ! > (3829)

Pozostate elementy macierzowe sa srednimi z poteg odlegtosci elektronu od jadra, liczonymi w ba-
zie funkcji wlasnych atomu wodoropodobnego. Srednie takie obliczali§my uprzednio, pamietamy
ze sg one diagonalne w liczbach kwantowych [ i m, a zatem

<Q;Z)nlm|(HO+ ) |Q;Z)nl’ ’>
= 0w Oy [(ED)? + 28 ED (v + 82 (57 )] (38.30)

Wstawiamy obliczony element macierzowy do wyrazenia (38.26) dla macierzy zaburzenia, ktora
przyjmuje postac

Wiy = — O, O’ O {(E(O))2 + 28EO (¢~ + B2 (r72) } (38.31)

(kin) — 2mc2 n n nl nl |- .

Widzimy, ze uzyskana macierz zaburzenia jest diagonalna wzgledem wszystkich trzech liczb kwan-
towych: spinowej mg, orbitalnej [ i magnetycznej m, wiec jej wartosci wlasne to po prostu ele-
menty diagonalne. Jednoczesnie elementy tej macierzy zaleza od gtéwnej liczby n oraz od I.
Whioskujemy wiec, ze zaburzenie zwigzane z relatywistyczna poprawka do energii kinetyczne;j
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powinno przynajmniej czesciowo usunaé degeneracje. Poprawki pierwszego rzedu do 2n2-krotnie
zdegenerowanej energii Fy,~ sa warto$ciami wlasnymi macierzy zaburzenia — jej elementami dia-
gonalnymi wynoszacymi

1
2mc?

1)/, . 2 1 1
EW (kin) = (B + 2BED () + 67 {5 ). (38.32)
Warto w tym miejscu przypomnieé oznaczenia wprowadzone przy dyskusji atomu wodoropodob-
nego, a mianowicie

Z2
0 1, 2 2
EY = —gmc®a® =5 (38.33)
gdzie « jest stala struktury subtelnej

(A B = Zah (38.34)
4dme, he T e - eane '

o =

Co wigcej, wartoéci oczekiwane (r~1),,; (r=2),,; zostaly obliczone w (15.117) i (15.118). Wynosza
one

1 Z 1 27°
(Gl = () = @w@ry (38.35)

gdzie a, oznacza promien Bohra dany wzorami

h?  A4re, h? h
= —- = = . 38.36
o m  q> mahe ame ( )

Na podstawie tych oznaczen wyrazamy poprawki (38.32):

Wy _ (1) [ 2% N2 4 28 2\ 2 723
E,/(kin) = o3 [4714 (mc) a o (mc )a + 4@% B (38.37)

Rozwazmy czynnik Z[3/a,. Z (38.34) 1 (38.36) otrzymujemy
Zp

_ 72 amce - 5o 9 2
o Z*“ahe = Z (mc), (38.38)

dzieki ktoremu porzadkujemy dalej wyrazenie (38.37)

2 Z%* (3 1
Pon. _ me _
wi. (ki) 2 w3 \4n  (I+12)
Z2a? 1
= po) 2 (2 L) (38.39)
n dn (14 3)

Widzimy, ze poprawka relatywistyczna do energii kinetycznej jest rzeczywiscie o

razy mniejsza
niz energia niezaburzona (o ile Z nie jest zbyt duze). Potwierdza to nasze wczes$niejsze oszacowa-
nie (38.15). Niestety oszacowanie to "psuje" sie dla duzych Z, co o tyle nie powinno dziwi¢, ze
jak wiemy, nierelatywistyczna teoria atomu wodoropodobnego rowniez "psuje" sie dla ciezkich
atoméw. Widzimy takze, ze otrzymana poprawka zalezy od orbitalnej liczby kwantowej I, a wiec
degeneracja zostanie czeSciowo usunieta. Degeneracja ze wzgledu na m oraz mg pozostaje nie

zmieniona.
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Poprawki do energii stané6w atomu wodoru

W zasadzie powinni§my wstrzymaé sie z dyskusja dopoéki nie obliczymy poprawek wynikajacych
z oddzialywania spin-orbita. Mimo to, dyskusja poprawek Er(i)(km) jest pouczajaca i dlatego ja
tu przeprowadzimy.

Otrzymane rezultaty zilustrujemy na przyktadzie atomu wodoru (Z = 1). 2n2-krotnie zde-
generowane niezaburzone poziomy odpowiadaja energiom (por. (38.35))

E(O) _ m02 062

( - (38.40)

Relatywistyczne poprawki do energii kinetycznej dane sa wzorem wynikajacym z (38.39), to jest

2 4 1 3
ED (kin) = — Mea - 2. A1

Rozwazymy zastosowanie tej formuty do obliczenia poprawek dla stanu podstawowego i pierw-
szego wzbudzonego.

) =

Dla stanu podstawowego 1s, w ktéorym n =1, ] = m = 0 oraz mg = :l:%, o energii Efo

—% mc?a? ktory jest 2-krotnie zdegenerowany, poprawka wynosi

E%)(km) = —imca'(2 - 3) = - ngQO/{ (38.42)

L[S

Degeneracja stanu podstawowego g; = 2, (obecna ze wzgledu na dwa stany spinowe) nie zostata
usunieta. Poprawka jest ujemna, wiec energia tego stanu ulega przesunieciu w dét. W pierwszym

By
2s, 2p \_:\ _______________
D B+ B
\\ —— ggp = 6
\ 2p
B+ B
—— 925 = 2
2s
EP
— - = mmmmmmm—---oe
1s R
B+ Bl
— gls = 2
1s

Rys. 38.1: Poprawki relatywistyczne do energii atomu wodoru dla stanu podstawo-
wego 1s 1 dla stanu n = 2 (standéw 2s oraz 2p). Jest to schemat, na ktérym skala
energii nie jest zachowana.

0) _

stanie wzbudzonym mamy n = 2 i energie E5’ = —mc?a?/8. Stan ten jest 8-krotnie zdegene-
rowany. W tym przypadku degeneracja zostanie czeSciowo usunieta, bowiem dopuszczalne jest
teraz [ = 0, 1. I tak dla stanu 2s, w ktérym | = m = 0 mamy poprawke do energii

Eéé)(km) = — +ma'(2-3) = — Boma. (38.43)
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Stan 2s pozostaje 2-krotnie zdegenerowany (z wzgledu na spin). Natomiast dla stanu 2p, w
ktorym [ =1, m = 0,+£1, odpowiednia poprawka wynosi

Eg)(k:m) = — %ch a4(§—%) = - 38L4m62 at. (38.44)

Stan 2p jest nadal 6-krotnie zdegenerowany, ze wzgledu na trzy wartosci magnetycznej liczby
kwantowej i dwie spinowej. Uzyskane poprawki do energii stanu n = 2 sg rozne, bo zaleza
od orbitalnej liczby kwantowej. O$miokrotna degeneracja stanu niezaburzonego jest czesciowo
usunieta. Stan 2s (n =2, l=m =0, mg = :I:%), jest bardziej przesuniety w dot. Stan 2p takze
bedzie przesuniety w dot skali energetycznej, ale mniej. Sytuacje te schematycznie przedstawia
rysunek 38.1.

38.1.3 Oddzialywanie spin-orbita
Dyskusja wstepna

Zanim przejdziemy do obliczania (w ramach rachunku zaburzen) poprawek zwiazanych z oddzia-
tywaniem spin-orbita, zauwazmy, ze do tej pory postugiwalismy sie baza

\Pnlmms(rvev¢) = <’I",9,(,0|TL,Z,7TL,S = %’ms>a (3845)

to jest baza niesprzezona, baza stanéw wlasnych operatoréow:
e hamiltonianu Hy;
e orbitalnego momentu pedu I_:2;
e rzutu orbitalnego momentu pedu L3 na of z;
e spinu §2;
e rzutu spinu S3 na os z.
Operatory te tworzg ZZOK (cho¢ S? niewiele wnosi, bo s = 1 jest ustalone). Baza (38.45)
postuzyla jako baza niezaburzona, w ktérej obliczaliémy macierz zaburzenia i poprawki do energii
kinetycznej.
Niestety jednak baza ta nie jest dobra do obliczen poprawek wynikajacych z oddziatywania
spin-orbita. Wynika to stad, ze oddzialywanie spin-orbita jest proporcjonalne do operatora
Hgsp L-S = L1571 + LaSy + L3Sy, (38.46)
. m) nie
sa stanami wlasnymi L - S. Mozna na ten problem spojrze¢ takze inaczej. Mianowicie iloczyn

ktory nie komutuje z operatorami Ly i Sk, w zwiazku z czym stany |n,l,m,s =

skalarny L - S mozna zapisa¢ w postaci

L-S = J(LyS_+L_Sy) + L3Ss, (38.47)
gdzie Ly = Ly +iLy oraz S+ = S1 £ 155. Wobec tego obliczanie macierzy zaburzenia w stanach
(38.45) bedzie bardzo skomplikowane, bo operatory Ly i St beda mie¢ elementy macierzowe
pomiedzy stanami o réznych wartoéciach m i mg. Znacznie wygodniej jest postugiwaé sie baza,
w ktoérej operator L - S jest diagonalny. Fakty te omoéwiliémy dyskutujac potrzebe dodawania
operatoréw momentu pedu. PokazaliSmy, ze sktadowe catkowitego momentu pedu

J=1L+S§S, (38.48)
komutuja z Hgo, to jest

| Hso, Ji| = 0. (38.49)
A zatem operator J jest kandydatem do konstrukcji ZZOK, ktory pozwoli zbudowaé baze, w

ktorej Hgo bedzie diagonalne (wektory bazy beda stanami wlasnymi Hgp). Dzieki temu mozemy
spodziewaé si¢, ze odpowiednia macierz zaburzenia tez bedzie diagonalna.

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 173



3.10.2004 38. (U.17) Zastosowania stacjonarnego rachunku zaburzen 174

Z7Z0K dla atomu z oddzialywaniem spin-orbita

Rozwazymy atom wodoropodobny z oddzialtywaniem spin-orbita. Na razie ograniczymy sie do
dyskusji sytuacji opisywanej hamiltonianem

=9
p g g 1= g
H = H Hsop = | — — — —L-S. 38.50

0+ Hso <2m r) * 2m2c2 73 ( )
W naszych rozwazaniach Hgo stanowi zaburzenie, za§ Hg jest cztonem niezaburzonym. Szukamy
poprawek do energii EELO) — energii wlasnych hamiltonianu Hy. Sam operator Hy, ktorego wartosci
wlasne sg wielokrotnie zdegenerowane, nie wystarcza do jednoznacznego okreslenia bazy. Dlatego
tez wezmiemy pod uwage operatory:

Hy — hamiltonian niezaburzony; (38.51a)
L?> — orbitalny moment pedu; (38.51Db)
S? — spin elektronu; (38.51c)
J? — calkowity moment pedu; (38.51d)
J3 — rzut catkowitego momentu pedu na oS z. (38.51e)

Aby sprawdzi¢, czy operatory te rzeczywiscie tworza ZZOK, trzeba zbadaé czy komutujg parami.
Utatwimy sobie dyskusje komutatoréw zbierajac znane nam juz skadinad fakty.

e Dyskutujac ruch w potencjale centralnym, przekonalismy sie, ze

[Ho, T*] = 0, (38.52a)

[Ho, L] = 0. (38.52Db)
e Spin jest niezalezny od zmiennych przestrzennych, co w konsekwencji daje

[Hy, S’] = [Ho, Si] = 0, (38.53a)

[ Sk, L] = 0. (38.53Db)
e 7 ogblnej teorii wiemy, ze operatory momentu pedu spetniaja

(L% L] = o, (38.54a)

[S%, S,] = o, (38.54b)

[J2, ] = 0, (38.54c)

Elementarna konsekwencja niezaleznosci (38.53b) spinu i orbitalnego momentu pedu sa
relacje komutacyjne

[L2, L-S] = o, (38.55a)

[S%, L-S] = o, (38.55h)
e Poniewaz L i S komutuja, wiec

J2 =12 + §% + 2L-S. (38.56)

Przechodzimy do sprawdzenia, czy operatory (38.51) tworza ZZOK. Musimy wiec zbada¢ naste-
pujace relacje komutacyjne.

(1) [ Ho, T?] (2) [ Ho, S?] (3) [ Ho, J?] (4) [ Ho, J3]
(5) E27 §2} (6) [f‘27 32} (7) [f‘27 J3}

L } (38.57)
(8) SQ’ J2 } (9) [ SQ, J3 }

[
[

(10) [J?, J3]
(

oraz (38.54c)). Omoéwimy skrotowo pozostate.
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e Relacja (3) z (38.56) daje [Ho, 32} = [Ho, L2+S%+2L- §] = 0. Pierwszy i drugi sktadnik
znikaja (por. (38.52a) i (38.53a)). Trzeci znika na mocy (38.52b) i niezaleznosci spinu od
zmiennych przestrzennych.

e Komutator (4) ma posta¢ [Hy, L3 + S3] = 0, bowiem mamy (38.52b) i (38.53a).

e Komutator (6): [Ez’ L2+S24+2L- §] =0, co wynika z (38.53b) i (38.54).

e Analogicznie komutator (7): [ L2, Lz + S3] = 0, na mocy (38.54a) i (38.53b).

e Zerowanie sie komutatorow (8) i (9) wynika jak dwa poprzednie z (38.53b) i (38.54b).

A wiec rzeczywiscie wszystkie komutatory (38.57) znikaja i operatory (38.51) tworza ZZOK.
Wektory bazy sprzezonej

|n,0,8 = 5,4,m;) (38.58)

tworza baze stanéw niezaburzonych i sa stanami wlasnymi omawianych operatoréw, spetniaja
wiec zagadnienia wtasne:

Hy|n,l,s = %,j, mj) = ET(lo) |n,l,s= %,j, m; ) (38.59a)
L2 |n,l,s=%,4,m;) = K2I1+1)|nl,s=35,m;) (38.59D)
§2|n,l,s:%,j,mj> = %h2|n,l,s:%,j,mj> (38.59c¢)
Finls=3j4m;) = KjG+1)|nd,s=2L74m;) (38.59d)
Jg\n,l,s:%,j,mj> = hmj\n,l,s:%,j,mj> (38.59¢)

W bazie stanow (38.58) bedziemy teraz bada¢ macierz zaburzenia spowodowanego oddziatywa-
niem spin-orbita. Szuka¢ bedziemy poprawek do energii Eq(lo), ktore sa oczywiscie zdegenerowa-
ne. Pokazemy, ze stopienn degeneracji g, = 2n? jest taki sam, jak w przypadku bazy niesprze-
zonej. Istotnie, dla danej gtéwnej liczby kwantowej n, liczba | moze mieé¢ n réznych wartosci
(1=0,1,2,..., (n—1)). Liczba j przyjmuje dwie mozliwe wartosci: j = [ + % Dla kazdego 7,
liczba kwantowa m; ma (2j + 1) réznych wartosci. A wigc dla j =4 3 mamy (2] + 2) stanéw o
roznych myj, zas dla j = [ — % jest 21 stanéw. Poniewaz | =0, 1, 2,..., (n — 1), wiec

n—1

gn = Z[(21+2)—|—2l] = §[4l+2] =
1=0 =0

1
PR BAPRE (38.60)

Dyskutowaliémy tu hamiltonian H’ okreslony w (38.50), ktory nie zawieral H, relatywi-
stycznej poprawki do energii kinetycznej. Zwr6émy jednak uwage,ze niezaburzony hamiltonian
Hy zawiera operator P2, ktory komutuje z pozostalymi operatorami (38.51) tworzacymi ZZOK.
Wobec tego H, (proporcjonalny do p#) tez komutuje z operatorami (38.51). A zatem poprawki
do energii kinetycznej mozemy réownie dobrze liczy¢ w bazie sprzezonej (38.58), jak i w bazie
(38.45) — niesprzezonej. Co wiecej, macierz W yy), obliczona w bazie niesprzezonej (38.31), dla
ustalonych liczb kwantowych [ i s jest diagonalna i proporcjonalna do macierzy jednostkowe;j.
Wobec tego przejscie do innej bazy — bazy sprzezonej (38.58), nie zmieni tej macierzy. Obliczenia

poprawek E (1)

1 (kin) pozostaja bez zmian, wzor (38.39) pozostaje w mocy w obu bazach.

Macierz zaburzenia. Regula Landego

Przystepujemy do analizy zaburzenia — oddzialywania spin-orbita. Zgodnie z przeprowadzona
dyskusja, budujemy macierz zaburzenia w bazie sprzezonej (38.58). Hamiltonian zaburzenia
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(38.14) "obkladamy" stanami bazy o jednakowych gltéwnych liczbach kwantowych, bo chcemy

obliczy¢ poprawki do stanu o energii Eq(lo). Macierz ta ma wiec postaé

W(SO) = <Tl,l, §= %’j’ m] |€(T) E : § | Tl,l/, s = %)j/)m3’ >a (3861)
gdzie, zgodnie z (38.50) funkcja £(r) zmiennej radialnej, jest zdefiniowana wzorem

B 1

lr) = e (38.62)

Poniewaz radialne funkcje falowe zalezg tylko od n i [, gtownej i orbitalnej liczb kwantowych,
wiec macierz zaburzenia faktoryzuje sie

W(SO) = <nl ’{(T) ’nl/><n7l78 = %7]7m]‘ﬂ : §‘n7l/78 = %7.j,7m9>7 (3863)

i mozemy oblicza¢ oba czynniki oddzielnie. Z (38.56) wynika, ze L-S= %[32 —L2-§? ], co
wstawiamy do drugiego czynnika macierzy zaburzenia, otrzymujac w ten sposéb

(n,l,s:%,j,mj]ﬂ-gln,l',s:%,j’,m9> =
= <n,l,s:%,j,mj|%[jz—ﬁ2—§2}|n,l',s=%,j’,m}>
= %EQ[j(j—i—l)—l(l—i—l)—%](n,l,s:%,j,mj]n,l',s:%,j',m9>
= 51 0w 8 Oy [5G +1) =1L +1) = ], (38.64)

gdzie wykorzystaliémy zagadnienia wtasne (38.59) i ortonormalno$é wektorow bazy sprzezonej.
Wobec tego macierz zaburzenia (38.63) ma postaé¢

h? .
W(SO) = ? <nl ’{(T’) ]nl') (5”/ 5]']'/ 5m]m/7 [](] + 1) — l(l + 1) — % } (38.65)

Macierz ta jest diagonalna we wszystkich indeksach (liczbach kwantowych). Widzimy wiec jak
pozyteczne okazalo sie przejscie do bazy sprzezonej. Obecnosé delty Kroneckera d; sprawia, ze
element macierzowy funkeji £(r) tez jest diagonalny. Dlatego tez mozemy juz wypisa¢ poprawki
Ey(ll)(so) do energii niezaburzonych Eéo). Wynosza one

E()(s0) = LB (6(r))u [5G+ 1) — 10+ 1) - 3]. (38.66)

Poprawki do energii n-tego poziomu energetycznego zaleza od liczb kwantowych [ i j, spodzie-
wamy si¢ czesciowego usuniecia degeneracji, co oméwimy nieco dalej. Czynnik w nawiasie kwa-
dratowym to jeden z tzw. czynnikéw Landego, a otrzymana poprawka to tzw. reguta Landego.

Przed dyskusja pewnych przypadkéw szczegdlnych i kwestii degeneracji, musimy obliczyé
wartos¢ oczekiwang funkeji £(r).

Obliczenia (&(r))
Whprost z definicji (38.62) mamy

(&) ) = <L - >nl - P <Ti3>nl (38.67)

2m2c2 13 2m2c2

Wartosé oczekiwana odwrotnosci szescianu promienia znamy (patrz (15.123), wynosi ona 1

1 VA 1
<r_3>nl T @ W41 (1+1) (38.68)
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Wobec tego otrzymujemy

Z33 1
(60r) ) = 2m2c2a? Cn3 (14+1/2) (1+1)

(38.69)

Przeksztalcamy pierwszy czynnik. Korzystamy z oznaczen (38.34) i (38.36) i otrzymujemy

Z3 3 Z*a? Z4t
= = me (38.70)
2m2c2a? 2ma? 2h2

Podstawiajac (38.36) do (38.69) dostajemy

Z4at 1
Ol = S () S A

(38.71)

Obliczona warto$¢ oczekiwana podstawiamy do wzoru (38.66). Poprawka pierwszego rzedu do
energii wywotana oddzialywaniem spin-orbita wynosi wiec

B 1\ jG+D)—10+1)-3
(so) = Z4a4(m62)(4—n3) e 4

_ B0 <Z2a2>. jG+1) —1l+1) -3 38.72)

)

nlj

2n LI+4) (+1)

Poréwnujac ten wynik z n-ta energia niezaburzong ]EELO)] = %Zzoﬂ(mc2 )/n? widzimy, ze osza-
cowanie (38.19) bylo poprawne. Stwierdzamy, ze liczba atomowa Z nie powinna by¢ zbyt duza
(0 czym juz mowilismy).

Przeksztalcenia wyniku

W badanej sytuacji mamy ustalone s = %, zatem j = [+ % Bez trudu obliczamy ostatni czynnik
we wzorze (38.72)

—_— dla j=1+1,
G+ -+ -4 ] (+3)0+1) ; (38.73)
l(l—i—%)(l-ﬁ-l) (_1) dla i = 1 .
T a j=I1-—3.
I(l+3)
Wrzory te mozna zapisaé jeszcze inaczej, jesli zauwazymy, ze
1
—_—— dla j=1+1,
L+ % j+ % i dla i=1-1% .
) aj=t—z
20(1 + 3)

Zestawiajac dwa powyzsze wzory mozemy przyrownaé ich lewe strony, co pozwala zapisaé¢ po-
prawki (38.72) jedna formula

Z20? 1 1
E{)(s0) = |EY| - - — (38.75)
n [+ 5 J+ 5 )

stuszng dla obu dozwolonych wartosci liczby kwantowej j. Zwr6¢my uwage na podobienistwo tego
wyniku i poprawki (38.39) do energii kinetycznej.
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Przykladowe poprawki do energii
Dla stanéw ns mamy tylko [ = 0, wiec jedyna mozliwoscia jest j = % W tym wypadku formuta

(38.75) daje poprawki

&
Ean:1/2

‘ 7202 (2_1) _ VAL
n 2n3

(so) = ‘E(O)

n

(mc?) (38.76)

Poprawka jest dodatnia, energia "przesuwa'" sie¢ w gore. Degeneracja nie zostaje usunieta.

Dla stanéw np mamy [ = 1, a wiec mozliwe sa dwie wartosci catkowitego momentu pedu j.

Mamy zatem j = i oraz j = % Na mocy (38.75) dlal=1ij=1

2 2
2 2 4.4
(1) _ 0| £ (2 B Zta 9
En,lzl,jzl/g(so) = ‘Er(z )‘ ” (5 - 1) = T e (me) (38.77)
Natomiast dla stanu [ =11 j = %) dostajemy
22 4 4
(1) o 0 Z a 2 1 . YA 9
En,l:1,j:3/2(50) = ‘E7(z )‘ " (g ~3) T 128 (me?) (38.78)

Obie poprawki sg rézne, wiec degeneracja zostanie czesciowo usunieta.

38.1.4 Struktura subtelna
Dyskusja ogélna

Badalismy poprawki do energii stanéw atomu wodoropodobnego, w hamiltonianie ktérego uwz-
glednili$my spin oraz dwa przyczynki natury relatywistycznej: poprawke do energii kinetycznej i
oddzialywanie spin-orbita. Oszacowaliémy te poprawki stwierdzajac, ze sa one mniejsze o czyn-
nik rzedu o (a — stala struktury subtelnej) niz energie niezaburzone. Obliczenia w pierwszym
rzedzie rachunku zaburzeri pozwolilty nam uzyska¢ jawne wyrazenia dla poprawek i wykazaé, ze
nasze wstepne oszacowania byty poprawne. Zbierzemy teraz nasze wyniki, obliczajac poprawki do
energii stanéw niezaburzonych wynikajace z tacznej obecnosci obu sktadnikéw w hamiltonianie.
I tak, dla energii kinetycznej dostalisSmy

2 gioh [ 3 1 7202 [ 3 1
EWD(kin) = 222 (2 2 ) = |go] 222 (2 _ . (38.79
i (Kin) 2 nd \4dn (1+3) ‘ " ‘ n 4n (+3) ( )

Natomiast oddzialywanie spin-orbita jest Zrédtem poprawki

2 4 4 2.2
EWV(soy = Mo 2o (1 1 B Zom (1 1) (3820
" 2 W \I+3  i+3 AN STEY

Zsumowanie tych poprawek jest trywialne, a zatem

g _ m Zht 3 1 5O Z%2 (3 1\ (38.81)
nj 92 n3 in ]‘f’% n n 4in (j—f—%)

Zwroémy uwage, ze sumaryczna poprawka wynikajaca z relatywistycznych poprawek w ha-
miltonianie zalezy od dwoch liczb kwantowej: gléwnej n, i od calkowitego momentu pedu j.
Degeneracja jest wiec czesciowo zniesiona. Stan ukladu (baza sprzezona) dany jest wektorem
|n,l,s= %, J.m; ). Degeneracja ze wzgledu na rzut catkowitego momentu pedu, czyli ze wzgledu
na m; jest nadal (25 + 1)-krotna. Natomiast ze wzgledu na orbitalny moment pedu | = j + %
degeneracja jest dwukrotna. W zwiazku z tym wprowadza sie notacje dla podpowlok, piszac

nl; (38.82)
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gdzie n gltowna liczba kwantowa. [ jest orbitalng liczbe kwantowa, przy czym zwyczajowo oznacza
sie ja literami:

S — [=0, P — =1, D — [=2 itd. (38.83)
Indeks j w zapisie (notacji) (38.82) oczywiscie oznacza catkowity moment pedu j = [ + %
Zastosowanie tej notacji oméwimy na przyktadzie atomu wodoru.

Stany n = 1 atomu wodoru

W atomie wodoru Z = 1. W stanie podstawowym, gtéwna liczba kwantowa n = 1, co sprawia,
ze jedyna mozliwa orbitalng liczba jest [ = 0. Wobec tego catkowity moment pedu j = % \W%
atomie wodoru, stan podstawowy oznaczamy

n = ]., — stan 131/2. (3884)
Poniewaz liczba m; przyjmuje dwie wartos¢ m; = :i:%, wiec jest to stan 2-krotnie zdegenerowany.
Jego energia niezaburzona to (por. (38.35)) E£LO:)1 = — %aszQ. Z formuly (38.81) otrzymujemy

dla stanu 157/, poprawke do energii wynoszaca

3 1 1

o L = at(me?) S (— - 1> = — —al(me?) = - = ‘Er(gl‘ o, (38.85)
n=1,j=5 8 4

Degeneracja nie zostaje usunicta. Poprawka jest ujemna, wiec poziom n = 1 zostaje przesuniety

w dol. Poréwnujac ten wynik z poprawka (38.42) stwierdzamy, ze oddzialywanie spin-orbita

zmniejsza przesuniecie energii.

Stany n = 2 atomu wodoru

Dla drugiego stanu (pierwszego wzbudzonego) mamy oczywiscie n = 2. Energia niezaburzona
wynosi EéOZ)Z = — % mc?a?. Stan n = 2 jest gp,—o = 2 - 22 = 8-krotnie zdegenerowany. Mozliwe
jest [ = 0,1, oraz j =1+ %, przy odpowiednich m;. Dla porzadku dyskusji wypiszmy liczby

kwantowe dla odmiu stanéw odpowiadajacych n = 2. A wiec mamy

1
1 mj =13

=0, Jj=3 | ( stany 2512
mj=—3
R |

=1, ji=3, { ! i}, stany 2P )
mj=—3
3
mj; = +5
1
3 mj =ty

| = ]., ] = bR 1 5 stany 2P3/2 (3886)

mj=—3
_ _3
mj=—j

Formuta (38.81) dajaca poprawki do energii zalezy od liczb kwantowych n i j. W tym przypadku
liczba j ma dwie mozliwe wartosci, zatem otrzymamy dwie poprawki. W rozwazanym przypadku
otrzymujemy dla j = % (czyli dla stanow 25 /5 i 2P /5) poprawke

1) _ 4 2i§_ __i4 2__3 0] 2
B o1 = o (mc”) 16 (8 1) = 128 @ (mc®) = 16 ‘En } a?, (38.87)
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£0 n=2, (g2=28)
2 X ) 0

: : VB i3y
i A
! ! 2 Py
V(1 ' =4
| Er g !
v .y

2512 2Py

g=2 g=2

Rys. 38.2: Struktura subtelna dla stanu n = 2 (pierwszego stanu wzbudzonego)
w atomie wodoru, spowodowana poprawka relatywistyczna do energii kinetycznej i
oddzialywaniem spin-orbita. Jest to tylko schemat, na ktérym skala energii nie jest
zachowana.

dla drugiej mozliwosci, tj. dla j = 3 (stan 2Py /2) mamy natomiast

P

1 3 1 1 1
= ot 2y _—_ (2 - Z) = — 4 2y o] .2
n=2,j=3/2 a”(me”) 5.8 ( ) a”(me?) 16 ‘En ‘ a”. (38.88)

8 2

Otrzymane rezultaty najlepiej jest zilustrowac na schemacie (rys. 38.2)). Tak uzyskana struk-
tura pozioméw nosi nazwe "struktury subtelnej". Stany charakteryzujace si¢ réznymi liczbami j
maja roézne energie. O$miokrotna degeneracja stanu n = 2 jest czesciowo usunieta. Poprawione
energie stanow 2S5 1 2P /; nadal sa takie same, a wigc stany te "pokrywaja si¢" dajac stan o
4-krotnej degeneracji. Stan 2P3/, ma inna energi¢ i pozostaje 4-krotnie zdegenerowany. A wigc
degeneracja ze wzgledu na liczbe kwantows m; pozostaje (nie jest usunigta). Jest to degeneracja
zasadnicza, wynikajaca z niezmienniczosci petnego hamiltonianu przy obrotach.

Warto podkresli¢, ze uzyskane tu wyniki sa zgodne z pierwszymi przyblizeniami rozwigzan
Scistego, relatywistycznego rownania Diraca.
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