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Rozdziat 34

(U.13) Atom wodoropodobny

34.1 Model Bohra — przypomnienie

Zaznaczmy na wstepie (o czym juz wspominalismy w kontekscie zasady nieoznaczonosci), ze
model Bohra jest niezgodny z przewidywaniami mechaniki kwantowej. Jest on jednak znaczacy
ze wzgledoéw historycznych, a ponadto daje pewne intuicyjne pojecie o budowie atomu. Rzecza
zdumiewajaca jest natomiast, ze mimo swej btednosci, niektére wyniki otrzymane w ramach
modelu Bohra sa identyczne ze $cistymi wynikami mechaniki kwantowej.

34.1.1 Postulaty Bohra

Model Bohra opisuje atom wodoropodobny, to jest atom ztozony z jadra o tadunku Ze wokot
ktorego krazy pojedynczy elektron. Model ten bazuje na dwoch nastepujacych zatozeniach.

e Elektron porusza sie po orbicie kotowej wokol jadra (pojecie trajektorii !!!). Sita Coulomba
jest sita dosrodkowa (ruch w uktadzie srodka masy)

2 1 VA 2
o Ze _ B (34.1)
r A, 12 72
Energia elektronu jest suma energii kinetycznej i potencjalnej
1
E = - m? - ﬁ (34.2)
2 T
e Postulat Bohra: moment pedu elektronu na orbicie kotowej jest wielokrotnoscia statej
Plancka A
L = pvr = nh gdzie n =123 ...... (34.3)

Podkreslmy, ze pierwsze zalozenie jest czysto klasyczne. Drugie — postulat Bohra, okresla proce-
dure kwantowania. Jednakze postulat ten znikad nie wynika, jest postulatem typu ad hoc.
Warto takze zauwazy¢, ze mozemy postulat (34.3) zapisaé
h h
2mr = n— = n— = nA\, (34.4)
muv D
gdzie skorzystaliémy z kolei z hipotezy de Broglie’a. Warunek ten oznacza, ze obwod orbity jest
pelna wielokrotnoscia dlugosci fali zwigzanej z elektronem. Innymi stowy, na orbicie kotowej
tworzy sie fala stojaca. Tego stwierdzenia Bohr jednak nie mogt podaé¢, bowiem hipoteza de
Broglie’a jest historycznie pdzniejsza.
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34.1.2 Obliczenia E, i r,

W ramach modelu Bohra chcemy teraz obliczy¢ nastepujace wielkosci:

e F, — dozwolone energie elektronu w atomie,

e 1, — dozwolone promienie orbit,
bowiem z wprowadzonych zatozenn wynika, ze wielkosci te nie moga przyjmowaé¢ dowolnych war-
tosci. Rownania (34.1)—(34.3) stanowia uklad trzech réownan z niewiadomymi v, r i E. Z réwnania
(34.3) od razu mamy

h
v = 2 (34.5)
ur
Zatem mozemy wyeliminowaé¢ predkosé w dwédch pozostalych réwnaniach, otrzymujac w ten
sposob
2h2 2h2
"L -8 o E= o - s (34.6)
ur 2ur T
Pierwsze z powyzszych réwnan daje wiec
2h2
ro= ’ (34.7)
Jus;

co wyznacza dozwolone wartosci promienia w zaleznosci od liczby kwantowej n. Wynik ten po-
zwala wyznaczy¢ energie z drugiego rownania (34.6)

252,232 2
p " Mﬁ_ﬁuﬁ:_ﬂﬂ. (34.8)
2u  n*ht n2h? 2n2h2
Promieni orbity juz mamy w (34.7). Zatem z (34.5) wyliczamy predkos¢ i dostajemy
h h
ur o n?h nh
Zbierajac wyniki i numerujac je catkowita liczba dodatnig n mamy
1 pB? 1 uZ?et
B = _ Y 34.10
" n? 2h2 n? 2 (4meoh)?’ ( 2)
h? 4reoh?
_ 2 _ 2 0
rmo o= n u_ﬁ - n WER (34.10Db)
1 3 1 Ze?
_1ps_ 1 _ 34.10
Un n h n 4dmweyh ( °)

A zatem poszukiwane wielkosci sa skwantowane, zaré6wno energia elektronu jak i promien jego
orbity przyjmuja tylko écisle okreslone wartosci.
Dla atomu wodoru Z = 1 najmniejsza orbita (n = 1) ma promien

4me,
r = a = h®———.

o (34.11)

ktoéry, nieprzypadkowo, nazywamy promieniem Bohra.
Na orbicie o najmniejszym promieniu (n = 1) elektron ma najmniejsza energie rowna
uZ?e

p3?
B, = -+t - _2° 34.12
! 2h2 2 (47eoh)? (34.12)
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Aby atom zjonizowaé, trzeba elektronowi dostarczy¢ energie dodatnia o wartosci réwnej |E1|.
Dlatego tez energie

pp  pZret

E = =
e 2h2 2 (4meoh)?’

(34.13)

nazywamy energia jonizacji atomu wodoropodobnego. Zapiszmy, za pomoca wprowadzonej no-
tacji, uzyskane wyzej wyniki

EIB EI
En = - n2 = - m, (34143)
rm = nlap = n? %. (34.14b)

Warto takze zada¢ sobie trud obliczenia wartosci liczbowych promienia Bohra i energii joni-
zacji atomu wodoru. Wyniki sa nastepujace

4
@ = B0~ 0524, (34.15a)
e
4
e
E, = — M <136V 34.15b
! 2 (dmeoh)? ‘ ( )

W obliczeniach tych przyjeliémy mase zredukowana elektronu p ~ me.

34.2 Ped radialny w atomie wodoropodobnym

34.2.1 Uwagi wstepne

Atom wodoropodobny jest to uktad dwoch ciat — elektronu i jadra atomowego, ktore sg zwigzane
oddziatywaniem coulombowskim
154 Ze?

o(r) = — . gdzie g = i (34.16)
0

gdzie r jest wzgledna odlegloscia pomiedzy czastkami, mierzona w uktadzie $rodka masy. Hamil-
tonian ruchu wzglednego (wynikajacy z (14.15)) ma postac

X 219 [,0 L2 3

Lemat 34.1 Dla operatorow rézniczkowania wzgledem zmiennej radialnej zachodzi nastepujgca
relacja

1 2
(— i % r) (34.18)

Dowod. Niech f(r) bedzie dowolna funkcja zmiennej radialnej. Z jednej strony mamy

1 0 of(r)\ 1 af(r) 0% f(r)
__a_( ar) = —72(27“ o T o )
2 0f(r)  0*f(r)
Bl w (34.19)
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Zas z drugiej strony otrzymujemy

1
-
% 8‘2“ O f(r) (34.20)

r or? ’

co, na mocy dowolnosci funkeji f(r), koriczy dowod. m

34.2.2 Ped radialny
Wprowadzany teraz operator pedu radialnego

pr = —ih T T (34.21)

za pomoca ktorego hamiltonian (34.17) mozemy zapisa¢ w postaci

. 2 [2
H==5 _ 8 (34.22)
24 2ur? r

gdzie oczywiscie wykorzystalismy lemat (34.18). Aby przekonaé sie, czy p, mozemy rzeczywiscie
nazwaé operatorem pedu radialnego, zbadamy odpowiednie relacje komutacyjne.

Lemat 34.2 Niech f(r) bedzie dowolng funkcjq odlegtosci r (ktora, w reprezentacji potozeniowej
ma takze sens operatorowy). Zachodzi nastepujgca relacja komutacyjna

[prs f(r)] = — iha‘g—f)- (34.23)

Dowad. Niech g(r) bedzie (inng) dowolna funkcja r. Wowczas
(e F0))90) = =iy 2on )] 000
= b2 fr)g(r) + iRFG) T o rglr)
= =2t Lo+ 0 E) + Ly (9402 G2

Sktadniki pierwszy i czwarty oraz trzeci i piaty znosza sie parami. A zatem

[P, f(r)]g(r) = —ih (%Y)) g(r) (34.25)

i z dowolnosci funkeji g(r) wynika teza. m
Z wykazanej relacji (34.23) natychmiast wynika, ze

[pr, 7] = —ih, (34.26)

wiec ped i zmienna radialne spetniajg kanoniczna relacje komutacyjna, a zatem ich interpretacja
fizyczna jest poprawna.
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34.2.3 Rownania ruchu dla wielkosci radialnych

Rozwazymy podstawowe rownania ruchu dla obserwabli r i p,. Pokazemy, ze (dla atomu wodo-
ropodobnego)

d
Fo= 2B (34.27a)

dt o

d L2 3
s - 2 - - = 34.27b
pT dt pT’ ,LLT3 r2 ( )

Istotnie, z réwnan Heisenberga dla operatora r otrzymujemy
~ 1 p2 L2 3

Lo H] = — Ir — = 7. 34.28
" ih[r’ ] ih[r’ 2u - 2ur? 7“’] ( )

Calkowity moment pedu zalezy tylko od zmiennych katowych, wiec widzimy, ze r komutuje
z dwoma ostatnimi sktadnikami. Wyliczenie pozostatego komutatora jest proste, korzystajac z
(34.26) otrzymujemy

. 1 9 . Pr
G 2uiﬁ[r’ ;] oin e =" (34.29)
a wiec (34.27a) jest udowodnione. Analogicznie dowodzimy wzoru (34.27b)
_ 1 . 1 p2 L2 3
Pr — o H] = =, TR ]
1 L2 1 3
- —[p, - —[p, = 34.30
’Lh[pr 2MT2] ’Lh[pT ’f'] ( )
Operatory L2 pr komutuja, bo zaleza od réznych zmiennych (katowych i radialnych), zatem
= o 1) - Ep 1)
br = 2uih Pro 2 Py
L2 /(-2 B (. (=1 L2 5
= —ih — — | ih = — - — 34.31
2uih ( s ) ik (Z 72 ) ur3 r2’ ( )

co bylo do wykazania. Relacje dotyczace pochodnych czasowych operatoréw radialnych okaza sie
byé pozyteczne w dalszych zastosowaniach.

34.3 Wzor rekurencyjny Kramersa dla (r°),;

Celem naszych rozwazan jest wyprowadzenie, podanego w czesci glownej wyktadu bez dowodu,
wzoru rekurencyjnego (15.119) Kramersa

0 (3:21) (r ) = (25 +1) 2 (1)
S a2
+ ey =] 25 (34.32)

gdzie (r®),; jest wartoscia oczekiwana s-tej potegi odleglosci pomiedzy elektronem a jadrem
atomu wodoropodobnego, obliczana w stanach wtasnych energii atomu

<TS >nl = <77Z)nlm | r° | Ynim > = /OOO dr r°t? R?—Ll(T) (34.33)

Obliczanie caltek (34.33), gdzie funkcje radialne dane sa wzorem (15.95) jest (za wyjatkiem kilku
przypadkow) bardzo zmudne. Zaprezentujemy tu metode wyprowadzenia relacji (34.32) pozwa-
lajaca uniknaé jakiegokolwiek catkowania.
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34.3.1 Zastosowanie twierdzenia o wiriale

Przystepujemy do wyprowadzenia relacji rekurencyjnej (34.32). Wszelkie wystepujace tu $rednie
obliczamy w stanach wtasnych hamiltonianu atomu wodoropodobnego. Mozemy wiec skorzystaé
z tzw. uogblnionego twierdzenia o wiriale (25.27), ktore orzeka, ze wartos¢ oczekiwana pochodne;
czasowej dowolnej obserwabli obliczana w stanie wlasnym hamiltonianu jest réwna zeru. A zatem,
w szczegblnodci, dla atomu wodoropodobnego mozemy napisaé

(& o)) = a5 () [thim) = 0. (34.34)
Powyzsze stwierdzenie jest naszym punktem wyjscia, ktéry teraz musimy odpowiednio prze-
ksztalcié. Obliczmy pochodna czasowa wystepujaca po lewej stronie, pamietajac, ze 7 jest pro-
porcjonalne do p,, wiec nie komutuje z r. Zgodnie z regutami rozniczkowania, z (34.34) otrzy-

mujemy
0 = (pr ™) + ZS: (pr iR ) (34.35)
k=0
Stosujemy teraz pochodne (34.27)
0 = %<ﬂ2 P2 = B(r T+ i ki% (pr 1 pp PR, (34.36)

Stany | ¢nlm ) w ktorych obliczamy wystepujace tu $rednie sa stanami wlasnymi nie tylko hamil-
tonianu H, ale takze momentu pedu L2 Ls. Wobec tego

RAL+1) . RN o
0 = % (" = B0t + 2 3 (o e (34.37)
k=0

i caly problem sprowadza sie do umiejetnego przeksztalcenia ostatniego cztonu.

34.3.2 Wykorzystanie ré6wnan ruchu dla wielkosci radialnych

Na mocy relacji (34.23) mozemy napisac

[pr, *] = — inko™, (34.38)
lub réwnowaznie
prrt 4+ iRkl = R, (34.39)
A zatem ostatni czton w (34.37) to
R _ 1
P = — Z <prrkprrs k>nl - Z Pr prr +th7'k 1) k>nl
P =0 s
1 S
= R+ iRk ). (34.40)
k=0

Pierwszy czton nie zalezy od indeksu sumowania. Wystepuje on w kazdym sktadniku, a wiec
pojawia sie (s+1)-krotnie. W drugim czlonie sumowaniu podlega jedynie czynnik k. W rezultacie

mamy
s+1 ih
PS = <p72" T5>nl + — pr nl Z k
I Iz
s+1 ih _
- ! p )<p3rs>nz + ﬁS(s—i-l)(p,«rs Uy, (34.41)

bowiem suma w pierwszej linii jest dobrze znana. Pozostaly nam wiec do obliczenia dwie wartosci
oczekiwane.
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34.3.3 Pomocnicze wartosci oczekiwane

Wartosé oczekiwana ( p2 r®),,; obliczymy eliminujac p? za pomoca hamiltonianu, bowiem

X L2 3
2
= 2u|H — —|. 34.42
p; u[ ot T] (34.42)
Wobec tego
2
2 .5 — 2 _ @ S
<p'r' r >nl - 2:“’< [H 2HT2 r r >nl
= 2M<ﬁrs >nl - <I_;2 T8_2 >nl + 2HB<TS_1 >nl
= 2uBE, (r*)y — R+ 1)) + 2uB(r ), (34.43)

bowiem stany |y, ) sa stanami wlasnymi hamiltonianu i catkowitego momentu pedu. Jedna z
potrzebnych nam w (34.41) wartosci oczekiwanych jest wiec gotowa.

Druga wartosé¢ érednia, tj. (p, 7*~1),;, obliczymy ponownie odwolujac sie do twierdzenia o
wiriale, z ktérego wynika, ze

d d
() = (il 57 i) = 0, (3144)
Obliczamy teraz lewa strone, postugujac sie tym samym sposobem, co poprzednio. Otrzymujemy
wiec
s—1 1 s—1
0 = Z<’I“k7"7"s k 1>nl ; <,rkpr,rsfk71>nl
k=0 k=0
1 s—1
- ST ((pe ¥ +ink ) e
k=0
1 s—1
= ; Z(<pr ro! Jnl + th;<7"372 >nl)
k=0
S S— ih s—2 =
= _<prr >nl+_<r >nlzk
H k=0
S _ ihs(s—1 _
- ; <pr re ! >nl (2,u ) <7"8 2>nl- (34.45)
Stad oczywiscie wynika, ze
_ ih _
(prr™ Ny = — 5 (s —1) (r*72) . (34.46)

Druga z wartosci oczekiwanych obecnych w (34.41) jest wiec takze obliczona.
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34.3.4 Ostatni etap obliczen

Mamy juz wszystkie niezbedne elementy wzoru (34.37). Najpierw uporzadkujemy ostatni czton
dany w (34.41), do ktoérego podstawiamy wyrazenia (34.43) i (34.46). Otrzymujemy wiec
(s+1)

Py, = i {Q,UEnU“S)nl — B+ D){(r 2y 4 2uB(r >nl}

+ ;—h s(s+1) =)

; (s = 1) (12

= 2(s+1) By (r*) + 268(s+1) (r* 1)

h? —1
— ; (s+1) [l(l +1)— 8(34 ) (572 (34.47)
Wyrazenie to podstawiamy teraz zamiast ostatniego cztonu w (34.37) i mamy
h2
0 = ; l(l + 1) <TS_2 >nl - B <r8_1 >nl

+ 2(s+ 1) Ep (7)) + 2B8(s+1) (1)
2

- 7; (s+1) {l(l +1) — ss—1) (r572) 0. (34.48)
Zbieramy wyrazy zawierajace te same wartosci oczekiwane
0 = 2(s+ 1) By (r°) + B(25+1) (r° )
— %2 (r 2 LI+ D) (s+1) — 1(1+1) — #] : (34.49)
Dalej porzadkujac otrzymujemy
0 = 2(s+ 1) By (r®)u + B(2s+1) (r° 1)
~ %25 (r ) [l(l +1) — 824_ 1] . (34.50)

I wreszcie zmieniamy znaki (co jest wygodne) dostajac w koncu

0 = —2E,(s+1)(r* ) — B2s+1) (r° 1)
+ %22 |:(2l+ 1)2 - 32} <743*2 >nl- (3451)

Formuta ta to juz prawie to co chcieliSmy uzyska¢. Rozni sie ona od wzoru (34.32) jedynie
ksztaltem wspotczynnikow.
Energie stanéw wlasnych atomu wodoropodobnego to (patrz (15.80) i (15.72)

_Ew _ _ 1

En = n2 n2 2p2’

(34.52)

Podstawiamy to wyrazenie do (34.51) i mnozymy stronami przez h?/u3%. W rezultacie dostajemy

+1 s hQ s—
R s o
t [+ 12 = 5] (1) (34.53)
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Przypominamy teraz, ze promiefi Bohra to ao/Z = h?/u3. Wobec tego, otrzymujemy

S Qg ag s—
0 = (:21)<7“3>nl - (25+1)7ﬁ<r Y
+ @ - 2] e (34.54)

co jest juz doktadnie zwigzkiem rekurencyjnym Kramersa. Przyklady pewnych jego zastosowar
podane sa w gléwnej czesci wyktadu.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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