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Rozdziat 25

(U.4) Réwnanie Schréodingera

25.1 Pakiet falowy — raz jeszcze

W rozdziale 23 badalismy ewolucje czasows pakietu falowego o profilu gaussowskim. Pakiet taki

dany jest w postaci (23.173), to jest
o—if(t)

2m (14 o2t2)

(x — vot)?
2a2(1 +iot)

P(z,t) = (25.1)

ezkoz—zwot exp [_

gdzie a jest poczatkowa szerokoscia pakietu (oznaczenie o = h/ma?). ko i wo = hk3/2m okreslaja
wektor falowy i energie, za$ faza 0(t) jest dana w (23.172).

Dyskutujac zachowanie sie pakietu stwierdziliémy, ze pg = hkg jest wartoscia oczekiwana
pedu czastki opisanej pakietem, jednak stwierdzenia tego nie wykazaliémy. Co wiecej, nasza
dyskusja pozwolita utozsami¢ vy = hk_/m z klasyczna predkoscia czastki. Zajmiemy sie teraz
$cistymi obliczeniami, ktore beda uzasadnieniem przyjetych "na wiare" stwierdzen.

25.1.1 Wartosci oczekiwane (x) i (z?)

Wartosé oczekiwana (x)

Wartosé oczkiwana potozenia czastki, to z definicji
/ dx ™ (x,t) z P(z,t) / dx p(z,t) x (25.2)

Podstawiajac funkcje falowa (25.1) lub gestosé prawdopodobienstwa (23.174) otrzymujemy

T x — vot)?
/ da NCrer e expl—ﬁ]. (25.3)

Biorac nowa zmienng, catkowania

— ot
y = i , (25.4)
mwa? (1 + o?t?)

sprowadzamy nasza catke do postaci
(z) = L/OO dy [y \/a® (1 +02t2) + wot] eV’ (25.5)
V.
Pierwszy sktadnik funkcji podcatkowej jest nieparzysty — nie daje wkitadu. Zatem

1 [o¢]
(x) = NG vot/ dy eV = wt. (25.6)
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Wartosé oczekiwana polozenia "odtwarza" wiec klasyczny ruch jednostajny czastki (czego moze-
my, dla czastki swobodnej, oczekiwaé). Jest to zgodne zaréwno z nasza intuicja, jak i z twierdze-
niem Ehrenfesta. Podkreslmy jednak, ze dotyczy to wartosci oczekiwanej potozenia. O potozeniu
czastki (w sensie klasycznym) w ogole tu nie méwimy. Interpretacja pakietu podana w rozdziale
23 zyskuje wiec dodatkowe, i to $ciste, potwierdzenie. Rezultat (25.6) mozemy podstawi¢ cztonu
gaussowskiego pakietu (25.1).

Warto$é oczekiwana (z?)

Te wartosé oczekiwang obliczamy zupelnie analogicznie, dlatego omoéwimy to skrotowo. Z definicji
/ dx *(z,t) 22 Y(x,t) / dx p(z,t) z (25.7)

co prowadzi (po zamianie (25.4) zmiennej calkowania) do catki

2

(z%) = %/Zdy [y /a2 (1+022) + wot]? eV, (25.8)

bardzo podobnej do (25.5). Rozwijajac kwadrat znéow stwierdzamy, ze czlon nieparzysty w y nie
daje wktadu i mamy

2 I 2,2 o 2 _—y? I 90 [ —y?
(x):ﬁa <1+Ut) dy y° e +ﬁvot dy e (25.9)
—0o0 —0o0
Biorac calki oznaczone z tablic dostajemy
(22) = La? (1+0%) + 2. (25.10)
Wrynik ten zastosujemy po6zniej do dyskusji zasady nieoznaczonosci.
25.1.2 Wartosci oczekiwane (p) i (p?)

Wartosé oczekiwana (p)

Ponownie wychodzimy wprost z definicji

/ dx ™ (x,t) ( ih— > P(x,t) = —zh/ dx *( 81/)(:1: t) (25.11)

Pochodna pod caltka wezmiemy z (23.178) otrzymujac

. > 2 (. T — vpt
= — - - 25.12
(p) zh/_oodm |¥(x,t)] (zko 20T io?) ) (25.12)
Calka ta rozpada sie na trzy sktadniki
(p) = —zh{zko/ dm‘wmﬂ —W/ dmxwact\
+ 04“/ dz [(z, )] } (25.13)
a?(1+iot) J-wo ’ ) '

Pierwsza i trzecia catka daja jedynki, bo pakiet falowy jest unormowany (dla dowolnego ¢). Druga
calka to nic innego niz (z ) = vot. Widzimy wiec, ze druga i trzecia calka wzajemnie sie znosza.
Wobec tego otrzymujemy

(p) = ko, (25.14)

doktadnie tak, jak to omawialiSmy w rozdziale 23. Nasza uprzednia dyskusja zyskuje $ciste,
formalne podstawy.
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Warto$é oczekiwana (p?)

Ostatnig wartos¢ oczekiwana liczymy podobnie.

00 2 1S9 2 T
(p?) = [mdx W (@, 1) (—m%) Do, t) = —hﬂfmdx w(x,t)%. (25.15)

Druga pochodna funkcji falowej (pakietu) obliczamy za pomoca relacji (23.178), z ktorej otrzy-

mujemy
PP(a,t)  O(a,t) [ x — vpt 1
axQ - o (’Lko - a2(1 T ZO’t) ) - a2(1 i ZO’t) w(m,t)
— q . T — ’Uot 2
- m Y(x,t) + ¥(x,t) <1k0 - m) (25.16)

Podstawiajac (25.16) do caltki (25.15) obliczamy odpowiednie kwadraty i mamy

2 9 [ 2 1 9
= —h d t -k
(p°) [00 z [(z,1)] { 20 +iot) N0
_ 2ikgx — 2ikguot % — 2xvot + vth (25.17)
a?(1 +iot) a?(1 +iot) '

Funkcja podcatkowa ma siedem sktadnikéw. Pierwszy, drugi, czwarty i siodmy prowadza po pro-
stu do caltki normalizacyjnej pakietu, ktora daje jedynke. Sktadniki trzeci i piaty (po wydzieleniu
statych) daja (z) = vot, w efekcie czego sktadniki trzeci i czwarty skroca sie. Wreszcie szosty
sktadnik produkuje (22 ). Tym samy dostajemy

1 (%) — v3t?
2 2 2 0
= — h°|—kj — 25.18
(r7) l 0 a?(1 + iot) a?(1 + iot) ( )
Za pomoca (25.10) eliminujemy (z2)
1 1+ o2t?
2 2| 1.2
= h° |k — . 25.19
(r") [ e 2a2(1+iat)] (25.19)
W elementarny sposob porzadkujemy dwa ostatnie sktadniki
1 14022 1 (1+iot)(1 —iot) 1 (25.20)
a?(1 + iot) 2a2(1 +iot)  a2(1 +iot) 202(1 +iot)  2a2’ '
W rezultacie, warto$é¢ oczekiwana ( p? ) przyjmuje postaé
2 2,2 n’
= h°k — 25.21
<p > 0 + 2@27 ( )

co przyda sie nam przy dyskusji zasady nieoznaczonosci.

25.2 Uogoblnione twierdzenie o wiriale

Rozwazmy pewien uktad fizyczny opisany hamiltonianem H, ktory spetnia zagadnienie wtasne

H|¢na) = En|na), (25.22)
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gdzie indeks « zdaje sprawe z mozliwej degeneracji stanow | ¢,q ). Niech A bedzie niezalezna
jawnie od czasu (tzn. 0A/0t = 0) obserwabla odpowiadajaca pewnej wielkosci fizycznej cha-
rakteryzujacej badany uktad. Wartos¢ oczekiwana tej obserwabli spelnia réwnanie ruchu (4.42),
tj.

d

LA
U

(W] Aly) = (w|[A H]|v), (25.23)

gdzie |9 ) = [1(t)) jest dowolnym stanem ukladu.
Niech teraz |9 ) = | dna ), @ wiec stan ukladu jest stacjonarnym stanem wlasnym hamilto-
nianu. W tym stanie zachodzi relacja

d X
7 (Ona | Al na) = 0, (25.24)

i to niezaleznie od tego, czy operator A komutuje z hamiltonianem, czy tez nie. Istotnie, dla
stanu [ ¢ ) = | ¢na ) 2z (25.23) mamy

d o ~ A A
Zha<¢na“4‘¢na> = <¢na‘(AH—HA)‘¢na>
= (bnal| AH |¢pa) — (dna| HA|dpa) (25.25)

Stany | ¢na ) to stany whasne H spelniajace (25.22). Ponadto, z hermitowskosci H wynika, ze
(Ona |H = (H| ¢na )T = (Bn| dna )T = (bna | En,bo energia E, jest rzeczywista. Wobec tego z
(25.25) otrzymujemy

d . N R
Z‘h%<¢na‘z4‘¢na> = En<¢noz’A’¢noz> - En<¢na‘A‘¢na> = 0, (25_26)

co byto do udowodnienia.
Otrzymana teze mozemy zapisaé¢ nieco inaczej

d - 1 A A
<¢Twé’al4’¢na> = E<¢na’[AaH]‘¢na> = 0. (25.27)

Jest to tzw. uogdlnione twierdzenie o wiriale, ktore moéwi, ze warto$é oczekiwana pochodnej
czasowej obserwabli A obliczana w stanie wlasnym hamiltonianu jest réwna zeru. Stany wlasne
hamiltonianu sa stanami stacjonarnymi, dlatego tez warto$¢ oczekiwana obserwabli efektywnie
przestaje zaleze¢ od czasu, wiec warto$é¢ oczekiwana jej pochodnej czasowej znika.
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