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Rozdziat 12

Kwantowa teoria momentu pedu

UWAGA : Poczawszy od tego rozdzialu bedziemy na ogdél pomijaé "daszki"
nad operatorami. Matematyczny sens wielkosci pojawiajacych sie w

roéwnaniach powinien wynikaé z kontekstu.

12.1 Orbitalny moment pedu — wstep

Kwantowo-mechaniczna teoria momentu pedu moze by¢ wprowadzana na rézne sposoby. W Uzu-
petnieniach omawiamy zwiazek pomiedzy zwyklymi obrotami w przestrzeni R3 — przestrzeni
potozeni, a odpowiednimi transformacjami w przestrzeni H stanéw uktadu fizycznego, czyli w
przestrzeni Hilberta. Pokazujemy tam, ze operator momentu pedu jest generatorem transforma-
cji w przestrzeni Hilberta, a takze wyprowadzamy jego posta¢ wynikajaca z wlasnosci obrotéw
geometrycznych. Tutaj jednak wybieramy prosta i intuicyjna droge, wynikajaca z fizyki klasycz-
nej.

12.1.1 Podstawowe definicje

Klasyczny moment pedu czastki dany jest wyrazeniem I_:k;l = Ty X Pri- W myél zasady odpo-
wiedniosci kwantowo-mechaniczny operator momentu pedu konstruujemy zastepujac wielkosci
klasyczne operatorami

L =RxP=rxp= —ihifxV. (12.1)

Z definicji tej, w oczywisty sposob, wynikaja wyrazenia dla poszczegdlnych sktadowych operatora
momentu pedu

. 0 0
Ly = L, = yp.—2py = —ih (y 5 7 8_y> , (12.2a)
. 0 0
Ly = Ly, = zp,—xp. = —ih <z pr x &) , (12.2b)
0 0
Ly = L, = — = —3 — —y=—]. 12.2
3 z TPy YPx ih (1‘ ay Y 890) ( C)

Sktadowe operatoréw polozenia i pedu spetniaja kanoniczne relacje komutacyjne

(2, pr ] = ihdj, g, k=1,2,3. (12.3)

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 126



3.10.2004 12. Kwantowa teoria momentu pedu 127

Zwrocmy tu uwage, ze sktadowe operatora momentu pedu (orbitalnego) (12.2) sa utworzone
przez rézne sktadowe operatoréw polozenia i pedu, ktére komutujg ze soba. Dlatego tez nie-
potrzebna jest tu procedura symetryzacyjna, o ktérej wspominaliémy przy omawianiu zasady
odpowiednio$ci.

Wygodnie jest zapisa¢ definicje sktadowych operatora momentu pedu za pomocs standardo-
wych regul obliczania iloczynu wektorowego

Lm = Emnq TnPq, (124)

gdzie zawsze obowigzuje konwencja sumacyjna (sumujemy po powtarzajacych sie wskaznikach
od 1 do 3).

Jak wiemy, kwantowo-mechaniczne operatory na ogét sa nieprzemienne, za$ relacje komuta-
cyjne odgrywaja zasadnicza role. Dlatego badanie momentu pedu rozpoczniemy od znalezienia
roznych relacji komutacyjnych przydatnych w dalszych rozwazaniach.

12.1.2 Relacje komutacyjne

Wprowadzone definicje wystarcza do zbadania podstawowych relacji komutacyjnych, ktére uj-
miemy jako kolejne lematy.

Lemat 12.1 Sktadowe operatorow orbitalnego momentu pedu L., potoZenia x, i pedu pg, spet-
niajg nastepujace reguty komutacyjne

[ L, | = ihemng Tq, (12.5a)
[Lma pn] = ih Emnq Pq>» (12.5b)
[ L, Ln] = ihemng Ly (12.5¢)

Dowod. Relacje (12.5a) dowodzimy prostym rachunkiem, wprost z definicji (12.4)

[ L, 0| = [Emjn®jpks %} = emir{ & [Pr, Tn ] + [z, zn ] Pi}
Emjk { xj ( )6kn 0 } — ihé‘m]‘n xj
= Z'hgmnj Lj. (126)

co koniczy dowdd pierwszej z relacji. Dowdd drugiej przebiega catkiem analogicznie, wiec go
ominiemy. Dow6d trzeciej relacji niestety jest nieco dtuzszy
[Lm, Ln] = [Lm, Engs xqps} = Engs {-Tq [LWL) ps} + [Lma xq} ps}
= 5nqs( th Emsb LqPb + h Emqb xbps)

= ih (_ €sng Esmb TgPb T Eqns Egmb xbps)~ (12'7)
Poniewaz zachodzi relacja
Eabc Eade = 6bd 566 - 6be 6cda (128)
wiec dalej otrzymujemy
[Lm, L, ] = —ih (5 — Onp 6qm ) TgPp + ih (5nm dsb — Onb Osm ) TpPs
= —ih (5nm TgPq — TmPn ) + ih (5nm TsPs — TnPm )
—ih (Zmpn — Tnpm)
= —ih (5 5bn ZaPb — 5an 5bm LaPb )
= —ih (5ma b — Oan Obm ) ZaPb (12'9)
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Korzystamy ponownie z (12.8) i dostajemy
[ L, Ly | = ihegmn Egab TaPb = ihEqmn Lq, (12.10)

co koniczy dowdd trzeciej relacji komutacyjnej. B
Uzyskane relacje komutacyjne dotycza operatora tzw. orbitalnego momentu pedu, mimo to
jednak graja pierwszorzedna role w dalszych rozwazaniach.

12.2 Ogo6lny operator moment pedu

12.2.1 Definicje i uwagi wstepne

Zdefiniowany powyzej operator L jest tzw. orbitalnym momentem pedu pojedynczej czastki (na-
zwa ta wynika z analogii klasycznej). Uktady fizyczne moga jednak skladaé sie z wiecej niz tylko
jednej czastki. Moze by¢ wtedy potrzebny catkowity moment pedu uktadu. Co wiecej (jak to omo-
wimy pozniej) czastki moga mieé spin, tzw. wewnetrzny moment pedu, catkowicie niezalezny od
stanu jej ruchu (a wiec niezalezny od I_;) Widaé¢ wiec, ze pojecie momentu pedu jest ogdlniejsze,
nie jest ograniczone do orbitalnego momentu pedu pojedynczej czastki. Dlatego tez uogdlnimy
nasze rozwazania wprowadzajac operator J sktadajacy sie z trzech sktadowych (operatorowych)
J= (Ji, J2,J3). Na te trzy operatory te narzucamy dwa warunki. Po pierwsze zadamy aby byly
to obserwable — operatory hermitowskie, ktérych wektory wlasne rozpinaja przestrzen stanéw.
Po drugie, zadamy aby spelnialy one relacje komutacyjne, formalnie identyczne z relacjami ko-
mutacyjnymi dla sktadowych operatora orbitalnego momentu pedu, a mianowicie, zadamy aby
zachodzily relacje

[y Jn] = iR Emng Jy- (12.11)

Operatory Ji nazwiemy operatorami momentu pedu (ale juz bez przymiotnika) i nie precyzujemy
ich konkretnego sensu fizycznego. Stata Plancka i wystepuje tu po to, aby zgadzaly si¢ wymiary.
Operatorowi J przystuguje wymiar stalej Plancka, a wiec wymiar momentu pedu (co dodatkowo
uzasadnia nazwe). Oczywiscie z faktu, ze sktadowe momentu pedu nie komutuja wynika, ze nie-
mozliwy jest jednoczesny pomiar trzech sktadowych operatora J. Wprowadzamy takze operator
catkowitego momentu pedu zdefiniowany jako

P =J + J3 o+ I3 (12.12)
oraz dwa operatory pomocnicze
Jr = Ji % iy, Jh=J_. (12.13)

Operatory Ji nie sg hermitowskie, lecz sa swoimi wzajemnymi sprzezeniami. J bywa nazywany
operatorem podnoszacym, zas J_ obnizajacym. Pochodzenie tej terminologii wyjasni sie w trakcie
naszej dyskus;ji.

Podkreslmy, ze w prowadzonych tu rozwazaniach relacja komutacyjna (12.11) jest w gruncie
rzeczy postulatem. Nie wynika ona tu z jakich$ definicji, lecz jest z géry narzuconym warun-
kiem (wynikajacym z analogii do orbitalnego momentu pedu). W Uzupetnieniach pokazujemy,
ze relacja ta jest $cisle powigzana z wiasnosciami obrotéw w R3 i z indukowanymi przez nie
transformacjami w przestrzeni Hilberta. Mimo to jednak, przyjmiemy (12.11) jako postulat i
przebadamy jego najwazniejsze konsekwencje, tj. wynikajace z (12.11) inne reguty komutacyjne,
a takze wlasnosci operatoréw momentu pedu.
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12.2.2 Relacje komutacyjne

Lemat 12.2 Operator catkowitego momentu pedu J? i sktadowa Ji spetniajg relacje komutacying
(32, J,] = 0, dla k=1,2,3. (12.14)
Dowod. Stosujac regule sumacyjna, z relacji (12.11) otrzymujemy

(3%, 5] = [Jadns T] = Talds e ) + [Jns i ]
= ih&nkaan + ih&nkapJn. (12.15)
W drugim skltadniku zamieniamy miejscami wskazniki p < n
(3%, Jk] = ihenrpIndy + iheppnndy = ih(enky + Epkn)Indp
= ih(—knp + Eknp)Indy = O. (12.16)

co nalezalo wykazaé¢. m

Naturalnym wnioskiem z powyzszego lematu jest stwierdzenie, ze mozliwy jest jednoczesny po-
miar calkowitego momentu pedu i jednej (dowolnie wybranej) sktadowej. Zazwyczaj wybieramy
(z przyczyn historycznych) sktadowa J3 jako wspotmierzalng z J2,

Lemat 12.3 Sktadowa operatora momentu pedu Js i operatory Ji spetniajq relacje
[J3, J& ] = £ hJy. (12.17)

Dowo6d. Przeprowadzamy bezposredni rachunek, w ktérym korzystamy z kanonicznej relacji
(12.11). A zatem

[ J3, Je] = [J3, i + o] = ihesp Jp £ i hesop Ji
= ’L'h6312 JQ F h8321 Jl = ZhJQ + th
= +h(J; £ D) = + hJs, (12.18)

co byto do wykazania. B
Lemat 12.4 Operatory Jy oraz J_ spetniajg relacje komutacyjng
[J4, J-] = 2hJs. (12.19)

Dowo6d. Znowu przez bezposredni rachunek dostajemy

[Jo, J-] = [Ji+ide, h—ida] = —i[Ji, Jo] + i[Ja, Ji]
== 2’L'[J2, Jl] = 2’L'27:L521p Jp == —2h8213 J3 == 2hJ3, (1220)

co byto do wykazania. B
Lemat 12.5 Operator catkowitego momentu pedu J2 operatory Ji spetniajq relacje

[J2, J.] = 0. (12.21)
Dowo6d. Na mocy lematu (12.14) mamy

(32, Jo] = [, Jtid] = [J2, ] £ i [J? Ja] = 0. (12.22)

co koniczy dowod. B
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Lemat 12.6 Operator catkowitego momentu pedu J2 mozna wyrazié w postact
- 1
J? = §(J+J_ + J_Jy) 4+ Ji (12.23)

Dowo6d. Bezposrednio sprawdzamy (pamietamy, ze sktadowe Ji nie komutuja)

2 1 . . . .
J? = 5((Ni+id)(h —ilz) + (S —idy)(J1 +iJ2)) + J3
1 2 . . 2 2 . . 2 2
= 5( Ji —iiJy +idoJy + Iy + 7+ i1 o —idaJy + JQ) + J3
1
= 5(2J§+2J§) + J3 (12.24)

co, na mocy definicji (12.12) oczywiscie koriczy dowodd. m
Lemat 12.7 Dla operatorow Ji zachodzi nastepujgca relacja
JeJy = J2 = J3(Js £h). (12.25)

Dowdd. Bezposrednio sprawdzamy (sktadowe Ji nie komutuja)

Jede = (i Fik)(J1 £ ids) = JE £ iiJo F iody — i J3
= J}+ J} £ (A — hd) = F - J £ ifhew,
= J% — J2 F hesJzs = J2 — B(Js + h). (12.26)

co nalezalo pokazaé. m

12.3 Wartosci wlasne operatoréow J2 oraz Jys = J,

12.3.1 Wprowadzenie

Operatory J2 i Js komutuja, a wiec z jednej strony sa jednocze$nie mierzalne, zas z drugiej
strony maja wspolny zbior wektoréw wlasnych. Wektor wiasny operatoréw J? i J3 oznaczymy
przez | j m) i napiszemy odpowiednie zagadnienia wlasne

Fjm) = B2 |im), (12.27a)
J3|gm) = hm|jm), (12.27b)

gdzie h po prawej wprowadziliSmy dla zgodno$ci wymiaréw. Rozwazane operatory sa hermitow-
skie, wigc bezwymiarowe liczby Aj,m € R. Poprawny wymiar uwzglednia stala Plancka, zatem
liczby A;, m bedziemy nazywa¢ wartodciami wlasnymi operatoréw J2 i J3, odpowiednio. Moze
sie tak zdarzy¢, ze operatory J2i Js nie wystarczaja do utworzenia zupelnego zbioru obserwabli
komutujacych. Wéowcezas moze istnie¢ kilka stanéw spetniajacych powyzsze zagadnienie wlasne.
Wtedy beda sie one rézni¢ dodatkowym indeksem numerujacym stany wlasne jakiejs trzeciej ob-
serwabli, ktora trzeba dotaczy¢, aby zbudowaé ZZOK. Na razie pominiemy ten ewentualny trzeci
indeks, ale do dyskusji tego problemu wrocimy po6zniej. Stany |jm) i |j'm') odpowiadaja roz-
nym wartosciom wlasnym operatoréw hermitowskich, sa wiec ortogonalne. Mozna je unormowag,
wiec przyjmiemy

<] m |j, m’) = 5jj’ 6mm’~ (1228)
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Oczywiscie z (12.27) wynikaja wartosci oczekiwane
(Gm|F[im) = KN, (12.29a)
(jm|Js|jm) = hm. (12.29D)

Operator J jest z zalozenia obserwabla, jest wiec hermitowski, wobec tego operator J2 jest
dodatnio okreslony, co oznacza ze

. - 2

KA = (jm|3%|jm) = HJ|jm)H > 0, — Aj > 0. (12.30)
Wobec tego zawsze znajdziemy taka liczbe nieujemng j, ze mozemy napisaé

A=+, § =0, oz Fjm) = B2 +1)|im). (12.31)

Wprowadzenie liczby j na tym etapie rozwazan jest mozliwe, choé¢ na razie niekonieczne. Pozniej,
wyniknie nam ona w sposéb naturalny.

12.3.2 Warto$¢ wlasna m jest ograniczona
Wartosé oczekiwana operatora J ,? jest nieujemna, bowiem

(GmlJglgm) = [ Jlim)|* > 0. (12.32)
Suma dwoch liczb nieujemnych tez jest nieujemna. Zatem stosujac (12.27) otrzymujemy

0 < (jm|JE[jm) + (jm|JE|jm)= (im| (J2 + J3) [jm)

= (jm| (3 = J) 1im) = B2(n — m?). (12.33)

Whnioskujemy stad, Zze po pierwsze stan |jm) jest stanem wlasnym operatora (J? + J2), a po
drugie, ze

Aj — m? > 0. (12.34)

To za$ oznacza, zZe liczba kwantowa m jest ograniczona, gdy tylko A; jest znane. Wobec tego,
stwierdzamy, ze

dla danego (okreslonego) A; : Mumin < M < Mimaz (12.35)

12.3.3 Wtlasnosci J.|jm)

Rozwazymy teraz dzialanie operatora podnoszacego J; i obnizajacego J_ na stany |jm ). Po-
niewaz operatory Jy komutuja z J? (por. (12.21)), wiec

FP(Jeljm)) = FPIelim) = JeI?im) = B2X\jJx|jm). (12.36)
Wektor Ji|jm) jest wiec stanem wlasnym operatora J2 4 wartodcig wlasng A;. Co wigcej, z
relacji komutacyjnej (12.17) wynika, ze

J3Ji|jm> = (Ji!]g + hJi)|jm>

= Jr(hm £ R)[jm) = R(m £ 1)JL|jm). (12.37)

Oznacza to, ze wektor Ji|jm) jest stanem wlasnym operatora Js odpowiadajacym wartosci
wlasnej (m=£1). Wlasnosci te posiada tez stan | j, m+1). Wnioskujemy wiec, Ze musi zachodzi¢
proporcjonalnosé

Jiljm) = Ciljm+1). (12.38)
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State proporcjonalnosci trzeba oczywiscie wyznaczy¢, czym zajmiemy sie dalej. Whasnosé pod-
noszenia lub obnizania liczby kwantowej m wyjasnia dlaczego operatory Ji nazywamy podno-
szacym lub obnizajacym.

Lemat 12.8 Operatory Ji dzialajec na stan |jm) dajg

Jeljm) = By —mm+1) |jm+1), (12.39a)

J_ljm) = kA —m(m—1) |jm-1), (12.39b)

Dowo6d. Na mocy relacji (12.25) otrzymujemy

Gm|Jedeljm) = (jm| |3 = Js(Js£h)] |jm)
= [W* N —mh(mh+h)](jm|jm)
= R[N —m(m+1). (12.40)

Z drugiej strony, z (12.38) mamy od razu
(jm|JzJeljm) = |Celjm£1)|* = |Csf?, (12.41)

bowiem stany | j, m+1) sa z zalozenia unormowane. Zestawiajac dwie powyzsze rownosci piszemy

Ci = by —m(m=£1). (12.42)

Podstawiajac ten wynik do (12.38) otrzymujemy teze. m

12.3.4 Wartosci wtasne J? oraz J; = J,

W naszych poprzednich rozwazaniach stwierdziliSmy, ze warto$¢ wtasna m jest ograniczona, patrz
(12.35). Wiemy takze, ze operator J; podnosi liczbe kwantowa m o 1. Poniewaz m nie moze
przekroczy¢ my,q., wiec musi zachodzié relacja

Ji|j, Mmaz ) = 0. (12.43)

Analogicznie, operator J_ obniza liczbe kwantowa m o 1, lecz m nie moze spasé¢ ponizej Mnin,
wiec musi tez by¢

J_| G, mmin ) = 0. (12.44)

Podziatajmy operatorem J_ na obie strony relacji (12.43) i skorzystajmy z (12.25) biorac pod
uwage, ze stan | j, Mmaz ) jest stanem wtasnym operatoréow J? i J3. Otrzymujemy
0 = Jf‘]+|j7mmax> = [j2 —J3 (J3 +h)] |jammax>
= hz [ )‘j — Mmazx (mmdﬂ? + 1) } ‘.77 Mmax > (1245)
W podobny sposob dziatamy operatorem J; na obie strony (12.44) i mamy teraz
0 = Jydo|j,mmin) = [I2=J5(J5—h) ] |4, Mmin )
= ﬁz [ )\j — Mmin (mmm — 1) } ’j, Mmin > (12.46)
Z uzyskanych wyrazen wynika wiec uktad rownan
{ )\j — Mmax (mmax + 1) =

0
(12.47)
)‘j — Mumin (mmm — 1) = 0

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 132



3.10.2004 12. Kwantowa teoria momentu pedu 133

Z roéwnan tych eliminujemy A;, i w kolejnych krokach otrzymujemy

Mmax (mmaz + 1) = mmin(mmin - 1)7

2 2 —
mmam + mmax - mmzn + mmzn - 07

(mmaz + mmin)(mmax - mmzn) + (mmaa} + mmzn) = 07

(mmax + mmin)(mmax — Mymin + 1) = 07 (1248)

Poniewaz mynqz = Mmin Wiec powyzsze réwnanie moze by¢ spetnione tylko wtedy, gdy zeruje sie
pierwszy czynnik. Wnioskujemy wiec, ze

Mmaz = — Mmin. (12.49)

Stan | j, M, ) ma najmniejsza mozliwa liczbe kwantowa m = mu,;,. Na mocy relacji (12.39a)
wnioskujemy, ze dzialajac na ten stan operatorem J, otrzymamy nowy stan z liczba kwantowa
m podniesiong o jeden, tzn m = mu,;, + 1. Stosujac sukcesywnie operator J, zwickszamy liczbe
m, az wreszcie natrafimy na m,q,. Dalsze stosowanie J; produkuje zera. A wiec Mmin 1 Mimaz
musza rozni¢ sie o liczbe catkowita (o tyle, ile razy stosowaliémy operator J, ). A zatem piszemy

Mmaz — Manin = 2J, (1250)

gdzie j jest nieujemna liczba catkowita lub potéwkowa. Liczby kwantowe mi,q0 1 Mumin spelniaja
wiec rownania (12.49) i (12.50). Wynika z nich oczywisty wniosek

Mmaz = J oraz Mopin = — J. (12.51)
Wobec tego wnioskujemy, ze dopuszczalne wartosci liczby kwantowej m to

m o= —j, —j+1, —j4+2 ., =2 -1, 4. (12.52)
Natomiast na mocy pierwszego z rownan (12.47) otrzymujemy

Ajo= g +1), (12.53)

przy czym wiemy, ze j jest liczba nieujemna catkowita lub potéwkowa. Liczba ta, wprowadzona
w (12.31), wynikta teraz w sposob naturalny z catego formalizmu, a ponadto zostal sprecyzowany
jej charakter.

12.3.5 Podsumowanie

Operatory J? i J3 komutuja, maja wiec wspdlny zbior (ortonormalnych) wektorow wtasnych
{|im)}, spemiajacych

Fjm) = Kj(+1)|jm), (12.54a)
J3|jm) = hm|jm), (12.54b)

gdzie liczba kwantowa m moze przyjmowaé (2j + 1) wartosci
m o= —j§, 4l — 2 e, =2, 51, ] (12.55)

Liczba kwantowa j jest nieujemna catkowita lub potéwkowa

m=0,= 1,2 2> ..., .., (12.56)
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Z wtasnosci operatoréw Ji wynika, ze liczba kwantowa m zmienia sie krokami o wielkosci jed-
nostkowej. Wobec tego
e jesli j — potowkowa, to m tez potdéwkowa;
e jesli j — catkowita, to m tez catkowita.
Widzimy wiec, ze zbiory wartosci wlasnych {j, m} rozpadaja sie na dwie klasy, liczb catkowitych
(tzw. przypadek bozonowy) i potéwkowych (przypadek fermionowy).
Warto takze przypomnie¢ dzialanie operatorow Ji na stany |jm):

Jeljm) = hiG+1) —mm+1) |jm+1)

= b\ +m+ )G —m) [jm+1), (12.57a)
J_ljm) = h\JiG+1) —mm—1) |jm~1)

= h\J(—m+ )G +m) |jm—1). (12.57b)

12.4 Wektory wlasne operatoréw J? oraz Js = J,

12.4.1 Konstrukcja stanow | jm )

Niech £ oznacza pewng przestrzen wektorowa, w ktorej dziataja operatory J2i J3. Wezmy pod
uwage wartosci wlasne j i m, ktorym odpowiada unormowany wektor | j m ). Wektor ten tworzy
podprzestrzen £(j, m). Mamy teraz dwie mozliwosci:

o J2iJ; tworza ZZOK. Wektor | jm) jest wyznaczony jednoznacznie, dim £(j, m) = 1.

o J2i J3 nie tworzg ZZOK. Trzeba dobraé jakis inny operator, ktéry komutuje z J2iz J3
tworzac wspolnie z nimi ZZOK. Wowcezas podprzestrzen £(j, m) ma wymiar dim E(j,m) =
g(j,m), odpowiadajacy ilosci roznych wartosci whasnych dodatkowego operatora (méwimy
tu skrotowo o jednym operatorze, ale w razie potrzeby dobieramy ich tyle, zeby utworzy¢
Z7Z0K). W tej podprzestrzeni budujemy baze | «v, 7, m ), gdzie o numeruje wartosci wlasne
dodatkowego operatora. Baza ta jest ortonormalna

(o j,m|a,j,m) = dua (12.58)
Dowolny wektor z podprzestrzeni £(j, m) mozna wiec przedstawi¢ w bazie

g(4,m)
|¢) € E(4,m) = > Cl@)|a,j,m), (12.59)

a=1
gdzie zwracamy uwage, ze zakres zmiennosci parametru « zalezy na ogot od j.

Idac dalej, stosujemy do wektoréow |, j m ) operatory Ji. W ten sposob (po unormowaniu) dosta-
jemy wektory | o, j m=+1) nalezace do odpowiednio do podprzestrzeni £(j, m+1) i tworzace baze
w tych podprzestrzeniach. Poniewaz operatory Ji przyporzadkowuja wektorom | «, j m ) wektory
|a,jm £ 1) w sposob jednoznaczny, wiec wnioskujemy, ze wymiar podprzestrzeni £(j, m £+ 1)
nie ulega zmianie: dim £(j,m + 1) = g(j,m). Oczywiscie mozemy dalej stosowaé Ji tworzac
E(j,m £ 2). Kontynuujac taka procedure dojdziemy do £(j,+j), kazda o wymiarze g(j, m). Wy-
nika stad, ze wymiar podprzestrzeni £(j, m) nie zalezy od liczby kwantowej m

dim E(j,m) = ¢(j). (12.60)
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Rozwazania te ilustruje ponizsza tabela. Kazda kolumne stanowig wektory z jednej podprzestrze-

ni £(j,m). Wektory te maja te same liczby kwantowe j i m za$ roznia sig liczbami a1, ag, ..., ay;.
‘061,],_]> T ’Oél,j,—j—i-l) T T ‘alv.]h])
‘062,],_]> T ’Oég,j,—j—i*l) T T ‘OCZL]?.])
|a9(] _j> Ji |a9(] j+1> Jy J4 |ag(] ])])
Liczba kwantowa m zmienia sie (co jeden) od mynin = —j do M. = j, @ wiec przyjmuje (25+1)

wartosci. Fakt ten ilustruje liczba kolumn w tabeli, ktorych jest wtasnie (25 + 1).

12.4.2 Reprezentacja standardowa

W powyzszych rozwazaniach podprzestrzenie £(j,m) skladaly sie z wektorow tworzacych ko-
lumny w tabeli. Rownie dobrze mozemy zbudowaé podprzestrzenie £,(j), ktore sa rozpiete przez
wektory roznigce sie liczba m. Wiersze tabeli przedstawiaja wiec zbiory wektoréw tworzacych
podprzestrzenie £,(j). Poniewaz « i j sa ustalone, wiec

dim&,(j) = 2j + 1. (12.61)

Podprzestrzenie te sa niezmiennicze wzgledem operatora J. Operator J? nie zmienia liczb kwan-
towych j i m. Operatory Ji, Ja, J3, J+ moga mieszaé wektory o réznych m, lecz nie zmieniaja
j. A wiec dzialanie tych operatoréow na wektory z £,(j) przeksztalca je w inne wektory z tej
samej podprzestrzeni

€a(7)

S, Ja, Js, Jx €a(y)- (12.62)

W zwiazku z tym operatory J (i ich kombinacje) dziatajace na tej podprzestrzeni mozna repre-
zentowaé za pomoca macierzy (25 + 1) x (25 + 1).

Podprzestrzen E,(j) jest wiec rozpieta przez wektory |«,j,m) o ustalonych a i j. Cala
przestrzen &£ bedzie wiec suma takich podprzestrzeni

£ = @ &%) £aly) (12.63)

Jeszcze raz podkreslamy, ze zakres zmienno$ci parametru o zalezy od konkretnej wartosci j.
Wektory rozpinajace cala przestrzen tworza baze ortonormalng, zatem

(a',j',m'[oz,j,m) = o’ a 5]'/]' 5m’m7 (1264)

bowiem indeksy «, j i m numeruja wartosci wlasne obserwabli (operatoréw hermitowskich).
Wektory | v, 7, m ) spelniaja takze relacje zupelnosci.

a(5)

Z Z Z ’Oé.], O‘uivml = 1. (1265)

a=1l m=—j
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Dowolny wektor |1 ) € £ mozna w sposob jednoznaczny roztozyé na wektory bazy

g(5)

Z Z Z Cim(a)| o, j,m), gdzie Cim(a) = (a,j,m|y). (12.66)

a=1 m=—j

Wektory |a, j,m) sa wektorami wlasnymi obserwabli J2, J5 oraz pewnego A (ktore komutuja
parami i tworza ZZOK). Zatem

Pla,jm) = BjG+1)]a,jm) (12.67a)
Jsla,jm) = mhla,jm) (12.67b)
Ala,jom) = aojla,jm) (12.67¢)

Wartosci wlasne a,; obserwabli A numerujemy indeksami «, 7, co jest wyrazem zaleznosci tego,
ile wartosci wlasnych a,; odpowiada danemu j. Sens fizyczny obserwabli A zalezy od kontekstu
fizycznego. Jezeli J2igs stanowia ZZOK, to wowczas o = 11 g(j) =; 1, co oznacza, ze dodatkowy
parametr jest zbyteczny i nie wnosi zadnych informacji.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k% ok ok ok K ok ok X
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