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Rozdziat 39

(U.18) Metoda wariacyjna

39.1 Metoda wariacyjna

39.1.1 Uwagi wstepne

Rachunek zaburzen stosujemy wtedy, gdy hamiltonian ukladu mozna zapisaé w postaci H =
Hy+V, przy czym

e umiemy rozwiaza¢ zagadnienie wlasne dla Hy, tj. znamy stany {|¢, )} 1 energie {E,}
speliajace Ho| ¢ ) = En| @n )-

e zaburzenie V jest "male". Sens tego stwierdzenia dyskutowaliémy w rozdziale o rachunku
zaburzen.

W wielu praktycznych zagadnieniach przynajmniej jedno z tych zalozenn nie jest spelnione i
rachunek zaburzen jest tym samym niestosowalny. Potrzebujemy innych metod przyblizonych.

Niech H bedzie przestrzenia standéw pewnego uktadu fizycznego, za§ H jego hamiltonianem.
Wezmy stan | ¢) € H (niekoniecznie unormowany) i utworzmy liczbe

E(¢) = WIHIé) (39.1)

(¢]0)

Liczba ta oczywiscie zalezy od wyboru stanu | ¢ ), dlatego E(¢) nazywamy funkcjonatem (funk-
cjonatl odwzorowuje przestrzen funkcji, w tym wypadku przestrzen stanéw, w ciato liczb, tu
rzeczywistych). Tak zbudowany funkcjonal ma bardzo pozyteczne wlasnosei, ktore sformutujemy
jako twierdzenia.

39.1.2 Twierdzenia pomocnicze

Twierdzenie 39.1 Funkcjonal E(¢) ma (ze wzgledu na dobor stanu |¢)) ekstremum wtedy i
tylko wtedy, gdy | ¢ ) jest stanem wltasnym hamiltonianu H, tj., gdy H|¢) = E(¢)| ¢).

Dowo6d. Rozpoczynamy od obliczenia wariacji funkcjonatu E(¢). Z (39.1) mamy

_ 0(¢|H|[¢) 1
_ olH|9) (¢ )
- T ele P96 (392
skad wynika, ze
(¢0)6E(9) = 0(p|H|¢) — E(¢)d(o[0). (39.3)
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Obliczmy sktadniki tej formuty. Biorac pod uwage, ze hamiltonian H jest ustalony
6(p|H|p)=0(op+0¢|H|P+0¢) — (¢|H|¢)
= (0| H|¢)+(0¢|H|p)+ (¢|H[5¢)+ (60| H [0¢) — (¢ H | ) (39.4)

gdzie d¢ jest dowolna, infinitezymalna zmiana (wariacja) stanu | ¢ ). Pierwszy i ostatni sktadnik
znoszg sie. Zaniedbujemy skladnik czwarty, jako maly wyzszego rzedu. Zatem

5(p[H|¢p)= (00| H]|¢)+ (o|H|dp). (39.5)

Analogicznie obliczymy

5(616) = (56]6)+(9]66). (39.6)
Wykorzystujac (39.5) 1 (39.6) w (39.3) otrzymujemy
(¢19)0E(d) = (60[H|p)+ (¢[H|6¢)— E() (00| ¢) — E(¢) (¢]69)
= (00| (H - E(¢)) |9) + (o] (H - E(9))[0¢). (39.7)
Zalozmy teraz, ze funkcjonal ma ekstremum. Wobec tego dE(¢) = 01 z (39.7) wynika, ze
0 = (60| (H—E(9))|¢)+(¢|(H—E(9))]¢)

= (86| (H — E(6))|6) + (56| (H — E(9)) | )"
— 2Re (60 (H — E(¢)) ). (39.8)

Wariacja d¢ jest dowolna. Zastapimy ja przez id¢’. Wowczas, zamiast (39.8) dostaniemy

0 = (id¢'|(H—E(¢)) 1)+ (¢|(H - E(9))]ide")
—i (00" | (H - E(¢))[¢) +i{|(H - E(¢))|d¢")
= —i(0¢'[(H - E(¢))|¢) +i(d¢"|(H - E(¢)) )"
= 2Im (6¢"|(H — E(¢)) | ). (39.9)

Opuszczajac prim i zestawiajac ostatnia rownosé z (39.8) stwierdzamy, ze
(0| (H - E())¢) = 0. (39.10)

Ze wzgledu na dowolnos$¢ wariacji ¢ z (39.10) wynika

(H - E(¢))|¢) = 0 = Hl¢) = E(9)¢), (39.11)

a wiec stan | @) jest stanem wlasnym hamiltonianu H z wartoscia wlasna E(¢). Pierwsza czesé
twierdzenia jest udowodniona.

Dowo6d w odwrotna strone wychodzi z zalozenia H|¢) = E(¢)| ¢ ). Rozumowanie powyzsze
prowadzimy "z dotu w gore" i otrzymamy, ze wariacja funkcjonatu e(¢) musi znika¢. Fakt ze
dE(¢) = 0 oznacza, ze E(¢) ma ekstremum. Dowod twierdzenia jest zakoriczony. m

39.1.3 Funkcjonal E(¢) szacuje energie od gory

Zagadnienia wlasnego dla hamiltonianu (z wyjatkiem kilku szczegdlnych przypadkow) nie umie-
my rozwiaza¢ w sposob $cisty. Mimo to jednak wiemy, ze posiada on energie wlasne {E,,}, ktore
mozemy zawsze ponumerowaé tak, aby

Fi<Ey<E3<...... (39.12)
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Energie te moga by¢ zdegenerowane, wowczas energii E,, odpowiada podprzestrzen H, o wy-
miarze g, réwnym stopniowi degeneracji energii F,,. Niech P,, oznacza operator rzutowania na
podprzestrzeni wlasna H,,. Dowolny stan | ¢ ) € H mozna zapisa¢ jako sume rzutow

[9) = > Palo), (39.13)

przy czym P,|®) jest stanem wlasnym hamiltonianu, tj.,

Zbadajmy teraz roznice

o (8lH]Y)
B@) =B = =50

Poniewaz zachodza relacje (39.13) i (39.14) wiec
(0|H|¢) = (¢|HY Pulo) = (6] Y EuPul9)
= S (6| EuPu| o) (39.16)

n

~ Ei. (39.15)

Natomiast z rozktadu jedynki >, P, = 1, zatem

(01 Erl¢) _ (O1E12nPuld) _ 2nl{d[E1Puld)

B=000 T (eler . (ale) (3947
Podstawiajac (39.16) i (39.17) do (39.15) dostajemy
. o Zn<¢‘EnPn’¢> — Zn<¢‘E1Pn‘¢>
Hor=i = (619)
Sul@] (En— E1)Pnlo)
(o])
_ _ g {91 Palg)
= 2 (B B) =T
_ _ g {91 Palo)
= T;(En E) (oT6) (39.18)

bo z sumy wypada sktadnik z n = 1. Szacujemy teraz kolejne czynniki. W mysl zatozenia (39.12)
mamy FE, — E; > 0. Stan |¢) jest niezerowy, wiec ||[¢||?> = (¢|¢) > 0. Z idempotentnosci i
hermitowskosci projektoréw

(6] Puld) = (6| PuPule) = (6| PLP.]o) = [Puo|® > 0. (39.19)

Tu mamy nieréwnos¢ nieostra, bo moze sie zdarzy¢ P,|¢) = 0, tj., stan |¢) moze by¢ ortogo-
nalny do podprzestrzeni H,,. Wobec tego, prawa strona wyrazenia (39.18) jest suma nieujemnych
sktadnikéw, wiec cala jest nieujemna. Nieujemna jest wiec i lewa strona, to jest

E(¢)—F, > 0 — E(¢) > Ei. (39.20)

Wykazaliémy wiec nastepujace

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 183



3.10.2004 39. (U.18) Metoda wariacyjna 184

Twierdzenie 39.2 Niech H bedzie hamiltonianem pewnego uktadu fizycznego i niech H oznacza

odpowiedniq przestrzen standw. Wowczas dla dowolnego stanu | ¢) € H funkcjonal E(¢) spelnia

nierownosé

(¢|H|¢)
(¢10)

to znaczy daje oszacowanie energii stanu podstawowego badanego uktadu od gory (prawdziwa

E(¢) = > Ei, (39.21)

warto$é energii By jest nie wieksza niz wartosé E(¢)). Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
stan | ¢ ) jest stanem wtasnym hamiltonianu H.

Dowo6d. Pierwsza czesé tezy jest wyprowadzona powyzej. Druga wynika z twierdzenia pomoc-
niczego udowodnionego nieco wczesniej. B

Zastosowane rozwazania dotyczyly stanu podstawowego (o najnizszej energii). Mozna jed-
nak kontynuowaé¢ nasze rozwazania. Niech stan | ¢1 ), za pomoca ktorego zbudujemy funkcjonat
E(¢1), bedzie ortogonalny do podprzestrzeni H; odpowiadajacej energii stanu podstawowego, to
jest niech

(61| Pi]o1) = 0. (39.22)
teraz zamiast roznicy (39.15) budujemy

(1| H 1)

E(¢1) — Ey = o100 — FEs. (39.23)
W zupelnie identyczny sposob zamiast (39.18) dostaniemy
(1] Pnlg1)
E —FEy, = E,— Fy) ————~. 39.24
(¢1) — E» zn: ( 2) orlon) (39.24)

Oczywiscie zeruje sie czton n = 2, ale réwniez na mocy (39.22) znika sktadnik n = 1. Zatem

teraz
<¢1 ‘ Pr ‘ $1 >
E(¢1) — B2 = E, — B) ————=*. (39.25)
nZ;:s( " ) (¢1]61)
Analogiczne rozumowanie pozwala teraz stwierdzié, ze
E(¢1) —E2 > 0 = E(¢1) > Es. (39.26)

A wiec po oszacowaniu od gory energii stanu podstawowego, mozemy powtorzy¢ obliczenia (od-
powiednio wybierajac drugi stan | ¢;)) i oszacowaé od gory energie Ey pierwszego stanu wzbu-
dzonego.

Wybierajac dalej stan | ¢y ) ortogonalny do podprzestrzeni H; i Ho oszacujemy (od gory)
energie Fs drugiego stanu wzbudzonego. W zasadzie mozemy kontynuowaé takie postepowanie
bez ograniczeri. Oczywiscie od strony technicznej, niezbedne obliczenia moga byé¢ niezmiernie
skomplikowane.

39.1.4 Procedura obliczen metoda wariacyjna

Przeprowadzong formalng dyskusje ujmiemy w konkretna procedure obliczeniowa.

e Rozwazamy uklad fizyczny, ktérego hamiltonian znamy, ale nie potrafimy rozwigzaé¢ odpo-
wiedniego zagadnienia wtasnego.
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e Wybieramy pewien stan probny |¢(«)) zalezny od parametru a € R. Wyboér ten jest
czasem prosty, a czasem trudny. W reprezentacji polozeniowej bedzie to pewna funkcja
falowa ¢(«, ) rowniez jakos zalezna od parametru .

e Obliczamy wartos¢ funkcjonatu

(fa | H | Pa)
($alda)

a wiec obliczamy wartos¢ oczekiwana hamiltonianu w stanie |1, ) 1 norme tego stanu.

E(¢a) = (39.27)

Funkcjonal ten aproksymuje z gory (to zapewnia nieréwnos¢ (39.21) energie E; stanu
podstawowego uktadu.

e Obliczona wartos¢ E(¢,,) traktujemy jako funkcje parametru a. Szukamy jej minimum,
aby jak najlepiej dopasowac oszacowanie. Im mniejsza jest warto$¢ E(¢d,) tym bardziej
zblizamy sie (od gory) do poszukiwanej energii F1. Uzywamy tu zwyklych narzedzi anali-
zy matematycznej (szukanie ekstremoéw funkeji). W rezultacie znajdujemy pewne «,, dla
ktorego F(¢) osiaga minimum.

e Stan | ¢, ) (funkcje falowa ¢(ay, ¥)) uznajemy za przyblizenie stanu podstawowego uktadu,
za$ minimalna warto$¢ E(¢q,) za przyblizona warto$é energii tego stanu.

e Wybierajac nowy stan probny | ¢/(3)) ortogonalny do (przyblizonego) stanu podstawowe-
go, mozemy kontynuowaé procedure dla kolejnych stanéw wzbudzonych (o coraz wyzszych
energiach). Ewentualna degeneracja niestety czesto utrudnia obliczenia, bo komplikuje wy-
bory stanéw prébnych.

Schemat ten przedstawia zasadnicze kroki przyblizonej techniki obliczeniowej zwanej metoda wa-
riacyjna Ritza. Procedure te mozna na rézne sposoby rozwijac¢ i uogélnia¢. Mozna na przyktad
bra¢ funkcje probne zalezne od kilku czy kilkunastu (lub wiecej) parametrow. Konstrukcja takich
funkcji prébnych wymaga na ogdl wielkiego doswiadczenia. Odpowiednie obliczenia i optyma-
lizacja uzyskanego funkcjonatu najczesciej wymagaja ztozonych obliczeri numerycznych. Innym
sposobem uogdlnienia jest tworzenie funkeji probnych jako kombinacji liniowych innych, znanych
funkcji falowych, co zwykle daje sie efektywnie przeprowadzi¢ jedynie numerycznie. Metody takie
bywaja czesto stosowane w fizyce atomowej i molekularnej, gdzie mozna stosunkowo latwo wy-
pisa¢ hamiltonian, ktérego diagonalizacja (rozwiazanie zagadnienia wlasnego) jest analitycznie
niewykonalna.

Nie bedziemy tu dyskutowaé takich uogélnienn metody wariacyjnej. Przedstawimy jeden przy-
ktad, ktory wydaje sie by¢ koncepcyjnie prosty, a mimo to wymaga dos¢ pracochtonnych obliczeri.

39.2 Przyklad: energia stanu podstawowego
atomu helopodobnego

39.2.1 Omoéwienie problemu

Atom helopodobny skltada sie z jadra o ladunku Ze i dwoch elektronéw. Ukltad odniesienia
zwiazemy ze Srodkiem jadra (co praktycznie odpowiada srodkowi masy) i wypiszemy hamiltonian

R =2 VA =2 VA 2
o= b, P by P f=-— (39.28)
4me,
=2
Sktadniki %‘”; odpowiadaja energii kinetycznej obu elektronéw, cztony Z3/ry ich energii poten-
cjalnej (oddzialywania coulombowskiego z jadrem). Ostatni sktadnik hamiltonianu to energia
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odpychania coulombowskiego pomiedzy dwoma elektronami. Zauwazmy, ze hamiltonian ten w
zaden sposob nie zalezy od spinéw elektronow.

Odpychanie coulombowskie pomiedzy elektronami wcale nie musi by¢ matle. Jest ono (dla
niezbyt duzych Z) podobnego rzedu, co energia potencjalna oddzialywania z jadrem, tak wiec
stosowalno$é rachunku zaburzeri budzi watpliwosci. Narzuca sie wiec zastosowanie metody wa-
riacyjnej.

Pierwszy krok procedury wariacyjnej polega na wyborze funkcji probnej. Gdyby elektrony
nie odpychaly sie, wowczas zamiast hamiltonianu (39.28) mieliby$my

horep. = Hi + Ha, (39.29)
gdzie indeks "no rep." oznacza brak odpychania elektronéw (ang. no repulsion), zas H, jest
hamiltonianem pojedynczego elektronu, identycznym z hamiltonianem atomu wodoropodobne-
go. Energia stanu podstawowego atomu helopodobnego bytaby réwna podwojonej energii stanu
podstawowego atomu wodoropodobnego (patrz (15.106))

_ 9™ - _p2 8 (39.30)

no rep. a,

He
B

Stany (funkcje) wlasne hamiltonianu (39.29) bylyby iloczynem dobrze nam znanych funkcji falo-
wych ¥, (F) atomu wodoropodobnego (patrz (15.103)). Dla atomu helopodobnego mieliby$my
wiec

$1(F1T2)|, e = Y100(F1) Y100(F2)- (39.31)

Funkcje falowe 1199 atomu wodoropodobnego sa znane

Z\%/? Zr\ 1
r) = Rig(r) Yoo(6, = 2(— exp | — — | ——, 39.32
¢100( ) 10( ) 00( (P) ( ao) p( () ) \/H ( )
wobec czego, przy braku odpychania miedzy elektronami mieliby$my
Lo 1/ 2Z\° Z(ry +12)
¢1(r17r2)‘norep. = ; (70) exp (_ T) . (39.33)

Niestety jednak elektrony faktycznie oddziatuja miedzy sobg, a zatem powyzsze rozwazania sta-
nowia zbyt grube przyblizenie.

39.2.2 Wybdr funkcji probnej. Konstrukcja funkcjonalu E(¢)

Odpychanie pomiedzy elektronami ma znak +. Zmniejsza ono efektywna energie (ujemna) przy-
ciagania przez jadro. Spdjrzmy wiec tak: jeden elektron ekranuje jadro, przez co drugi elektron
"widzi" tadunek jadra nieco mniejszy niz rzeczywisty. Dlatego zamiast "grubej" funkcji falowej
(39.33) wezmy funkcje probna w postaci

Pa(F1,T2) = L (&)3 exp (— M) ; (39.34)

Qo Qg

gdzie « jest parametrem rzeczywistym (niekoniecznie catkowitym) zastepujacym Z. A wiec «
wyznacza efektywny tadunek (ae) jadra atomu helopodobnego, taki jaki "widzi" jeden elektron
ze wzgledu na to, ze drugi ekranuje jadro. Spodziewamy sie wiec, ze 6w tadunek efektywny bedzie
mniejszy od rzeczywistego, tj. spodziewamy si¢ o < Z. Parametr o musimy teraz dopasowac,
aby zgodnie z omdéwiong procedura, otrzymaé jak najlepsze przyblizenie.
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Rozpoczynamy od zbadania normy funkcji probne;j

(fa|da) = /dﬁ/df’z EXGEAIE (39.35)

bowiem funkcja prébna jest iloczynem unormowanych funkcji falowych atomu wodoropodobnego,
ktorych normowanie nie zalezy od tego, czy tadunek jadra jest dany przez Z, czy tez przez a.
Wobec tego funkcjonal E(¢,,), ktory oznaczymy jako E(«) to po prostu element macierzowy

E(a) = E(¢a) = <¢a‘ﬁ‘¢a>' (39'36)

Do tej pory nie wspominaliSmy o spinach elektronéw. Oczywiscie funkcje proébna ¢, mozna
uzupelni¢ odpowiednimi stanami spinowymi. Jednak hamiltonian H od spinéw nie zalezy. Stany
spinowe wchodzace w sklad elementu macierzowego (39.36) sa oddzielnie unormowane, datyby
dodatkowy czynnik réwny jednosci. Istnienie spinu elektronéw nie jest wiec tu istotne i mozemy
i$¢ dalej nie my$lac wiecej o spinach.

Obliczenia elementu macierzowego (39.36) sa zmudne. Najpierw podstawiamy hamiltonian

E(a) = <¢a|<ﬁl+ﬁ2+i>|¢a>- (39.37)

¥ — 1

Hamiltonian elektronu Hj, mozemy zapisa¢ jako (patrz (14.16))

Hy =

h? a(Qi)+Eg Zp

- — — S — 39.38
2,[1//’]% ory. Tkark 2ur,% Tk ( )

Badamy stan podstawowy, w ktérym liczby kwantowe zwiazane z orbitalnym momentem pedu
sa rowne zeru. Dlatego operatory Li nie dadza wktadu do elementu (39.37). Pozostana jedynie
czedci radialne, zatem

) 0 Zp
E = — 9 (29 _ 4P
@) = (bal|= 303 5 ( %) 2
29 (4,0 78 38
~ 2ur? Ory (r2a_r2) T TR | ba)- (39.39)

Obliczmy (w reprezentacji polozeniowej) jeden z cztonéw rozniczkowych

B9 [, 0N . . .
" 2? o (Tla—rl) ¢a(r1,T2)

__r(e 20 l(&)g (_M)
N 2u \ Or? ry Or1 ] ™\ ag P ao
h a2 h? «
I I e + — (= o(T1,T2). 39.40
[ 20 <a0> wry <a0>‘| Ga(F1; F2) ( )

Analogiczny wynik dostaniemy dla drugiego cztonu rézniczkowego, przy czym ri zostanie zasta-
pione przez ro. Wobec tego z (39.39) dostaniemy

oy = (ol () B (2) (0 )
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Pierwszy czlon w $rodku elementu macierzowego jest liczba, a funkcje ¢, sa unormowane, wiec

1 1 &
<uao Zﬁ) (EJFE) + m} [da).  (39.42)

Mozemy jeszcze uproicié¢ zapis, zauwazajac, ze ao, = h?/uf3, czyli 8 = h?/ua,

By =~ (2 4 (o

__ B e (i1 B
E(a) = o + (o | [5(04 Z) (m + m) + - } | o ) (39.43)
co w koncu sprowadza sie do wyrazenia
1 1
B@) = -2+ fa-2) <¢a\ (+2)160)

+ B <¢a"—» N%) (39.44)

ktorego efektywne wyliczenie wymaga obliczenia trzech (a tak naprawde dwoch) elementow ma-
cierzowych (catek).

Pierwsza calka

Aby znalez¢ element macierzowy ( ¢, | (% + %) | 6o ) Wystarczy obliczy¢ tylko calke
S L1 INE:
(6al160) = [dfs [ a - 60 (F1,72)
6
«a 20(ry + 1
- /dr1 iy ~ L (—) exp (— M) . (39.45)
1 2 Qg Qo
Widag¢, ze zamiana 71 na 79 nie zmieni wartosci catki. Zatem poszukiwany element macierzowy
jest réwny podwojonej wartosci powyzszej catki. Funkcja podcatkowa nie zalezy od orientacji

wektorow ri. Przechodzac do wspotrzednych sferycznych od razu wykonujemy catki po katach,
w ten spos()b mamy

oo 3 2)
(gba] ]gba = 16/ dry (ﬁ) r1 exp (— an )
0 () QA
oo 3 2)
x/ dr (&) 2 exp <— ars > (39.46)
0 () ()

Zamieniamy zmienne calkowania xy = ary/a, i dostajemy

1 o > —ozy [~ 2 —2x>
<¢a|a|¢a> = 16{—-) | drizie | dep zp e (39.47)
0
Calki bierzemy z tablic calek oznaczonych. Otrzymujemy
1 1 2 «
(9l 10a) = 16(=) 5535 = = (30.48)

Poszukiwany element macierzowy jest, zgodnie z powyzsza dyskusja, réwny podwojonej wartosci
obliczonej calki, a zatem

1 1 «
<¢a!(—+—)\¢a> =2—. (39.49)
Lo T2 o
Podstawiamy ta warto$¢ do funkcjonatu (39.44) i mamy
J6] «
Bla) = — —a® + 28(a~2) — + B {dalm—s7]¢a), (39.50)
aq ag ]r To|

Pozostaje wiec obliczy¢ ostatni sktadnik — druga catke.
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Druga calka

Druga catke w (39.44) oznaczymy przez J, i piszemy

Jo = <¢o¢"r "¢a>

1 2
- = (—) /dfl/dfg —— exp (— M) . (39.51)
w2 \a, |ty — T ao

Najpierw ustalamy 17 i obliczamy caltke wzgledem 1

1 6 2 1 2
Jy = — (ﬂ) /df”l exp< an >/d ro ————— exp( ﬂ). (39.52)
72 \ a, ¥} — To| ao

Wektor ¥y wyrazamy we wspotrzednych sferycznych tak, aby o$ zo byta réwnolegta do r1. Wobec
tego kat sferyczny 0o jest katem pomiedzy wektorami ¥y a ¥y, a zatem z twierdzenia cosinuséw

¥ —Ta| = \/r% + 72 — 27179 cos Oy (39.53)

i catka J, przybiera postaé

1 6 2 2 T
J, = —2<3) /df’l exp (— ‘”1)/ dgpg/ 0y sin By
s () (o) 0 0

o0 1 2
></ dry 73 exp (— ar ) . (39.54)
0

72 4+ 12 — 21179 cos Oy Qo

Calka po 9 jest trywialna. Dokonujac zamiany zmiennej catkowania x = cos 05 dostajemy

2 6 2 2
J, = = (ﬂ) /df"l exp< an >/ drs r2 exp< ar >
™ ao a/O

1 1
x / dx . (39.55)
-1

(r? +713) — 2ryrox

Na podstawie tablic calek nieoznaczonych mamy teraz

+1

\/ —a+ - vb+a. (39.56)

a

1 1 2
dr —— = — —Vb—
/4 x\/b—aa: w“

-1

Wobec tego z (39.55) otrzymujemy dalej

2 6 2
J, = = (ﬁ) /di“l exp( 2am )/ dry 7“2 exp( ar )
v ao a/O

\/r% + 73+ 2rmry — \/r% + 73 — 27y ] . (39.57)

X
|: 2?"17“2 2?"17“2

Calosé funkceji podcatkowej nie zalezy od orientacji wektora r7. Przechodzimy w calce po dry do
wspolrzednych sferycznych i catka po katach daje czynnik 47. Czynnik r1ry skraca sie, zatem

6 oo 2 2
J, = 8 (g) / dri exp( an ) / dro 79 exp( ar )
Qo 0 Qo

X[(T1+r2) — |ri —ral]. (39.58)
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3.10.2004

Znak modutu |r; — ry| zalezy od tego, czy 1o jest wieksze, czy mniejsze od r1. Z tego powodu

catke po dre rozdzielamy na dwie

6 roo 2)
Jo = 8 (3) / drq r1 exp (— an )
() 0 ()
™ 2a0rg
X / drg ro exp | — . [7“1+7“2—(7’1+7“2)]
0 0

o0 2
+ / dry ro exp (— (27"2 ) [r1 4712+ (r1 —r2) ]} , (39.59)
=1

0
bowiem w pierwszej catce po dro mamy ro < 1y czyli r1 —re > 0, za§ w drugiej ro > rp czyli

r1 —ro < 0. Porzadkujac, otrzymujemy dalej
2c0ry >

a\b [
J, = 16 <—> / dri r1 exp <—
Qo 0 Qg
2c0rg )

r1
X {/ dry 72 exp (—
0 Qo
o0 2
+ 7“1/ drg T2 €xp (— S )} (39.60)
r1 Qo

Caltki w nawiasie klamrowym obliczamy za pomoca tablic calek nieoznaczonych

/7’1 dr 2 ( 2a7’> ( 2a7’> aor2 agr ag
rreexp|— = exp|— - - = -
0 P ao P ao 2a 202 4a3 0
2aem aor? azry a’ a’
= — — - - 39.61
exp< ao ) [ 2a 202 403 + 403 ( )
/OO < 2ar ) < 2ar ) aor ar
drr exp | — = exp|— -
- ag ao 2c 402 )
20 aoT1 ag
= - 39.62
exp( ao > [ 2c¢ 402 ( )
Podstawiamy wyliczone catki do (39.60)
6 roo 9
Jo = 16 <ﬁ> / dri r1 exp <— 047“1>
Qg 0 ()
" a? + exp (_ 2@7‘1) _ aor? B aZr _ a’
4a3 ao 2a 202 4a3
2a0ry aor% agrl
_ ) 39.63
+exp< ao >[2a +4(12 ( )
Po elementarnych uproszczeniach wewnatrz nawiasu klamrowego otrzymujemy
6 roo 9
J, = 16 (ﬁ) / dri r1 exp (— ar1>
Qg 0 Qg
3 2 3
ag 2a0rq ay 1 aq
>< —_ — J—
{4@3 exp( Qo ) [ 42 + 4043]}
3 roo )
= 4 (g) / drq r1 exp (— an )
Qo 0 Qg
2
x{l— exp(— O‘“)[O‘“ +1H. (39.64)
190
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Wprowadzamy nowa zmienna catkowania x = ary/a, i mamy
o0
Jo = 4(3)/ dmxe_%[l — e (2 + 1)}
Ao/ JO
e} oo oo [e.e]
= 4 (—) [/ dr x e — / dr x? e — / dr x e } (39.65)
o 0 0 0
Calki w nawiasie obliczamy na podstawie tablic calek oznaczonych
Q 1! 2! 1! 5/«
J.o = 4(=) | = - = _ — = (= 39.66
R OIERE R ) (3969
co korniczy obliczenia drugiej z potrzebnych nam catek.

39.2.3 Dyskusja wynikéw

Zmudnie obliczona druga catke podstawiamy do (39.50) i otrzymujemy funkcjonal E(a) w postaci

2
E(a) = — ﬂ;; + 26(a — Z) (a%) + % (a%)
= aﬁo (a®—2Za+2a). (39.67)

Wyrazenie to musimy zminimalizowaé, aby funkcjonal E(a) = (¢, | H | 6o ) jak najlepiej przybli-
zal (od gory) energie stanu podstawowego atomu helopodobnego. F(«) jest funkcja kwadratowa
parametru « i oczywiscie ma minimum, gdy

20— (2Z-2) =0, (39.68)
co zachodzi dla wartosci
o = Z— 5. (39.69)

Minimalna warto$¢ badanego funkcjonatu wynoszaca E(«, najlepiej (w ramach przyjetego mo-
delu ekranowania jadra przez elektrony) przybliza energie stanu podstawowego atomu helopo-
dobnego. Obliczamy wiec z (39.67) i (39.69)

Blaw) = B(Z-%) = 2[(z-3) - 22(2-3) + 2(z-3)]

Qg
6 2 5 25
= L0254 5]
B 2
= —a—( - 27 (39.70)
0

Wynik ten warto poréwnaé z grubym oszacowaniem (39.30), w ktorym zaniedbaliémy wzajemne
oddzialywanie (odpychanie) pomiedzy elektronami.
Podsumowujac stwierdzamy, ze w naszym modelu (ekranowanie jadra) mamy:

e najlepsze oszacowanie energii stanu podstawowego atomu helopodobnego

2 Z 2
Bl =~ —£<Z— 3) = —E<ZQ—5—+—5)
ay 16 ay 8 ' 256
ﬂ( 5 25 )
= 7222 (1-= 39.71
a, 82 256 22 ( )

gdzie 3 = €%/(4me,) oraz a, = h?/uB3;
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e przyblizong funkcje falows dla tego stanu

1 3
Pay(T1,T2) = — <%> €xp <— Qo M) ) (39.72)
T\ aq ao
gdzie parametr oy = Z — 15—6.

Przyblizona warto$¢ energii stanu podstawowego (39.71) "poprawia" sie dla duzych Z. Warto
zdaé sobie sprawe z wartosci liczbowych uzyskanych rezultatéw. Przypomnijmy, ze energia joni-
zacji atomu wodoru wynosi E; = 3/2a, = 13.6 eV. Wobec tego iloraz (/a, = 27.2 €V. Zatem, z
(39.71) dla atomu helu (Z = 2) otrzymujemy

27\ 2
B, ~ — 27.2. (E) eV ~ — 272-285eV ~ — T7.5¢€V, (39.73)

co zupelnie niezle zgadza sie z wartoscia zmierzona eksperymentalnie wynoszaca —78.6 V. Blad
wzgledny wynosi w przyblizeniu 1.4. Mozna pokazaé, ze dla ciezszych atomow (np. dla jonu tlenu
076, analogiczny btad wzgledny jest mniejszy niz 0.1

Jak sie okazuje, czym zajmiemy sie za chwile, rachunek zaburzen (w pierwszym rzedzie) daje
gorszg zgodnosé z doswiadczeniem.

39.2.4 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Ponownie rozwazymy stan podstawowy atomu helopodobnego, ale tym razem w ramach rachunku

zaburzen pierwszego rzedu. Zrobimy to, choé¢ jego stosowalno$é moze wydawaé sie watpliwa.
Hamiltonian niezaburzony przyjmiemy w postaci (39.29) — jako sume dwoch hamiltonianow

"wodoropodobnych". W zwiazku z tym, niezaburzona funkcja falowa ma posta¢ (39.33), to jest

o) (F1,F2) = L (i)g exp (— 2n ) > : (39.74)

T\ ag

Energia niezaburzonego stanu podstawowego jest suma dwoch energii "wodoropodobnych" i jest
dana w (39.30), co tutaj zapiszemy jako

O - _ 28 (39.75)
0]
Elektrony sa obdarzone spinem, wiec powinni§my uzupehié funkcje falowa (39.74) stanami spi-
nowymi okreslonymi liczbami kwantowymi mg; i mg réwnymi :I:%. Stany spinowe tworza 4
mozliwe kombinacje, wiec stan podstawowy jest 4-krotnie zdegenerowany.
Zaburzeniem bedzie oczywiscie coulombowskie odpychanie pomiedzy elektronami. Hamilto-
nian zaburzenia to

g p—_— (39.76)
[T — Iy
Stan podstawowy jest zdegenerowany, wiec musimy zbudowaé¢ macierz zaburzenia
0 0
W= (& IV ara ) (39.77)

o wymiarze 4 x 4, bowiem uzupetniliSmy funkcje falowa stanami spinowymi. Oddzialywanie V nie
zalezy od spindw, a stany spinowe sg niezalezne od orbitalnych oraz ortonormalne. Tym samym,
macierz W, ktorej elementy sa numerowane liczbami spinowymi jest diagonalna. Co wigcej,
na diagonali mamy tylko jeden element macierzowy (gzbgo) |V | qb(lo) ). Wszystkie cztery wartosci
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wlasne macierzy zaburzenia sa réwne temu elementowi — zaburzenie nie usuwa degeneracji, a
spin nie jest w tym problemie istotny. Omawiany element macierzowy jest po prostu poprawka
pierwszego rzedu do energii stanu podstawowego

EL = (40 v ey, (39.78)

Trzeba teraz obliczy¢ te poprawke. Podstawiajac funkcje falowa qbgo) wedtug (39.74) 1 hamiltonian
zaburzenia, dostajemy

1 /Z\" 2Z
EY = /df’l/dFQ ﬁ — ( ) exp (— M) . (39.79)
1 — 12

Catka ta (z dokladnoscia do czynnika () jest formalnie identyczna z caltka J,, okreslona w (39.51)
tyle, ze tutaj Z zastapilo parametr «. Obliczenia sg wiec zupelnie takie same. Korzystajac z
wyniku (39.66), mamy od razu

B = %(é), (39.80)

8 \a,

co koriczy obliczenia. Poprawiona (w pierwszym rzedzie) energia stanu podstawowego atomu
helopodobnego wynosi wiec

B = EO4+EV = _ 28 %(g)
Qg 8 Ao
5<2 5Z> zﬁ< 5)
_ B 2N _ _p B 5 81
Qg 8 Qg 87 (39.81)

Dyskusja przebiega tu podobnie jak w przypadku wariacyjnym. Poréwnujac ten wynik z energia
(39.71) uzyskana metoda wariacyjna widzimy, ze

B 5 pleen), (39.82)

wiemy za$, ze metoda wariacyjna przybliza prawdziwa wartos¢ energii od gory. Wynik otrzymany
w ramach rachunku zaburzen pierwszego rzedu ma wicksza wartosé, jest wiec rzeczywiscie gor-
szym przyblizeniem niz rezultat wariacyjny. Wynik (39.81) mozna poprawia¢ w drugim rzedzie
rachunku zaburzen, majac nadzieje na otrzymanie lepszego przyblizenia. Ale i metode wariacyjna
mozna takze ulepszac.

kok okok sk oskok ok sk okok ckoskok ok sk okok sk oskok ok sk ok ok ok ok ok ok ok
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