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Dodatek D
Wielomiany Legendre’a, itp.

Wielomiany Legendre’a i stowarzyszone z nimi funkcje sa szeroko omawiane w wielu podreczni-
kach fizyki matematycznej. Nie bedziemy wiec dowodzié¢ czy wyprowadzaé ich wlasnosci. Celem
niniejszego rozdziatu jest po prostu zebranie informacji istotnych i pozytecznych w praktycznych
zagadnieniach mechaniki kwantowe;j.

D.1 Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre’a stanowia zupelny zbior funkeji ortogonalnych na odcinku (—1,1). Kazda
funkcje na tym odcinku mozna wiec przedstawié¢ jako (na ogdl nieskoriczona) kombinacje liniowa
wielomianéw Legendre’a. Wielomiany te sa zdefiniowane za pomocs, tzw. wzoru Rodriguesa

Pue) = o (2 o)t = UDRA ) (D.1)

Wzér Rodriguesa pozwala tatwo obliczy¢ kilka pierwszych wielomianéw Legendre’a

Py(z) = 1,

Py (x) x,

Py(z) = 3(322—-1),

Py(x) 3 (52° = 3x),

Py(z) = £ (352" —302%+3). (D.2)

Mozna tez znalezé wyrazenie jawne

gdzie dolna granica sumy m;, = 5 dla n parzystego i mmi, = "TH dla n nieparzystego.
Z formuly tej wynikaja nastepujace wnioski. Dla n2k (parzystego) wielomian Po(z) zawiera

wyraz wolny (m = mu,;, = k) 1 parzyste potegi = — jest funkcja parzysta
ng(—a:) = ng(m) (D4)

Jego warto$¢ w zerze jest rowna wyrazowi wolnemu i w/g (D.3) wynosi

1 (2K (2k)!
Py (z) = W(_l)% k(k)M

2h)! 2k — 1)1
= (1 (Q(k /2!)2 = (! (2k)!!)
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Dla n = 2k + 1 (nieparzystego) brak wyrazu wolnego, bo mu,i, = k + 1. Ponadto w Poyy1(x)
wystepuja jedynie nieparzyste potegi z. Jest to wiec funkcja nieparzysta

P2k+(—$) = — P2k+1(.%') - P2k+1(0) = 0. (D.6)

Wielomiany Legendre’a na odcinku (—1,1) sa ortogonalne, lecz nieunormowane, bowiem

1 2
[1dm Po(@)Pu(@) = 3 dum. (D.7)
Wielomiany P, (x) pojawily sie w literaturze matematycznej jako rozwigzania réwnania roz-
niczkowego
& f(z) df (x)
2 —
(1—95)W - 20 = 4 n(n+1)f(@) = 0, (D.8)

ktore mozna takze zapisaé w postaci réwnowaznej

d 2\ df (z)
Wielomiany P, (z) nie sa jedynymi rozwiazaniami réwnania (D.8). Inne rozwiazania nie sa jednak
wielomianami.

Wielomiany Legendre’a maja funkcje tworzaca

o
Z P, (z)s" dla |s| <1,
1 —
=" (D.10)
V1 —2sx + 52 s 1
Z P,(z) o dla |s| > 1.
n=0
Wezmy |s| < 11 polozmy x = +1, wowczas
1 1 > n
- = 3 B (1)s" (D.11)
V1F2s+ 52 1Fs "0
Poniewaz z rozwiniecia taylorowskiego wiadomo, ze
1 o
= +1)"s™, D.12
] 012)
wiec poréownujac dwa powyzsze szeregi stwierdzamy, ze
P,(+1) = 1, oraz P, (-1) = (-1)™ (D.13)
Wielomiany te spetniaja takze szereg, czesto pozytecznych, relacji rekurencyjnych. I tak, na
przyktad
2n+1 n
Poii(x) = o x Pp(x) — m—— P,_i(x) (D.14a)
2
x*—1 dP,(x)
= x P —_— D.14b
v Paa) + T S, (D.14b)
dPn+1(x) dPn_l(x)
2 )P = — . D.14
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Dla przyktadu udowodnimy ostatnia z rekurencji, tj. (D.14c). Ze wzoru Rodriguesa mamy

n+2 n n+1 n
dP%;(x) - 2n+1(711+1)! d(im («*=1) - 2%71' dcinﬂ o (== 1))
= 2”1n! ch_n” [(m2—1>n + 2nz? (wz—l)nl]
= P,(z) + m dci—nn {:ﬁ (x2—1)”_1]. (D.15)
Poniewaz, 2?2 (22 — 1)n_1 = (@2 -1)"+ (@2 -1)""", wiec
dp%;(x) = Pulz) + 2"1(+1) j— {(#—1)” + (x2—1)”_1}
= Pu.(x) + 2nP,(z) + AP () (D.16)

de
skad od razu wynika teza (D.14c).

D.2 Stowarzyszone funkcje Legendre’a

Stowarzyszone funkcje Legendre’a okreslone na przedziale (—1,1) sa zdefiniowane za posrednic-
twem zwyktych wielomianoéw Pj(z) wzorem

P (z) = (\/1—302 )m %Pl(m)
- (Vs ) () (D.17)

gdzie przyjmujemy 0 < m < [. Oczywiscie dla m = 0 stowarzyszone funkcje Legendre’a pokry-

waja sie z wielomianami Legendre’a
POz) = Pia). (D.18)

Zwroémy uwage, ze tak zdefiniowane funkcje P/"(x) nie sg na ogoét wielomianami, bowiem dla
m nieparzystego zawieraja pierwiastek. Argument x € (—1,1), wiec 1 — 22 > 0 i obliczanie
pierwiastka nie nastrecza probleméw. Jednak nie ustalony jest znak pierwiastka. Funkcje P/™(x)
czesto stosuje sie dla x = cos @ (przy 6 € (0,7), jak we wspolrzednych sferycznych). Wowczas
mozna ustali¢ znak pierwiastka, wybierajac

V1—2z2? V1 —cos?6 sin? sin 6, (D.19)
ktory w przedziale 6 € (0, ) jest zawsze nieujemny. Przy takim zalozeniu czesto pisze sie

1\l l+m
A (cost) = L (snd)” d(aglsw (

. 2l
51 sinf)<", (D.20)
co kojarzy si¢ z harmonikami sferycznymi. Do dyskusji tego skojarzenia jeszcze wrocimy, a na
razie pozostanmy przy funkcjach P/ (x). Wyboér « = cos § okresla jednoczesnie parzystosé stowa-
rzyszonych funkcji Legendre’a. Parzystosé okreslamy bowiem jako wtasno$é zwiazang z odbiciem
przestrzennym r — —r. Odpowiada temu zmiana katéw sferycznych

0 —m—0, oraz =T+ Q. (D.21)
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W takim przypadku

cos) — cos(m—6) = —cosb,
(D.22)

sinf — sin(r —60) = sind,

A zatem przy odbiciu cos 6 zmienia znak, za$ sinf nie. W takim razie z (D.20) wynika, ze

(= cosf) = S0 (sind) A= cos @)™ (sin @)
(D.23)

(=)™ P (cos 0),.
co dla m = 0 jest zgodne z wtasno$ciami parzystosci zwykltych wielomianéw Legendre’a.

Ze wzoru (D.17) dla m > 0 przyktadowo mamy

Pl(z) = V1-—22 = siné,

P}(z) = 32v1—22 = 3sinfcosb,
Pi(z) = 3(1—2?) = 3sin’0 = 3(1 — cos?6). (D.24)

Wyliczenie dalszych P/™(z) jest nieco zmudne, ale proste.
Stowarzyszone funkcje Legendre’a sa na odcinku (—1, 1) ortogonalne, w nastepujacym sensie

2 (I+m) (D.25)

1
dx PM(2)PM(z) = ——— VT 5
/_1 v FR@FN @) = 507 =y

Funkcje P/™(x) spelniaja rownanie rézniczkowe

(+1)— =

d? d

2\ ¥  pm _  pm
(1-2%) oz B@) = 20 - F(2) +
D.3 Harmoniki sferyczne

D.3.1 Zwiazek ze stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a

WyprowadziliSmy uprzednio harmoniki sferyczne (patrz (C.67)) w nastepujacej postaci

(=)™ I+ ((=m) e s om AT ,
}/lm(e,@) = 2l T e El-}-m;' e “O(sme) W (Sln0)2l (D27)

Poréwnujac to okreslenie ze stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a (D.20) Otrzymujemy

2041 (I —m)!
+1{=m} e P/"(cos0) (D.28)

Y m (0 = (=)™

lm( 7(/7) ( ) \/ A7 (l+m)'
gdzie (przypominamy) 0 < m < [, jak to wynika z definicji funkcji P/™(z). Harmoniki z indeksami
m < 0 otrzymamy przez relacje sprzezenia zespolonego Y; _,, = (—1)"Y}: . Piszac w (D.28)

PM(x) = Pl|m|(x) sprzegamy i dostajemy

_ 20 +1 (l — m)! —imp plml
Yi—m(0,p) = \/ I Ugm) P (cos b)), (m > 0). (D.29)
Zamieniajac po obu stronach m na —m otrzymujemy
_ AL AEm)! i plml
28
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D.3.2 Parzysto$¢ harmonik sferycznych

Zwr6émy uwage na wlasnosci parzysto$ci harmonik sferycznych. Przy odbiciu przestrzennym
nalezy dokona¢ zamian (D.21), a w konsekwencji (D.22) oraz

My TR = (1) e, (D.31)
Korzystajac z parzystosci (D.23) stowarzyszonych funkcji Legendre’a, z (D.28) dostajemy

Ylm(evgo) Yim(ﬂ—gﬂp-irﬂ)

odbicie
o TR oo
204+ 1 (I —m)! ime e
= \/?m e (=1)!™PM(cos 6)
= (—=1)"Yim(0,¢). (D.32)

D.3.3 Harmoniki sferyczne to funkcje wtasne L2iL,

Sprawdzimy, ze harmoniki sferyczne dane w (D.28) i (D.30) sa rzeczywiscie funkcjami wlasnymi
(w reprezentacji potozeniowej) operatorow L, i 12 (orbitalnego momentu pedu). Zapiszmy wiec

Yim(0,0) = A ™ P (cos6), (D.33)

gdzie stala normalizacyjna wynika z rownania (D.28) dla m > 0 lub z (D.30) dla m < 0.
Rownanie wlasne dla operatora L, (w reprezentacji potozeniowej, patrz (13.34b) ma postaé

. 0
LYip = —ih 5= Yin. (D.34)
Po wstawieniu harmoniki (D.33) od razu otrzymujemy
o .
L.Y,,, = —ihA, 90 e Pl|m|(cos 0)
14
= mhA,, e Pl|m|(cos 0) = mhYinm, (D.35)

tak jak by¢ powinno.
Odpowiednie réwnanie dla operatora L? jest bardziej zlozone (patrz (13.34a))

, 1 0 o) I
LYy, = — WAy | — = (sind - I | gime pim _ D.
Im h* A, lsin@ 70 (Sln& 86) + Sn%9 9 e ) (cos 0) (D.36)
RoézZniczkowanie po ¢ jest trywialne
= ; 1 d d m?
L2Ym = - h2Am e - ( in 0 _> - P‘m‘ 0). D.
: m € [sinﬁ o \*"" dp snzg | T (cosf) (D-37)
W pozosta.lej czesci rownania podstawiamy x = cos 6. Wobec tego, zgodnie z (C.26) otrzymujemy
- e |1 d d m?
2 _ 2 im . 22 [m|
LY, = —h"Ap, "% —— <—s1n0 @) <—s1n 9@) — 1—902]Pl (x)
o | d d m?
= —R2A, ™ | — (1 — 22 _> _ plml
m € dx<( x)d$ 1—:1:21 v (@)
= K24y, ™ -(1—x2)£ gy 4 P™(z) (D.38)
B fm I dx? dx 1—g2 | ! ’
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Z rownania spelnianego przez stowarzyszone funkcje Legendre’a wynika, ze
L2Y,,, = —h2Ay,e™? {l(l + 1)Pl|m|(x) }
= R +1) Y. (D.39)

A wiec wszystko jest tak jak byé powinno. Harmoniki sferyczne istotnie sg funkcjami wtasnymi
orbitalnego momentu pedu.

* ok ok ok ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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