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Rozdziat 14

Stany stacjonarne w potencjale
centralnym

14.1 Postawienie problemu

14.1.1 Przypomnienie klasycznego problemu Keplera

Rozwazmy czastke o masie p poruszajaca sie w pewnym polu, przy czym (przynajmniej na razie)
nie precyzujemy charakteru tego Oddziatywania. Zatozymy, ze centrum pola jest umieszczone w
srodku uktadu wspohrzednych. Energia potencjalna czastki jest dana pewna funkcja V. = V(r),
zalezna jedynie od odleglosci czastki od centrum pola. Méwimy, ze czastka porusza sie w polu o
potencjale centralnym. Na czastke dziata sita

F=—gradV(r) = — d‘;(ar) (g) . (14.1)

Sita jest wiec zawsze radialna. Wobec tego moment pedu czastki wzgledem centrum
L = FxP = const. (14.2)
jest stata ruchu. W konsekwencji ruch czastki zachodzi w jednej plaszczyznie (jest ptaski). Do-
wody tych stwierdzenn mozna znalezé¢ w podrecznikach mechaniki klasycznej.

Czastka jest w punkcie ¥ wzgledem centrum sity S i ma pred-

kosé V. Predkosé czastki mozna roztozyé na sktadowe radialng i
sktadowa styczna (prostopadla do r) zwiazana z wartoscia momen-
tu pedu
dr . IZ]
= —_— = —_— 14.3
Uy dt’ ’VJ_ ’ L ( )
Catkowita energia czastki to
B =L 4+V() =5 (v +¥1) + V(). (14.4)

Eliminujac |V |, energie wyrazamy przez
Rys. 14.1: Rozklad predko-

§ci czastki. E=F24 c + V(r). (14.5)
2" 2ur?
Wobec tego klasyczny hamiltonian czastki w polu V(r) ma postaé
H = P - £ + V(r), (14.6)
2u  2ur?
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gdzie ped radialny p, = pdr/dt jest pedem kanonicznie sprzezonym ze wspohrzedna r. Mo-
ment pedu £ moze zosta¢ wyrazony poprzez zmienne (1,6, ) oraz kanonicznie sprzezone pedy
(pr,Po,De). Z mechaniki klasycznej wiadomo, ze

1
sin? 6

L2 =p2 + PE. (14.7)
Zwréémy jeszcze uwage, ze w hamiltonianie H danym réwnaniem (14.6) rozdzieliliémy energie
kinetyczng na dwa cztony, czton radialny i "obrotowy". Wynika to stad, ze przyjeliSmy potencjat
niezalezny od katow. Katy i pedy z nimi sprzezone "siedza" wylacznie w £2. Gdyby interesowala
nas tylko ewolucja r, to poniewaz L= const, hamiltonian H jest wylacznie funkcja zmiennych
radialnych. Woéwczas z rownan Hamiltona

2 ~2
I Y 0} s
Jest to praktycznie problem jednowymiarowy z efektywnym potencjatem
2
Veps(r) = 2t V(r), (14.9)

gdzie pierwszy czton to tzw. czlon "od$rodkowy". Rozwiazanie problemu ruchu czastki w polu
centralnym jest doktadnie omawiane w trakcie kursu mechaniki klasycznej. W przypadku poten-
cjatu grawitacyjnego V' (r) o< 1/r uzyskujemy wtedy dobrze znane zagadnienie Keplera opisujace
np. ruch planet wokot gwiazdy centralne;j.

14.1.2 Hamiltonian kwantowo-mechaniczny

Odwolujac sie do analogii klasycznej rozwazymy teraz kwantowo-mechaniczny odpowiednik pro-
blemu ruchu czastki w polu o potencjale centralnym. Hamiltonian czastki poruszajacej sie¢ w polu
centralnym (na mocy zasady odpowiedniosci) bedzie wiec w reprezentacji potozeniowej mie¢ po-
stac

. P2 h2
H= ——+V(r) = ——
20

V2 4+ V(r). (14.10)
gdzie laplasjan V2 i r = /22 + y2 + 22 wyrazone sa we wspolrzednych kartezjariskich (tak jak
tego wymaga zasada odpowiedniosci).

Bedziemy szuka¢ rozwigzan stacjonarnego réwnania Schrodingera, czyli standéw wlasnych
hamiltonianu (14.10). Szukamy wigc rozwiazan rownania

[——v2 + V(r)] U(F) = EVU(F), (14.11)

Poniewaz potencjal V' (r) ma symetrie sferyczna, bardziej pozyteczne sa wspotrzedne sferyczne.
Laplasjan we wspohrzednych sferycznych ma postaé (dla dowolnej funkcji & = ®(r, 6, ¢))

1 0 0P 1 0 0P 1 0’®
2@:——(2—) ——(' —) _ 1o 14.12
v 2o\ o) e 0 M B0) T Eanze a0 (14.12)

Wystepuja tu czynniki r~2, wiec przypadek gdy r = 0 trzeba analizowaé szczegélnie uwaznie. Na
podstawie przedstawionych w poprzednich rozdziatach rozwazari o orbitalnym momencie pedu
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wiemy, ze operator L2 w reprezentacji potozeniowej i we wspotrzednych sferycznych wyraza sie

WZzorem
_, 1 0 0 1 02
L? = — n? — ( 9—) ——— 14.13
[Sme 20 "M% ) T anZaa (14.13)
Poréwnujac laplasjan (14.12) i catkowity moment pedu (14.13) dostajemy
10 o P L2
Ve = S — 2—> - —— . 14.14
r20r (T or h2r2 ( )

co mozemy wykorzysta¢ w hamiltonianie, po lewej stronie rownania (14.11). Po uporzadkowaniu,
hamiltonian czastki o masie p w polu sity centralnej ma postaé

- R0 (5,0 L2
H = — — (= V(r). 14.15
2ur? or (T 87‘) + 2ur? + V() ( )
Celem naszym jest teraz rozwigzanie stacjonarnego réwnania Schroédingera, czyli zagadnienia
wlasnego
B2 d [ ,0 L2
- . = V W(r, 0 = EY(r0 14.16
2MT2 or <T 6?") + 2MT2 + (T’) (T7 790) (Ta 790)7 ( )

we wspblrzednych sferycznych.

14.2 Separacja zmiennych

14.2.1 Zaleznos$é katowa funkcji wlasnych

Wiemy, ze trzy sktadowe operatora momentu pedu dziatajg jedynie na zmienne katowe. W kon-
sekwencji komutuja one ze wszystkimi operatorami dzialajacymi na zmienna radialng. Wobec
tego z postaci hamiltonianu (14.15) wynika, ze

1, L] = o, (14.17)

Przemiennosé¢ hamiltonianu i sktadowych Ly jest odbiciem faktu, ze hamiltonian jest niezmien-
niczy wzgledem obrotéw. Oczywiscie H komutuje rowniez z L2. Mimo, ze L, Ly, L, sa stalymi
ruchu (bo komutuja z H), to jednak nie komutuja miedzy soba. Jako zupely zbiér komutuja-
cych obserwabli wybieramy H, L2 oraz L. Operatory te okreslaja wspolne stany wtasne. Mamy
zatem do rozwiazania zagadnienia

HY(F) = EU(F), (14.18a)

L2U(F) = RI(I+1)U(F), (14.18D)

Ly U(F) = hmU(F). (14.18¢)
Wiemy juz, ze harmoniki sferyczne sa funkcjami wlasnymi operatoréow L2 oraz Ls. Mozemy wiec
napisaé

L2 Yin(0,0) = B+ 1) Yin (0, ), (14.19a)

Ls Ylm(ev 90) = hm lem(ev (/7)~ (14'19b)

Hamiltonian (14.15) mozna zapisaé takze jako

.. L2 , 5 Z d
= — gdzie  H, = o7 or ( 287‘) + V(r). (14.20)
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Wtedy stacjonarne rownanie Schrodingera (14.16) ma postac

R L2 . .
<HT + —2> v=FEY, b 2w?(H,-E)V=-LV, (14.21)
2ur

przy czym lewa strona ostatniego réwnania zalezy jedynie od zmiennej radialnej, a prawa od
zmiennych katowych. Wobec tego funkcja falowa ulega faktoryzacji na cze$é¢ radialng i katowa

T = UEU(r,0,¢) = R(r)Yin(6. ). (14.22)

poniewaz wiadomo jakie sa funkcje katowe - funkcje wlasne L2 oraz L3. Przy takim zalozeniu
widzimy, ze automatycznie spelnione sa rownania (14.18b) i (14.18¢c). Zatem zaleznosé¢ katowa
funkcji wtasnych hamiltonianu czastki o masie u w polu sit centralnych jest znana. Pozostaje
rozwazenie rownania (14.18a), to jest

HY(F) = BV (7). (14.23)

Z réwnania tego poszukiwaé bedziemy zalezno$ci od zmiennej radialnej, a wiec radialnej funkcji
falowej R(r). Zaleznos¢ katowa jest bowiem w pelni zawarta w harmonikach sferycznych.

14.2.2 Radialne réwnanie Schrédingera

Rozwazamy wiec réwnanie

B2 8 (4,0 L2
— — — — U = FU 14.24
2ur? Or (T 87“) + 2pur? + V(r)} (r) (r), ( )

gdzie szukana funkcja falowa jest postaci danej w rownaniu (14.22). Podstawiajac ja do wzoru
(14.24) pamietamy, jak operator L? dziala na harmoniki sferyczne (por. (14.19a)). Operacje

rozniczkowania wzgledem zmiennej radialnej nie wpltywaja na harmoniki sferyczne, ktore po
prostu sie skracaja. A zatem tatwo otrzymujemy

2 d (QdR) N R2I(1+ 1R + V(R = ER(), (14.25)

C2ur? dr " 2ur?

co stanowi radialne réwnanie Schrodingera. Uzyliémy w nim zwyktych pochodnych, a nie czast-
kowych, bo funkcja R(r) jest zalezna tylko od jednej zmiennej. Jak juz wspominali$émy, trzeba
uwaznie przeanalizowaé¢ zachowanie funkcji R(r) w otoczeniu punktu r = 0. Podkreslmy takze,
ze w réwnaniu radialnym (14.25) liczba kwantowa [ jest parametrem, wobec tego w przestrzeni
rozwiazan wydzielone sa podprzestrzenie o ustalonym [. Co wiecej, dla kazdego | mamy (20 + 1)
mozliwych wartosci liczby magnetycznej m, ktora w (14.25) jawnie nie wystepuje.

Oczekujemy zatem, ze energie - wartosci wlasne hamiltonianu zaleze¢ beda od orbitalnej
liczby kwantowej [, a takze od pewnej innej liczby kwantowej, ktora oznaczmy na razie przez a.
Podobna zaleznos¢ wykazywaé¢ wiec beda takze funkcje R(r). Dlatego piszemy

R(r) = Ru(r). (14.26)

Oczywiscie sens liczby « pozostaje do ustalenia. Zgodnie z powyzszym, rownanie (14.25) mozna
zapisac

B2 d (TQd) PUSYD ool Rutr) = EwRu(r). (14.27)

C2ur? dr \' dr

2ur?
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Czlon rézniczkowy w (14.27) mozna uprosci¢ przyjmujac funkcje radialna w postaci

Ruu(r) = % o (1). (14.28)

Wowczas, po wykonaniu rézniczkowania, dostajemy

1 d [ ydRy 1 d 2( d 1 )] 1 d*uq
4 - -2 s - - . 14.2
r2 dr (r dr ) r2 dr {T dr r o (7) r dr? ( 9)

Wykorzystujac te zaleznos¢ w rownaniu (14.27) dostajemy rownanie radialne dla funkcji (7).
Skracajac czynnik 7!, otrzymujemy

h_2 d* g (r) n R2L(1 4 1)

_ - . 14,
2 dr? gz Ut V() taa(r) = Fot tau(r) (14.30)

Zas przy uwzglednieniu dokonanych podstawieri, petna funkcja wtasna ma postaé

V(E) =+ vaalr) Vim(6, ). (14.31)

jest wiec numerowana przez trzy liczby kwantowe «, l, m. Liczby [ i m sa znane, natomiast liczbe
« nalezy znalezé.
Zauwazmy, ze rownanie radialne (14.30) mozemy zapisa¢

n? d?
_ﬂ P + Verp(r)| o(r) = Eo(r) (14.32)
gdzie
R+ 1)
Verp(r) = V(r)—|—72/”2 (14.33)

jest to wiec réwnanie jednowymiarowe dla potencjatu efektywnego Vi¢y (ale © > 0). Zwroémy
jeszcze uwage, ze

R21(1 + 1) R21(1+ 1) 1 RU(l+1) (T
L v A S S e _ = — 7 (). 14.34
v 2ur? 24 v <r2> 2ur3 (r) (14.34)

Zatem przyczynek cztonu h2l(I 4 1)/(2ur?) do potencjatu ma charakter odpychajacy, "centryfu-
galny".

14.2.3 Zachowanie sie funkcji radialnych w r =0

Nalezy zbada¢ zachowanie sie funkcji R(r) w otoczeniu r = 0. Rozwazmy mata kulke w otoczeniu
punktu r = 0. Oczekujemy, ze strumieni prawdopodobienistwa przez taka sfere powinien znikaé
gdy r — 0

(qf 88‘1; — U %—‘f) 7 —— 0. (14.35)

Czynnik 7% wynika z tego, ze pole sfery jest proporcjonalne do kwadratu promienia sfery. Co
wiecej, oczekujemy, ze prawdopodobieristwo znalezienia czastki w r = 0, takze powinno dazy¢
do zera gdy objeto$¢ kulki dazy do zera. Zatem

w28

—— 0. (14.36)
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Powyzsze warunki maja oczywiscie wptyw na ksztalt funkcji u(r) wchodzacej do radialnego row-
nania Schrodingera (14.30). Warunki (14.35) i (14.36) dotycza tylko funkcji u poniewaz funkcja
falowa ma posta¢ ¥ = RY},,, = (u/r)Y},. Wykonujac elementarne rozniczkowania, z rownania
(14.35) dostajemy

w d [u* vt d [(u 9 du* du
— () == (= = —ur ). 14.
{rdr (r) rodr (rﬂr (u ar d’r) (14.37)
A wiec warunki (14.35, 14.36) maja dla funkcji u(r) postaé
du* . du
u ar —Uu % TQ’ 0, (1438&)

Teraz nalezy zbadaé¢ jakie sa konsekwencje tych dwoch warunkéw dla rozwigzan réwnania ra-
dialnego (14.30). Aby dokonaé¢ niezbednych oszacowan przyjmijmy potencjal w postaci V (r) =
h2 Vyrk /(2p). Wowcezas rownanie (14.30), po pomnozeniu obustronnie przez 2u/h? przybiera
ksztalt

d*u I(1+1) i 20
a2 U + Vorfu = ﬁE u. (14.39)
Zazadajmy teraz aby u = r®. Rownanie (14.39) daje przy takim zalozeniu

—s(s—1)+1(l+1) Vo ko 2uE

Jesli k£ > —2, to dla bardzo matych r dominuje w (14.40) pierwszy czton po lewej, drugi albo

jest staly, albo zaniedbywalnie maly. Zatem asymptotycznie dla r dazacego do 0 powinno by¢
Cs(s=1) -1l +1)

2 ~ 0. (14.41)
Latwo zauwazy¢, ze ten warunek jest spelniony dla
s1 = —l1, oraz so =14 1. (14.42)

7 powyzszych rezultatéw wynikaja nastepujace wnioski.
e Dla potencjatu V(1) ~ r¥ przy k > —2, funkcja u(r) speiajaca radialne réwnanie (14.30)
zachowuje si¢ w otoczeniu r = 0 jak

u(r) ~ Cir~t 4 Cyr'™! (14.43)

Jednakze u(r) musi spetnia¢ takze fizyczne warunki (14.38). Jest to mozliwe tylko wtedy

gdy O} = 0. Zatem rozwigzanie r—*

musimy z przyczyn fizycznych odrzucié.
e 7 przyczyn fizycznych wynika wiec, ze dopuszczalne rozwiazania radialnego réwnania Schro-

dingera (14.30) musza spelniac¢

u(r) ——5—= 0. (14.44)
Innymi slowy, w otoczeniu r = 0 funkcja radialna R(r) = u(r)/r powinna si¢ zachowywaé
jak

R(r) = ) - (14.45)

o r r—0 ’ :

Pamietamy przy tym, ze orbitalna liczba kwantowa jest nieujemng liczba catkowita.

Na uzyskane warunki nalozone na funkcje radialng mozna spojrze¢ inaczej. Formalnie rzecz
biorac, réownanie radialne (14.30) dopuszcza r < 0, co jednak jest niefizyczne. Mozemy przyjac,
ze V(r) = oo dla r < 0. Obszar ten jest niedostepny dla czastki, wigc musi tam by¢ R(r) = 0.
Cigglosé funkcji falowej wymaga wicc aby R(r) — 0 dla r — 0. Zadanie (14.45) zapewnia wiec
konieczng ciaglosé.
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14.3 Podsumowanie

14.3.1 Réwnanie radialne
Analizowalismy czastke o masie u w polu o potencjale centralnym i takim, ze

V(r) ~ % gdzie k> -2. (14.46)
Stacjonarne rownanie Schrodingera, ze wzgledu na symetrie potencjatu pozwala na nastepujace
wnioski:

(i) Funkcje wlasne hamiltonianu, sa jednoczesnie funkcjami wtasnymi operatorow L2 oraz Ls.
Okresla to ich zaleznosé¢ katowa, a wiec mamy

U(F) = VUaum(r,0,¢) = ”%(T)Ym(e,go) (14.47)

(ii) Funkcja radialna uq;(r) spelnia radialne rownanie Schrodingera

_h_2 d* g (1) N R21(1+ 1)
2u  dr? 2ur?

Ual(r) + V(r)un(r) = Euy(r). (14.48)

Funkcja radialna us(r) musi tez spelnia¢ warunek
ual(T‘) ﬁ* 0. (1449)

(iii) Petna funkcja falowa musi by¢ unormowana, musi wigc zachodzi¢

/d3r|\I!(F)|2 _ /dQ/ P2dr (Ui (r, 0, )7 = 1. (14.50)
0

Ze wzgledu na sfaktoryzowana postaé¢ (14.47) pelnej funkcji falowej warunek normowania
takze sie faktoryzuje.

[ lual [ d2 Yin@.0) 2 = 1. (14.51)

Poniewaz harmoniki sferyczne sa z definicji unormowane do jednosci, wiec w koricu zostaje
nam warunek normalizacji radialnej funkcji uq;

/d%« lue (r))? = 1. (14.52)

(iv) Pozyteczne jest czasami zapisa¢ warunek normalizacji dla tzw. pelnej funkcji radialnej w
postaci Ry (1) = (1/7) ug (). Oczywiscie z warunku (14.52) wynika natychmiast

/d%« r? | Ra(r)* = 1. (14.53)

Zauwazmy, ze warunek zbieznosci funkeji uqy(r) przy r dazacym do zera (14.49), zapewnia
dobra zbieznosé catek.

Na zakonczenie, zwré6émy uwage, ze moze sie tak zdarzyé, ze indeks o odpowiada widmu cigglemu
energii F,;. Wowczas indeks a przyjmuje wartosci ciagle i warunek normalizacyjny (14.52) trzeba
wtedy zapisa¢ w postaci warunku ortonormalnosci

/d3r uwl (r) ugy (r) = o d(a — o). (14.54)

Oczywiscie dla widma dyskretnego indeks « jest tez dyskretny, wtedy delta Diraca przechodzi w
delte Kroneckera.
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14.3.2 Liczby kwantowe

7 powyzszej analizy stacjonarnego réwnania Schrodingera dla czastki o masie p poruszajgcej
sie w potencjale centralnym V(r) wynika, ze funkcje falowe U, zaleza co najmniej od trzech
indekséw — liczb kwantowych. Co najmniej, bo nie wiemy z gory jaki jest charakter liczby «, byé
moze jest ona multiindeksem. Rozwazane funkcje falowe sa funkcjami wlasnymi operatoréw H
— hamiltonianu, catkowitego momentu pedu L2 oraz L3 — rzutu momentu pedu na o§ z. Funkcje
U m odpowiadaja warto$ciom wlasnym

E, — energia;
h21(1+1) — pelny moment pedu;
hm — rzut momentu pedu na o$ z.

Naturalne jest wiec nazwac: « — radialna liczba kwantowa (czasem glowna). [ i m to orbitalna i
magnetyczna liczba kwantowa (nazewnictwo z teorii momentu pedu). Czesé katowa funkeji falo-
wej nie zalezy w zaden sposob od potencjatu (pod warunkiem, ze jest on sferycznie symetryczny).

14.3.3 Degeneracja zasadnicza i przypadkowa

Energie F,;, czyli wartosci wtasne hamiltonianu nie zaleza od magnetycznej liczby kwantowej
m. A wiec dla konkretnych (ustalonych) liczb « i I mamy (20 + 1) réznych funkcji falowych
odpowiadajacych tej samej energii. Funkcje te sg oczywiscie wzajemnie ortogonalne, jako rézne
funkcje wlasne operatora Ls. A zatem Energie E,; sa co najmniej g = (20 + 1)-krotnie zde-
generowane. Jest to degeneracja o charakterze zasadniczym, wynikajacym z symetrii sferyczne;j
potencjatu V (r). Inne degeneracje, zwiazane z liczbami kwantowymi « i [ moga tez mie¢ miejsce,
ale nie musza. Zalezy to konkretnego problemu. Te dodatkowe degeneracje bywaja wiec zwane
przypadkowymi, bowiem rézna jest sytuacja w réznych przypadkach.

14.4 Zagadnienie dwoéch ciat

W Uzupetnieniach przypominamy klasyczne zagadnienie dwoch ciat. Przypominamy, w jaki spo-
sob problem ten sprowadza sie¢ do ruchu wzglednego w uktadzie srodka masy. Podobny sposéb
postepowania mozna takze wykorzysta¢ w mechanice kwantowej. Dotyczy to jednego z najwaz-
niejszych uktadéw fizycznych jakim jest atom wodoropodobny: dodatnio natadowane jadro i elek-
tron o fadunku ujemnym oddziatujace coulombowsko, ktéry szczegétowo oméwimy w nastepnym
rozdziale. Ponizsze rozwazania sg wiec swego rodzaju przygotowaniem do kwantowo-mechanicz-
nego opisu atomu, choé¢ oczywiscie stosuja sie takze i do innych uktadéw. W Uzupetnieniach
przedstawimy model molekuty dwuatomowej bazujacy na wprowadzonych tu pojeciach.

14.4.1 Separacja zmiennych w mechanice kwantowej
Obserwable zwigzane ze $rodkiem masy i z ruchem wzglednym

Rozpatrujemy tu uktad fizyczny ztozony z dwoch czastek (bezspinowych) oddziatujacych za po-
§rednictwem potencjatu centralnego V'(r12). Na razie nie precyzujemy fizycznego charakteru tego
oddziatywania. Opis uktadu rozpoczynamy od uktadu LAB, w ktérym obu czastkom przyporzad-
kowujemy operatory (obserwable) potozenia i pedu ¥V, (V) oraz @ B,. Operatory te spetniaja
relacje komutacyjne

[xﬁ»m), p,(gn)} = ihomndjk (14.55)
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gdzie wskazniki m, n = 1,2 numeruja czastki. Operatory odpowiadajace réoznym czastkom sa
przemienne (niezalezne). Odwolujac sie do klasycznych relacji, na mocy zasady odpowiedniosci,
mozemy oczywiscie zbudowaé nowe operatory potozenia

- mq ) + mo 72

R = , (14.56)
mi1 + mo

F =11 - 7@

ktére nazwiemy operatorami polozenia wzglednego i potozenia srodka masy. Analogicznie, przez
odwotanie si¢ do klasycznych wyrazen (patrz Uzupetnienia) skonstruujemy operatory pedu

5(1) _ 5(2)
- m m — - 5
mi + mo

Powstaje w tym miejscu pytanie, czy operatory skonstruowane tak jak to robilismy w fizyce
klasycznej sg "dobrymi" operatorami. Aby sie o tym przekonaé rozwazymy reguly komutacyjne
spelniane przez nowo wprowadzone operatory. Nietrudno sprawdzié, ze nowe operatory spetniaja
relacje komutacyjne

[xj, pk] = ’L'ﬁ(gjk, [Xj, P]g} = ih(Sjk, (14.58)

Istotnie, na przyktad mamy

[, pk] =

1 (2)

l W @ map, — mp; 1

I
mi1 + mg

o man) | e mp (14.59)
77 my +mo T my+mg |
bowiem komutatory zawierajace operatory réznych czastek znikaja. Wobec tego dalej
, _ M2 1) M 1@ (2)
[, pi] M1+ s [xj » Py } ™1+ ma {xj » Py }
mo . mi . .
= ——— ihd; ———hd; = ihdjp. 14.60
mytmg O G my Ok T Mok (14.60)

jak nalezaloby oczekiwac dla operatoréw potozenia i pedu. Ponadto pary operatorow (¥, p) oraz
(R, P) sa wzajemnie niezalezne, to znaczy komutuja. I znéw dla przyktadu sprawdzamy

my x;l) + mo x(z) mo p](gl) — mlpl(f)

X‘? - J 7
[ / pk] mi + Mg mi + ms
mime o1y (1) mimy [ (2) (2
mi1 + mo [xj Pk } mi + mso {:C] Pk } ( )

bowiem znéw operatory roznych czastek komutuja, a pozostale komutatory sa identyczne i rowne
ih .

Poniewaz pary operatoréw (r, p) oraz (f_{, f’) spelniaja kanoniczne relacje komutacyjne,
wiec nic nie stoi na przeszkodzie aby interpretowaé je jako operatory potozenia i pedu. Co wiecej
mozna bez trudu skonstruowaé¢ dla nich odpowiednie reprezentacje. Sa wiec one réwnie dobre jak
wyjsciowe operatory wlasciwe dla LAB. Zauwazmy, ze w analogiczny sposob mozemy zbudowaé
operator momentu pedu dla CMS. A zatem operator

L = Fx P, (14.62)
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bedzie operatorem momentu pedu ruchu wzglednego (dla fikcyjnej czastki o masie zredukowanej
u wzgledem nieruchomego centrum sity). Natomiast

Len = Rx P, (14.63)

jest momentem pedu ruchu calosci wzgledem LAB. Mozna oczywiscie sprawdzié, ze tak wpro-
wadzone operatory beda speliaé¢ kanoniczne relacje komutacyjne dla momentu pedu (jest to
oczywiscie konsekwencja relacji komutacyjnych (14.58) dla potozen i pedow).

14.4.2 Wartoéci i funkcje wlasne Hamiltonianu

Kwantowo-mechaniczny hamiltonian ukladu dwéch czastek mozemy zapisaé¢ za pomoca opera-

toréw LAB
i 5
H = — —= V(r 14.64
2my + 2meo + V), ( )

albo tez za pomoca nowych operatoréw (odpowiadajacych CMS)

=2 52
p P - . mims
H = — — v d = —. 14.65
on oo TV gl p = = (14.65)
Hamiltonian (14.65) jest suma dwoch sktadnikow
H = H.p + Hyu, (14.66)

gdzie H,, = P2 /2M jest hamiltonianem ukladu dwoch czastek jako catosci, zas

=2
Hye = ;)_H + V(I_:)7 (1467)

stanowi hamiltonian ruchu wzglednego. Oba sktadniki komutuja
[Hcm’ Hrel] = 0. (1468)

Wobec tego mozemy szukaé¢ rozwiazania zagadnienia wtasnego, w ktérym oba operatory maja
wspolne stany wlasne.

Hcm‘¢> = Ecm‘¢>7 (1469&)
Hrel|¢> = ET'|1:Z)> (1469b)

7 powyzszych rownan wtasnych wynika, ze catkowity hamiltonian spelnia

H|¢> = (Hcm + HT61)|QJZ)> = (Ecm + ET)|¢>7 (1470)

a wiec odpowiadajace mu energie wlasne sa suma energii ruchu uktadu jako calosci i energii
ruchu wzglednego.

Dla operatorow r i R naturalna jest reprezentacja polozeniowa parametryzowana dwoma
wektorami polozen: |F,R). Funkcja falowa (F,R) = (F,R|t) jest wiec zalesna od dwoch
zmiennych wektorowych, czyli od sze$ciu wspotrzednych. Operatory pedu w tej reprezentacji to

p = —ihVy, P = —ihVg. (14.71)
Zmienne T oraz R sg niezalezne, zatem mozemy szuka¢ funkcji wlasnych hamiltonianu w postaci
iloczynu

BER) = o@®nB)  tojest  (ER[Y) = (Fle) (Rn). (14.72)

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 158



3.10.2004 14. Stany stacjonarne w potencjale centralnym 159

Zagadnieniom wlasnym (14.69) odpowiadaja wiec rownania

Hemln) = Eemln), (14.73a)
Hrel’(p> = Er‘@) (1473b)

ktore w reprezentacji polozeniowej wygladaja nastepujaco

~ oas v% 77(1:_{) = FEem 77(1:_{)) (1474&)

p(f) = E; o(F), (14.74D)

Postaé pierwszego z tych rownar jest doktadnie taka sama jak dla czastki swobodnej o masie M.
Dlatego tez jego rozwiazanie (patrz (9.55) to

- 1 iP R p?
nR) = W exp<T>, przy czym E., = YV >0, (14.75)

co oczywidcie jest energia kinetyczna uktadu jako calosci. Energia ta jest nieujemna i nie jest
skwantowana (innymi slowy ma widmo ciagte). Oczywiscie bardziej interesujace fizycznie jest
rownanie (14.74b), ktore dotyczy ruchu wzglednego czastek (ruchu fikcyjnej czastki o masie
zredukowanej wokol centrum sity). Jego rozwiazania, tj. posta¢ funkeji falowych i dopuszczalne
wartosci energii F, zaleza od konkretnej postaci potencjatu V(r). W przypadku pola centralnego,
gdy V(r) = V(|r]) = V(r), rozwiazanie rownania (14.74b) sprowadza si¢ do oméwionego powyzej
zagadnienia ruchu czastki o masie ¢ w polu centralnym.

Podsumowanie

Badanie stacjonarnego rownania Schrodingera dla uktadu fizycznego ztozonego z dwoch (bezspi-
nowych) czastek o masach mi i mo, dla ktérych energia potencjalna ich oddziatywania zalezy
tylko od ich wzglednego potozenia sprowadza sie do:

e Pehna funkcja falowa wyrazona w zmiennych CMS, tj. przez r' i R (odpowiednio potozenia
wzglednego i polozenia §rodka masy) ma postac

L= 1 iP-R\
(T R) = pRaEy) eXP( . ) o(F), (14.76)

gdzie ped P jest pedem uktadu jako catosci.

e Energia kinetyczna ruchu uktadu jako cato$ci wynosi

P2

E =
cm 2M7

gdzie M = mj+ ms. (14.77)

Energia E.,, jest nieujemna i dowolna (nieskwantowana).

e Energia catkowita uktadu jest suma
E = E.,, + E,, (14.78)

gdzie E, jest energia ruchu wzglednego.
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e Dla ruchu wzglednego trzeba rozwiazaé¢ stacjonarne rownanie Schrodingera

h2
[——V% + v<f>] o(F) = B, o(F),  gdde p = — 12

21 ml—f—mg’

(14.79)

jest masa zredukowana ukladu czastek. Rownanie to dla V(r) = V(r) (pole centralne)
sprowadza sie¢ do zagadnienia omoéwionego w pierwszych czesciach rozdziatu, a wiec w

rezultacie do radialnego rownania Schrodingera.

Poszukiwanie funkcji falowej ¢(r) odbywa sie wiec dalej (po okresleniu potencjatuV'(r)) w sposob

przedstawiony relacjami (14.47)—(14.53).

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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