
IV zestaw zadań z fizyki atomowej
(Macierze Pauliego)

1. Macierze Pauliego σi, (i = 1, 2, 3), zdefiniowane saι jako hermitowskie macierze 2 × 2
spe lniajaιce warunki

σiσj − σjσi = 2iεijkσk, σiσj + σjσi = 2δijI (1)

(I — macierz jednostkowa 2× 2). Udowodnić, że:

(a) σiσj = δijI + iεijkσk,
(b) σ1σ2σ3 = iI,
(c) Tr σi = 0,
(d) det σi = −1,
(e) wartości w lasne macierzy Pauliego saι równe ±1.

2. Pokazać, że hermitowskie macierze

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(2)

spe lniajaι relacje definiujaιce macierze Pauliego oraz zależności (a)–(e) z zadania 7.

3. Znaleźć wartości w lasne i unormowane wektory w lasne macierzy (2).

4. (Twierdzenie spektralne dla macierzy Pauliego.) Sprawdzić bezpośrednim rachunkiem, że
jeżeli λ

(i)
k i x

(i)
k , (k = 1, 2, i = 1, 2, 3), saι, odpowiednio, wartościami w lasnymi i unor-

mowanymi wektorami w lasnymi macierzy σi, wówczas

σi =
2∑

k=1

λ
(i)
k x

(i)
k (x(i)

k )†, (3)

gdzie † oznacza macierzowe sprzeιżenie hermitowskie.

5. Niech n beιdzie jednostkowym wektorem o kierunku zadanym w sferycznym uk ladzie wspó l-
rzeιdnych przez kaιty biegunowy θ i azymutalny ϕ. Znaleźć wartości w lasne i wektory w lasne
macierzy σ · n. Wskazówka: wspó lrzeιdnymi kartezjańskimi wektora n saι

(nx, ny, nz) = (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ). (4)

6. Pokazać, że dowolnaι macierz zespolonaι A o wymiarach 2 × 2 można przedstawić jako kom-
binacjeι liniowaι macierzy jednostkowej i trzech macierzy Pauliego

A = c0I + ciσi. (5)

Wyrazić wspó lczynniki ck, (k = 0, 1, 2, 3), przez wyrazy macierzy A.

7. Dowieść, że jeżeli Â i B̂ saι dwoma dowolnymi operatorami wektorowymi komutujaιcymi z σ,
wówczas

(σ · Â)(σ · B̂) = (Â · B̂)I + iσ · (Â× B̂). (6)

8. Pokazać, że jeżeli operatory Â i B̂ komutujaι ze sobaι i z macierzami σ, wówczas

(σ · Â)(σ · B̂) + (σ · B̂)(σ · Â) = 2(Â · B̂)I. (7)

9. Pokazać, że operator spinu Ŝ = 1
2~σ jest operatorem momentu peιdu.

10. Pokazać, że jeżeli L̂ i Ŝ saι komutujaιcymi operatorami momentu peιdu, tzn. [L̂, Ŝ] = 0, to
operator Ĵ = L̂ + Ŝ jest także operatorem momentu peιdu.


